Kapitel 5. Die trigonometrischen Funktionen
5.1. Die komplexen Zahlen

5.2. Folgen und Reihen in C

5.10. Definition. Eine Folge (¢, ),en komplexer Zahlen heifit konvergent gegen ¢ € C, falls zu

jedem € > 0 ein N € N existiert, sodass

len —¢] < € fiir alle n > N.

5.11. Satz. Sei (¢,)nen eine Folge in C, ¢, = x, + iy, mit z,,y, € R. Dann konvergiert
(¢n)nen genau dann (in C), wenn beide Folgen (z,)nen, (Yn)nen konvergieren (in R).

Falls (¢,)nen konvergent, so gilt

lim ¢, = lim z, +¢ lim y,.
n—o0 n—oo n—oo

BEWEIS. Folgte mit Hilfe der Definition und der Eigenschaft des Betrages
max{]mn - .CE‘, |yn - y’} S ’Cn - C’ S ’xn - l" + ‘yn - y’
fir ¢, =z, + iy,, c = v + 1y. O
5.13. Definition. Eine Folge (¢, )nen in C heifst Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein N € N

existiert, sodass

Cn— Cm| < € fiir alle n,m > N.

5.14. Satz. Eine Folge (¢,)neny in C, ¢, = 2, + iy, mit x,,y, € R, ist genau dann eine

Cauchy-Folge (in C), wenn beide Folgen (x,,)nen, (Yn)nen Cauchy-Folgen (in R) sind.

BEWEIS. Analog zu 5.11. U

5.15. Satz. In C sind alle Cauchy-Folgen konvergent (das heifst C ist vollstindig).
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BEWEIS. Sei (¢;,)nen Folge in C, ¢, = x,, + iy, mit x,,y, € R. Dann gilt
(¢n)nen Cauchy-Folge in C < (2,)nen, (Yn)nen sind Cauchy-Folgen in R (Satz 5.14)
< (Tn)nen, (Yn)nen sind konvergent in R (R vollsténdig)

< (¢n)nen konvergent in C. (Satz 5.11)

5.16. Satz. Seien (¢, )nen, (dn)nen zwei konvergente Folgen in C. Dann sind auch (¢, + d,)nen

sowie (¢,d,)nen in C konvergent und es gilt

lim (¢, +d,) = lim ¢, + lim d,,
lim (¢,d,) = lim ¢, - lim d,.
n—o0 n—o0 n—00

Ist auferdem lim,, .. d,, # 0 so existiert ein ng € N mit d,, # 0 fir alle n > ng, die Folge

(£ )n>n, konvergiert in C und es gilt

dn
li Cn hmnﬁoo Cn
im — = ———.
BEWEIS. Analog zum Beweis der entsprechenden Aussagen im reellen Fall. O

5.17. Definition. Eine Reihe Y ° ¢, komplexer Zahlen heift konvergent, falls die Folge der

Partialsummen (S,)nen, Sn := Y p_y Ck, in C konvergiert. Die Reihe heift absolut konvergent,

falls die Reihe > 7 | |c,| konvergiert.

5.18. Proposition. Falls Y ¢, absolut konvergiert, so ist >, ¢, konvergent.

BEWEIS. Falls > | ¢, absolut konvergent, so ist (D,_, |cx|)nen Cauchy-Folge. Es gilt wei-

ter fir s, ;== >, ¢y und n <m
m m n m
3wl = | 32 el < 3 el = | X berd = Y]
k=n+1 k=n-+1 k=1 k=1

Dann ist also (s, )neny Cauchy-Folge in C und nach Satz 5.15 konvergent. O

5.19. Satz (Majorantenkriterium). Sei > a, eine konvergente Reihe nichtnegativer reeller
Zahlen. Weiter sei (¢, )nen eine Reihe komplexer Zahlen und es gelte |¢,| < a, fir alle n > ng

fiir ein ny € N. Dann konvergiert die Reihe > | ¢, absolut.
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BEWEIS. Analog zum rellen Fall. O

5.20. Satz (Quotientenkriterium). Sei > °° | ¢, eine Reihe komplexer Zahlen mit ¢, # 0 fir

n=1

alle n > ng fiir ein ng € N. Es gebe ein € R mit 0 < 6 < 1, sodass

c
ntll < g fiir alle n > nyg.

Cn

Dann konvergiert die Reihe > | ¢, absolut.
BEWEIS. Wie im reellen Fall. O

5.21. Satz. Seien Zzozl Cns 270;1 d,, zwei absolut konvergente Reihen in C. Fiir n € Nj setze

n
€n = g Crlp—r.
k=0

Dann ist auch die Reihe Y ° e, absolut konvergent mit

Yen=(Xa) (L)
n=0 n=0 n=0
BEWEIS. Wie im reellen Fall. [l

5.22. Satz (Exponentialreihe im Komplexen). Fiir jedes z € C ist die Exponentialreihe

o Zn
exp(z) = Z o
n=0
absolut konvergent.
BEWEIS. Wie im reellen Fall mit dem Quotientenkriterium. O

5.23. Satz (Funktionalgleichung). Fiir alle 21, 25 € C gilt

exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(22).

Insbesondere gilt exp(z) # 0 fiir alle z € C.

BEWEIS. Analog zum reellen Fall mit Satz 5.21. O

5.24. Proposition. Fiir jedes z € C gilt

exp(Z) = exp(z).
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BEWEIS. Setze

Sp(2) = T sp(z) = ik

k=0 k=0

Nach den Rechenregeln fiir die Konjugation gilt fiir alle n € N

Dann folgt mit Korollar 5.12, dass

ap(z) = lim 5,(2) = lim 53(2) = exp(2).

5.25. Definition. Sei D eine Teilmenge von C und f : D — C eine Funktion auf D mit
komplexen Werten. Dann heiftt f stetig in z € D, falls

lim f(w) = f(z).

w—z
weD

5.26. Satz. Die Exponentialfunktion exp : C — C, z — exp(z) ist stetig auf ganz C.

BEWEIS. Zunéchst zeigen wir die Stetigkeit an z = 0. Es gilt

St o ul” S
Jexp(w) =1 = [ D2 7r| < ST < ol - ey < el esp(lul)
n=1 n=1 m=0

Damit folgt exp(w) — exp(0) =1 fiir w — 0 in C.
Mit Hilfe der Funktionalgleichung folgt fiir 2 € C beliebig, dass

|exp(w) — exp(z)| = |exp(z)] - |exp(w — z) = 1] = 0

fiir w — z, w € C wegen der Stetigkeit von exp in 0 € C. O

5.3. Sinus und Kosinus

5.27. Definition. Fiir z € R definieren wir die Funktionen

sin: R — R, cos : R — R durch
cos(z) := Re(exp(ix)), sin(x) := Im(exp(iz))

fir x € R.
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» Im(2)

exp(ix)

\ 4

cos(x) Re(z)

ABBILDUNG 1. Sinus und Kosinus am Einheitskreis

5.28. Bemerkung. Damit gilt die Fulersche Formel
exp(ix) = cos(z) + isin(x) fir alle z € R.

Weiterhin gilt fiir alle z € R

|exp(iz)|* = exp(ix) - exp(iz) = exp(iz) - exp(—iz) = exp(0) = 1,

und damit |exp(iz)| = 1. Daher liegt exp(iz) auf dem Finheitskreis in der Gaufsschen Zahlen-
ebene und Kosinus bzw. Sinus sind die Koordinaten des Punktes exp(iz) auf der reellen bzw.

imaginédren Achse.

5.29. Satz. Fiir alle z € R gilt

(1) cos(z) = %(exp(ix) + exp(—iz)), sin(x) = —%(exp(m) — exp(—iz)),

(ii) cos(—z) = cos(z), sin(—x) = —sin(x),

(iii) cos?(z) + sin’(z) = (cos(x))2 + (sin(:c))2 =1
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BEWEIS. (i), (ii) folgen aus der Definition von sin, cos und aus exp(ix) = exp(—iz). (iii)

folgt aus |exp(iz)| = 1. O
5.30. Satz. Die Funktionen sin : R — R, cos : R — R sind stetig auf ganz R.
BEWEIS. Sei zp € R und (z,)nen eine Folge in R mit z,, — x¢ (n — 00).
Dann gilt iz,, — iz (n — 00) und wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion auf C folgt
lim exp(ix,) = exp(izo).

n—o0

Mit Satz 5.11 ergibt sich dann

lim cos(z,) = lim Re(exp(iz,)) = Re(exp(izg)) = cos(zo)
n—oo n—oo
und entsprechend lim,, ., sin(x,) = sin(x). O

5.31. Satz (Additionstheoreme). Fiir alle z,y € R gilt
cos(x 4+ y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y),

sin(x 4+ y) = cos(x)sin(y) + sin(z) cos(y).

BEWEIS. Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion erhalten wir

exp (i(z +y)) = exp(iz) - exp(iy)

und es folgt

cos(z +y) = Re (exp (i(z+y))) = Re (exp(iz) - exp(iy))
= Re (exp(iz)) Re (exp(iy)) — Im (exp(iz)) Im (exp(iy))

= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y).

Entsprechend beweist man das Additionstheorem fiir die Sinus-Funktion. U

5.32. Korollar. Fiir alle z,y € R gilt

sin(x) — sin(y) = 2cos (

) (5)
sin ,
2 2
7)o (57
sin .
2

cos(z) — cos(y) = —2sin (I
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BEwWEIS. Wir setzen

sodass r = u + v, y = u — v. Es folgt dann mit Satz 5.31
sin(x) — sin(y) = sin(u 4 v) — sin(u — v)

= cos(u) sin(v) + sin(u) cos(v) — <cos(u) sin(—wv) + sin(u) cos(—v))

= 2cos(u)sin(v) = QCosx;ysinx;y.

Der Beweis der zweiten Identitat ist dhnlich. O

5.33. Satz. Fiir alle z € R gilt

1.2 :L.4 1‘6 e 1.2]{:
=1-—4+_= = k=
cos(z) > Tw e ;( oAk
33'3 fL'5 1'7 9 l'2k+1
-2 42 T =3 (=1
sin(z) =e— gt g oot ;( N oT

Beide Reihen konvergieren fiir alle x € R absolut.

BEWEIS. Die absolute Konvergenz folgt mit dem Majorantenkriterium aus der absoluten

Konvergenz der Exponentialreihe. Fiir die Potenzen von ¢ gilt fiir alle £ € Ny

4k — 17 ,l'4k‘+1 — ?:’ Z’4k‘+2 — _17 Z’4k+3 — _,l

Damit ergibt sich fiir die Exponentialreihe

‘ > ir)" OO i)k o i) AR+ 0 i) Ak+2 > i)k +3
exp(iz) = ) (m) - Z ((412)' * <(4/f)+ o ((4k>+ ot (<4k)+ 3!
n=0 = k=0 T k=0 " k=0 '
oo Ak AR+ o k42 0 Ak+3
e D S D
[ l
k:O (4dk +1 — (4k +2)! — (4k + 3)!
oo 2k L2+
= Y] (—1)’“—]
>0 G [ Gy
Damit folgt die Behauptung aus der Definition von sin(x), cos(x). O
5.34. Proposition. Es gilt
li 520 _
T
BEWEIS. Es ist fiir x # 0
o 2k 22k

sin(x) B x B
P Z(_l)k(2k+1)! = —laf Z 2k+3)

k=1
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und damit
2
| < Y ety < e el

Mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt

lim sin:lfx) B 1‘ _ 0

270
und somit die Behauptung. U
5.35. Lemma. Es gilt
(i) cos(2) <0,
(ii) sin(z) > 0 fir alle z € (0, 2],
(iii) x +— cos(z) ist streng monoton fallend in [0, 2].

22 24 26 28 210 212
i) = 1-5+ 5~ (G-5) ~ (=) -

denn es gilt fiir alle £ > 1 dass i—'f > (2k+2

k2!
(ii) Es ist fiir 0 <2 <2

x? AR 8 7! T
singe) = a1 =5+ (5 =)+ (G —m) ) = 5
denn fiir 0 < x < 2 und alle k € Ny gilt
k k+2 k

o B ((
(k+1!  (k+3)!  (k+3)
(iii) Mit Korollar 5.32 und (ii) folgt fiir alle 0 <z <y < 2

k:+2)(kz+3)—x2> > 0,

cos(y) — cos(z) = —2sin(x;y) sin (y—x) < 0.

5.36. Satz. Die Funktion cos hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle t,. Wir definieren

dann 7 := 2.

BEWEIS. Da cos stetig und cos(0) = 1 sowie cos(2) < 0 existiert nach dem Zwischenwertsatz
eine Nullstelle ¢y € (0,2) . Da cos streng monoton fallend in [0, 2] ist diese Nullstelle eindeutig.
U



