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ABBILDUNG 1. Motivation: Das Integral als Flache unter einem Graphen

Kapitel 7. Das Riemann Integral
7.1. Riemann-integrierbare Funktionen

Sei im Folgenden stets I = [a,b], a < b.

7.1. Definition. Fiir K € N und Zahlen x, ..., zx mit
a =Ty <11 < ...<zTKg =0

zerlege I disjunkt in K Teilintervalle I (offen, halboffen oder abgeschlossen), k = 1, ..., K, mit

Randpunkten x;_; und zy, also

K
I=|JL  LnI =0fork#j
k=1

Eine Funktion ¢ : I — R heifst Treppenfunktion (beziiglich der Zerlegung I = Ule Iy,), falls

1, ..., ¢, € R existieren, sodass fiir alle k =1, ..., K gilt

g(x) = ¢ fir alle x € Ij.

Definieren wir fiir ein Intervall J C I die charakteristische Funktion X; von J als

1 fallsxz € J,
XJ:I — R, XJ(.CE) =

0 fallsxzell\J
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a = Xo I i) I3 Tq4 T Te

ABBILDUNG 2. Zerlegung von [a,b] mit K = 7.

C4

C3

C5 [

C2

C7

C1

b:.',U7

ABBILDUNG 3. Beispiel einer Treppenfunktion

so konnen wir g schreiben als

K
g = Z Ck:XIk-
k=1

7.2. Definition. Fiir eine Treppenfunktion (im Folgenden kurz , TF*)

K

9 = chXIk

k=1

wie in Definition 8.1 definieren wir

b K K
/ g(x)dr = ch|fk\ = ch(a:k — Tp_1).
@ k=1 k=1



7.1. RIEMANN-INTEGRIERBARE FUNKTIONEN 3
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ABBILDUNG 4. Integral einer Treppenfunktion

7.3. Lemma. Seien e, g : I — R Treppenfunktionen mit e < ¢g. Dann gilt

/ab e(x)dr < /ab g(x) d.

7.4. Definition. Sei f : [a,b] — R beschrénkt. Wir definieren dann das untere (Riemann)

Integral

/bf(fv) dr = SU.p{/bg(x) dr : gist TF, g < f auf [}

und das obere (Riemann) Integral

/bf(x)dx = inf{/bg(x)dx . gist TF, g > f auf ]}_
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7.5. Bemerkung. Unter- und Oberintegral sind wohldefiniert und reell. Falls |f(x)| < ¢ fur
alle v € I und ein ¢ € R, so gilt

b b
/f(x) dx > —c(b—a), /f(x) dr < ¢(b—a).

7.6. Lemma. Sei f: [a,b] — R beschrankt. Dann gilt

/a fla)de < / f(x) de.

7.7. Definition. Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R heifst (Riemann) intergrierbar,
falls
b i b
/ f(z)dx = /f(x) dr =: / f(z)dx.
Dann heifit fabf(:v) dx Integral von f (iiber [a,D]).

7.8. Bemerkung. Treppenfunktionen sind integrierbar.

7.9. Satz. Sei f : [a,b] — R beschriankt. Dann sind dquivalent:

(1) f ist integrierbar.

(2) Fiir alle € > 0 existieren Treppenfunktionen e,g: I — R mit e < f < g auf I, sodass

/abg(:v)dx—/abe(x)dx < e.

7.10. Satz. Sei f : [a,b] = R monoton. Dann ist f integrierbar.

7.11. Satz. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f integrierbar.



