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Aufgabe 1: (Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten - 4 Punkte)
Es sei U ⊂ R

2 offen. Zeigen Sie, dass der Laplace-Operator einer Funktion u ∈ C2(U)

∆u(x, y) = ∂2
xxu+ ∂2

yyu

in Polarkoordinaten, x = r cosφ, y = r sinφ mit (r, φ) ∈ [0,∞)× [0, 2π), die Darstellung

∆u(r, φ) = ∂2
rru+

1

r2
∂2
φφu+

1

r
∂ru (1)

besitzt.

Aufgabe 2: (Ausbreitungsgeschwindkeit bei Diffusion - 4 Punkte)
Satz: Es sei U = R. Die Abbildung u(x, t) ∈ C2(U) erfülle die Diffusionsgleichung

∂tu = D∂2
xxu, mit D > 0. (2)

Es sei u „klein im Unendlichen“, d.h. es gilt für alle Zeiten t

lim
x→±∞

x2 · ∂xu(x, t) = 0, lim
x→±∞

x · u(x, t) = 0.

Wir definieren für alle Zeiten t ein Ausbreitungsmaß des diffundierenden Stoffs, eine Art Varianz, durch

σ2(t) =
1

C

∫ +∞

−∞

x2u(x, t) dx mit C :=

∫ +∞

−∞

u(x, 0) dx.

Es sei σ2(0) beschränkt. Dann gilt:

σ2(t) = 2Dt+ σ2(0). (3)

(i) Zeigen Sie, dass die Beschränktheit von σ2(0) die zeitliche Konstanz der Gesamtmasse impliziert, d.h.

C =

∫ +∞

−∞

u(x, t) dx, für alle t.

(ii) Beweisen Sie die Identität (3). (Tipp: Formen Sie den Ausdruck C
D
∂tσ

2 mittels partieller Integration um.)

Aufgabe 3: (Eine Transportgleichung mit linearer Reaktionsrate - 4 Punkte)
Sei U ⊂ R und t ∈ [0, T ]. Weiter sei v(x, t) ≡ v eine konstante Geschwindigkeit und λ ∈ R \ {0}. Betrachten Sie

folgende Transportgleichung

∂tu+ v∂xu = λu. (4)

Satz:

(i) Der Ausdruck eλtf(x− vt) ist eine Lösung von (4) für jedes λ und f .

(ii) Jede Lösung von (4) ist von der Form

u(x, t) = eλtf(x− vt) (5)

für eine differenzierbare Funktion f : R → R.

Beweisen Sie den obigen Satz. (Tipp für (ii): Starten Sie mit v = 0 und versuchen Sie dann mit der Transformation
z = x− vt zu arbeiten.)

Aufgabe 4: (1-dimensionale Irrfahrt mit Drifttermen - 4 Punkte)
Sei k · Z, k > 0 ein 1-dimensionales Gitter. Weiter sei c(x, t) die mittlere Anzahl von Partikeln in x ∈ kZ zum

Zeitpunkt t ≥ 0. Sei h > 0 eine feste Zeitschrittweite. Ein Partikel in x befindet sich zum nächsten Zeitschritt an
Position

x− k mit Wahrscheinlichkeit p,

x+ k mit Wahrscheinlichkeit q,

x mit Wahrscheinlichkeit 1− p− q,

mit p+ q < 1.

(i) Für eine Konstante α > 0 gelte die Abhängigkeit q = q(k) = p − αk. Leiten Sie in Analogie zur Vorlesung eine
Limesgleichung für h, k → 0, h proportional zu k2, her.

(ii) Seien nun p 6= q fest. Wie müssen Sie k in Abhängigkeit von h wählen, um eine nichttriviale Evolutionsgleichung
im Limes h → 0 zu erhalten?


