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7. Ubungsblatt - Losungsvorschlige

Aufgabe 23: (Ein detailed-balanced System - 4 Punkte)
Wir betrachten ein an Beispiel 3.7 angelehntes Reaktionsnetzwerk

ks k

X: = X; Xi+X, = 2X,
k_s k_4

=
ko

Xo = X3
k_2

Ihre Arbeitsauftrage lauten:

(i) Nehmen Sie an, dass der Vektor n* = (3, %, 15, £)7 € (R*)* und die Reaktionsraten k1 = 10, ky =2, ks =5
und k4 = 8 gegeben sind. Berechnen Sie die Reaktionsraten k_1,k_o,k_3 und k_4, sodass das gegebene System
in n* detailed balanced ist.

(ii) Zeigen Sie, dass n* ein stationiirer Punkt des zugehorigen Reaktionsnetzwerks 1 = C An® ist.

Loésungsvorschlag:
zu (i) Mit Hilfe der detailed balanced Annahme aus Satz 3.21 berechnet man, dass
k_1=10, k_o=10, k_3=25k_4=50
gilt.

zu (ii) Durch Nachrechnen folgt:

15 10 25 0 0 0.5
10 —12 10 0 0 0.5
n=CAn® =C - 5 2 -35 0 0 0.1
0 0 0 -8 50 0.25
0 0 0 8 =50 0.04
-15 10 25 -8 50 82
_ 10 -12 10 -8 50 o1 2o
- 5 2 =35 0 0 0.95 -
0 0 0 16 —100 0.04

Aufgabe 24: (Stetige Abhéngigkeit der stationidren Punkte von den Anfangsdaten - 4 Punkte)
Sei R ein System elementarer Reaktionen, das die Voraussetzungen aus Satz 3.21 erfiillt. Bezeichne S den zugeho-
rigen stochiometrischen Raum. Zu einem Intervall I C R sei eine differenzierbare Kurve

ﬂo:]—)(Ra_)m

von , Anfangsdaten” gegeben.
Zeigen Sie, dass eine stetig differenzierbare Abbildung

p: I — (RT)™
existiert, die ¢t € I den eindeutig bestimmten stationdren Punkt der Reaktionskinetik in ng(¢) + S zuordnet.
Losungsvorschlag:

1. Fall: In einem ersten Fall sei die Kurve von Anfangswerten ng(t) komplett im affinen Unterraum no(0) + .5, d.h.
es gilt: ng(t) C np(0) + 9, fiir alle t € (—4,0). Aus dem Beweis von Satz 3.21 folgt, dass dann alle Startwerte in
My liegen und die Abbildung Fj aus Schritt 2 genau ein Minimum hat, welches mit p* bezeichnet wird. Somit
existiert eine konstante Abbildung ® : (—4,d) — (RT)™ mit ®(t) = p*.

2. Fall: Seien nun die Anfangswerte gegeben durch eine Kurve ng(t), deren Richtungsvektoren n{(t) nicht im affinen
Unterraum ng(t) + S liegen, d.h. diese Kurve von Anfangswerten verschiebt fiir jedes ¢ € (=4, ) den Untervek-
torraum S wirklich. Aus Satz 3.21 folgt dann, dass fiir jedes t € (=4, ) ein eindeutig bestimmter stationérer
Punkt p*(t) existiert. Somit existiert auch eine Abbildung ®(t) = p*(¢).



3. Fall: Eine Mischform der beiden obigen Fille. Wir konnen nun das Intervall (-4, §) in die entsprechenden Fille 1
und 2 zerlegen und die dort gefundenen Aussagen anwenden.

Der Beweis der letzten Aussage kann mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen erreicht werden. Wir finden
folgende Situation:

Wir haben eine offene Umgebung (—6,0) C R, welche in stetig differenzierbarer Form die Anfangswerte in Form
einer Kurve parametrisiert, d.h. ¢ — ng(t) stetig differenzierbar. Die Eigenschaften aus Satz 3.21 sind erfiillt, also
existiert eine Abbildung F, die lokal eine Ljapunovfunktion ist. Es gilt, dass zu ¢ = 0, dem Anfangswert ngy ein
eindeutig bestimmter stationdrer Punkt p* gehort. Den Wert des stationdren Punktes p* erhielten wir iiber eine
Minimierungsaufgabe im Unterraum ng + S beziiglich Fy. Entlang F, eingeschrinkt auf My = (ng + S) N (RT)™ ist
p* das Minimum. Wenn nun ng(t) auf einer kleinen Umgebung ¢ € (-4, §) variiert wird, sollten wir sicher stellen, dass
das Differenzial der Ableitung von F in Richtung der Komplementérkomponente von ng(t) + S nicht verschwindet.
Diese Aussage folgt iber die Eigenschaft, dass

0= %F*(p* +s-v) = VF.(p*) - v
fiir kleine s und v € S+ng(t) verschwindet. Somit ist fiir alle Vektoren in der Komplementirkomponente w € S+ dieses
Skalarprodukt von Null verschieden. Aus diesem Grund kénnen wir den Satz iiber implizite Funktionen anwenden und
es existiert somit eine Funktion ®, die nicht nur fiir jeden Anfangswert ng(t) einen bestimmten stationdren Punkt
p*(t) annimmt, sondern ebenfalls stetig differenzierbar ist, weshalb eine stetige Abhéngigkeit von ng(¢) besteht und
somit p*(t) ebenfalls eine Kurve ist.

Aufgabe 25: (Fliisse auf parameterabhéingigen linearen Systemen - 4 Punkte)
Betrachten Sie das lineare System

!/

u —-a b -1 u
v = 1 0 0 v (1)
w —c 0 w
Bestimmen Sie Klassen von Parametern
a
b | € (RT),
c

sodass innerhalb der jeweiligen Klassen die von (1) erzeugten Fliisse topologisch konjugiert sind.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass V(a,b,c)” € (R*)? ein Eigenwert A\; > 0 existiert. Bestimmen Sie in Abhéingigkeit
von A; die weiteren Eigenwerte und benutzen Sie Satz 4.4. Argumentieren Sie dann &hnlich wie in Beispiel 4.5.

Losungsvorschlag:
Zuniachst die Berechnung der Eigenwerte:

—a—X b -1
0 = det 1 -2 0 = ANa+ N +ctbh=-X\—a\ + b\ +c=:¢p()\)
0 —c =

Es gilt ¢(0) > 0 und ,,¢(+00) = —oc*. Das impliziert, dass A\; > 0 existiert. Als Faktorisierung von ¢ erhalten wir
d(N) = (A = A1) (aX? + BA + 7).

Es folgt: @ = —1 und v = — . Die Bestimmung von f folgt durch

—a)\lJrﬂéfa = [ =a)\ —a.
Zur Kontrolle:

v — B\ :—/\%—a)\%—i—a)\l
= *)\%+)\f+a/\1

= ;—11(—/\:1)’—60\%4—6)
- ;Tl(—ml) -y



Weitere Eigenwerte erfiillen damit

SN (M4 a)d - — =0

A1
\ _ AMita (M +a)? ¢
2T 4 A

Es konnen also 4 Féille unterschieden werden:
At +a>0, & >0 Hier gilt: Re(A3) < 0 und Re(A2) <0
At +a >0, & <0 Hier gilt: Re(A3) <0 und Re(A2) >0
At +a <0, & <0 Hier gilt: Re(A3) <0 und Re(A2) >0
At +a <0, & <0 Hier gilt: Re(A3) > 0 und Re(A2) >0

Diese Fille lassen sich zu 3 Fillen zusammenfassen, da keine Anderung von 2. zum 3. Fall auftritt, also analog zu
Beispiel 4.5. Wir haben also folgende Situation:

)\1+CL

\\w~7”

Re)\3 <0 Re)\g >0 Re)\g <O Re)\g <0

o

<
A1

Re()\3) > 0, Re()\g) >0

—-0.6 -

Aufgabe 26: (Hartman-Grobman Theorem - topologische Konjugation - 4 Punkte)

Gegeben seien die Matrizen
-2 0 -2 1
A._< ; _2>, B._< 5 _2>.

(i) Zeigen Sie, dass A und B nicht #hnlich sind. (A und B heifien dhnlich, falls eine Matrix H € R**? mit vollem
Rang existiert, sodass HA = BH gilt.)

(i) Zeigen Sie, dass die jeweiligen Fliisse o;(x) = 'z und v;(y) = e*Py topologisch konjugiert sind und berechnen
Sie einen konkreten Homeomorphismus A, sodass

h(ge(x)) = e (h(x)) gilt.



Loésungsvorschlag:

(i)

Wir nehmen an, dass (u,v)” eine Spalte von H ist. Fiir die Ahnlichkeit der beiden Matrizen A und B gilt dann
also

—2u +v = —2u, und
—2v = —2v.

Es folgt also v = 0 und uv = c fiir jede Spalte. Somit kann H nicht vollen Rang besitzen und demnach sind A
und B nicht dhnlich.

Die zugehorigen Fliisse sind gegeben durch

pi(x) = (6_2"’3317 6_2t$2)7

Pe(y) = (e (y1 + tya), e 2ya).

Wir schreiben die Abbildung h komponentenweise als y = h(z) = (hy (21, 22), ha(z1, 22)). Unsere Bestimmungs-
gleichungen lauten also

h1(6_2t$1, 6_2t$2) = 6_2t(h1(£1, .232) + tho (l‘l, 1‘2)) (2)

hg(e_ztxl,e_ztxz) = G_Qt(h2($17952)) (3)

Es folgt, dass ha(z1,22) = z2 Gleichung (3) l6st. Fiir Gleichung (2) nehmen wir eine Funktion hy(z1,22) =
x1 + f(x2) an und separieren somit die Unbekannten. Wir erhalten damit

672t131—|-f(672t 2)

X
fle™?zy)

Eine solche Funktion f ist beispielsweise gegeben durch f(z) = — 3z In|z|. Hierbei sei f(0) = 0 definiert, wodurch
f stetig in 0 wird. Insgesamt haben wir also eine stetige Abbildung h gefunden, die durch

_1
h(z1,z2) = < 1 — 3%21In |22 >

€2

e (x1 + f(w2) + txs)
e (f(w2) + ta)

gegeben ist. Zusammen mit Aufgabenteil (i) verdeutlicht diese Aufgabe, dass topologische Konjugation insbeson-
dere durch nichtlineare stetige Abbildungen realisiert werden und Ahnlichkeitstransformationen nur auf linearen
Abbildungen beruhen.



