Blatt 3 17.11.10

Ubungen zur Vorlesung

Variationsrechnung
Wintersemester 2010/2011

Prof. Dr. M. Roger Agnes Lamacz

1) Zweidimensionale isodiametrische Ungleichung.

Essei A C R? eine beschrinkte, konvexe Menge mit glattem Rand. Es gelte O.B.d.A.
AC{(z,y) € R*|y > 0} und (0,0) € DA.

diam(A) | >
Zeigen Sie, dal L?(A) <7 (%) gilt.
Anleitung:

1. Man parametrisiere 0 A mittels Polarkoordinaten,
¢(0) := (r(0) cos(0),r(0) sin(0)).
2. Man zeige, daf

T w/2 T
£2(A) :-/0 r2(0) d@:%/o P0) 40+ 5) db.

. 2
3. Man folgere L2(A) < 7 (%) :

2) Lipschitz-stetige Fortsetzung.

Es seien D C R und X ein Banachraum. Weiterhin sei f : D — X Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante Lip(f) =1, d.h. Vx,y € D gilt

1 (2) = FW)llx < |z -yl ().

Zeigen Sie: Es existiert eine Fortsetzung F' : R — X, so dafl F|p = f und F
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante Lip(F') = 1 ist.

Anleitung:

1. Man zeige, daB eine Lipschitz-stetige Fortsetzung von f auf D existiert mit
(%) fir alle x,y € D.

2. Zu z € R definiere man ™ :=inf{y € D, y >z} und 2~ :=sup{y € D, y <
x}. Zeigen Sie, dal es zu a ;= inf D < & < supD =: [ genau ein t = t(x)
gibt, so daB = = t(z)axt 4+ (1 — t(z))x".



3. Man setze dann

fla) falls = <«
Flz):=< tf(zN)+ 1 —-t)f(z7) falls a<z<p
f(B) falls = > 6

und zeige, daf3 F' die geforderten Eigenschaften besitzt.

3) Transformationsformel.

Es sei v : [0, L) — R? eine glatte, einfache, geschlossene Kurve, parametrisiert nach
der Bogenlinge und T' := ([0, L)). Zu € > 0 bestimme man das Volumen £?(Z,)
von

Z.:={zeR*|d(x7T)<c}.

Verwenden Sie hierbei ©(s) = k(s)7y(s), wobei v den &usseren Normalenvektor des
von vy umrandeten Gebiets bezeichne und k(s) die skalare Kriitmmung von I' in (s).
Zeigen Sie, dafi fiir € > 0 klein genug H?(Z.) = 2¢L(v) gilt.

4) Oberflachenmafl und orthogonale Projektionen.

Es sei M C R? eine glatte, konvexe 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. Weiterhin
seien 0 € S? := {z € R? | ||z|| = 1} und My := Py(M), wobei P, die orthogonale
Projektion auf {#}+ bezeichne.

Zeigen Sie:

1. Es gilt

(M) = - [ ) ar0) =4 ( H2(1 g [, ) dH2(6)> |

2. Ist M C B(0,1), so gilt H*(M) < H?*(S?) mit Gleichheit genau dann, wenn
M = 52

Abgabe am 01.12.10 in der Vorlesung.



