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1) Koflachenformel in BV.

Es sei U C R" offen.
Zeigen Sie, daf fir alle f € BV(U) mit f >0

V) < / Py di

gilt, wobei E; := {x € U| f(x) > t}.
Anleitung:

1. Zeigen Sie, daB f(x) = [~ xg, () dt fiir alle z € U.

2. Schiitzen Sie fiir ¢ € C}(U,R") mit |¢| < 1 den Ausdruck [, f(z) V- ¢ (2) dx
ab.

2) Folgerung aus der isoperimetrischen Ungleichung.

Es sei n > 1. Weiterhin sei y(n) > 0 so, daf§ fiir jede Menge E C R™ mit endlichem
Perimeter und endlichem Lebesgue-Maf3 gilt:

(L"(E))"+" < ~(n)P(E).

Zeigen Sie: Dann gilt auch fiir jedes u € C3(R")

n—1
< M= dx> < 7(n) |Vu| dx.
]Rn Rﬂ,
Anleitung:
1. Setzen Sie 0.B.d.A. voraus, dafl u > 0 gilt.

2. Zeigen Sie, dafl gilt:

1 > n—1
Vu dacZ—/ u >t} o dt,
[V de > — [ s 1)

wobei [{u > t}| das Lebesgue-Mafl von {x | u(z) > t} bezeichne.



3. Man definiere g(t) := || min{u(-), t}|| ) und zeige, daf fir 0 < s <t

0 <g(t) = g(s) < |[[minfu, t} — min{u, s} < = sl [fu> s}

gilt.

4. Zeigen Sie, dafl g(t) fur fast alle ¢ > 0 differenzierbar ist
und betrachten Sie [° ¢'(¢) dt.

3) Die n-dimensionale Dichte.

Wir definieren fir z € R® und EF C R” die n-dimensionale Dichte von F in 2 durch

ni oy L"(ENB(x,r))
Oe) =l = B )

Zeigen Sie, daf} fiir Mengen E mit endlichem Perimeter und z € 0*E gilt: 6™ (z) = %

4) Konvergenz von BV-Funktionen.

Es seien u € BV (R"),u;, € BV (R") N C*(R™) und es gelte
up —u in L'(R™)  und s \Vug| de — |Vu|(R").
Zeigen Sie, dafl dann auch
/ fIVug| dz — A fd|Vul(x)

fiir alle f € CO(R") gilt.
Anleitung: Beweisen Sie die Aussage zunéchst fiir f > 0:

1. Man zeige, daf gilt:

fd|Vul|(z) < li;n inf [ f|Vu|de.
—o0  Jpn

]Rn

2. Fir die umgekehrte Ungleichung schreibe man f = M — (M — f), wobei
M := max,egn f(2).

Abgabe am 12.01.11 in der Vorlesung.



