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Aufgabe 35 (4 Punkte). Schwaches Mazimumprinzip. Sei U C R™ beschriankt und offen und
ug € WH2(U) N L>®(dU). Sei Lu := V - (AVu) + du, wobei A = A(z) = (a;j(%))ij=1,.n
gleichméfig elliptisch und a;; € L*(U), i,j = 1,...,n, sowie d € L*°(U) und d < 0 seien.
Ferner sei u € WH2(U) eine schwache Losung von
Lu=0 in U,
uw=uy auf OU.

Zeigen Sie, dass dann

supu < sup(up)+
U ou

gilt.
Hinweis: Testen Sie mit v(x) := (u — M) (x), wobei M eine geeignet gewihlte Konstante sei,
vgl. auch Aufgabe 34.

Aufgabe 36 (4 Punkte). Sei U C R" beschrinkt, offen und mit C'*-Rand OU. Betrachten Sie
die Poincaré-Ungleichung

/u2dx < c/ \Vul?dz  fir ue Wy(U),
U U

wobei C' > 0 die optimale Konstante sei. Zeigen Sie, dass dann C' = 1/A; gilt, wobei A; der
kleinste Eigenwert von —A ist.

Hinweis: Verwenden Sie bei Threr Argumentation die Tatsache (ohne Beweis), dass eine Or-
thonormalbasis {wy}2, von L*(U) mit Eigenfunktionen wy € WO1 2(U) von —A existiert: Fiir
jedes v € L2(U) gilt

v=> (v, w)r21)Wk,

00
k=1

wobei diese Reihe in L?(U) konvergiert.

Aufgabe 37 (4 Punkte). Sei U C R" beschrinkt, offen und mit C'-Rand dU, und sei
f € L3(U). Sei ferner die Funktion W(t) := (t2 — 1)? fiir t € R gegeben. Dann betrachten
wir das Funktional

®(u) ::/U(;]Vu\Q—FW(u)—fu) dx

fiir u € W) ?(U). Zeigen Sie, dass ® sein Minimum in W, *(U) annimmt.
Hinweis: Betrachten Sie eine Minimalfolge (um)men C WOI’Q(U) (das heiit, es gilt

D (up,) — infuewg,z(U) ®(u)) und verwenden Sie die Sétze von Rellich und Fatou.

Aufgabe 38 (4 Punkte). Unter den Voraussetzungen von Aufgabe sei u € Wol’2(U) NLY(U)

ein Minimierer von ®. Zeigen Sie, dass u eine schwache Losung von
—Au+W'(u)=f in U
uw=0 auf 09U,
ist, d.h. es gilt

/U (Vu - Vo + W' (u)¢) do = /qubdx fiir alle ¢ € W22(U).



