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Aufgabe 46 (4 Punkte). Seien U1, U2 ⊂ Rn offen und beschränkt, und sei T ∈ C0,α(Ū1,Rn)
mit T (U1) ⊂ U2 und α ∈ (0, 1]. Außerdem sei u ∈ C0,β(Ū2), β ∈ (0, 1]. Zeigen Sie, dass dann
u ◦ T ∈ C0,αβ(Ū1) gilt mit

hölU1,αβ(u ◦ T ) ≤ (hölU2,βu)(hölU1,αT )β.

Aufgabe 47. Sei p ∈ [1,∞]. Leiten Sie eine notwendige Bedingung an α ∈ (0, 1] für die folgende
Aussage her: Es existiert eine Konstante C > 0, so dass für alle u ∈ C∞c (Rn) die Abschätzung

hölRn,αu ≤ C‖∇u‖Lp(Rn)

gilt.
Hinweis: Betrachten Sie u ∈ C∞c (Rn) und die skalierten Funktionen uλ(x) := u(xλ).

Aufgabe 48. Sei U ⊂⊂ Rn mit ∂U ∈ C0,1.
(i) Sei u ∈ C2,α(Ū), α ∈ (0, 1]. Zeigen Sie, dass dann zu jedem ε > 0 eine Konstante C =

C(U, n, α, ε) existiert, so dass

‖u‖C2(Ū) ≤ ε‖u‖C2,α(Ū) + C‖u‖L2(U)

gilt.
(ii) Sei u ∈ C2(Ū). Zeigen Sie, dass dann zu jedem ε > 0 eine Konstante C = C(U, n, ε)

existiert, so dass
‖u‖C1(Ū) ≤ ε‖u‖C2(Ū) + C‖u‖L2(U)

gilt.
Hinweis: Verwenden Sie das Ehrling-Lemma (siehe Vorlesung) und den Einbettungssatz für
Hölderräume (Proposition 7.6 der Vorlesung).

Aufgabe 49. Seien U ⊂ Rn offen, u : U → R, θ ∈ (0, 1
2) mit

oscB(y,θr)u ≤
1
2

oscB(y,r)u <∞ für alle B(y, r) ⊂ U,

wobei oscB(y,r)u := supB(y,r) u − infB(y,r) u die Oszillation von u in B(y, r) bezeichnet. Zeigen
Sie, dass für alle V ⊂⊂ U

u ∈ C0,α(V̄ ) mit α = − log 2
log θ

gilt.
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