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Aufgabe 13 (4 Punkte). Betrachten Sie das schwache Maximumprinzip für elliptische Gle-
ichungen aus Satz 3.4 in der Vorlesung.

(1) Finden Sie ein Beispiel, das zeigt, dass die Voraussetzung c ≤ 0 nicht abgeschwächt
werden kann.

(2) Finden Sie ein Beispiel, das zeigt, dass unter den Voraussetzungen von Satz 3.4 die
Aussage supU u ≤ sup∂U u+ nicht zu supU u ≤ sup∂U u verallgemeinert werden kann.

Aufgabe 14 (4 Punkte). Sei U ⊂ R2 ein Gebiet mit C2-Rand ∂U . Zeigen Sie, dass dann ∂U
in jedem Punkt x0 ∈ ∂U eine innere Kugelbedingung erfüllt.

Aufgabe 15 (4 Punkte). Sei ein offenes beschränktes Gebiet U ⊂ Rn gegeben und sei B =
B(0, 1) ⊂ U . Für u ∈ C2(U) gelte

−∆u ≤ 0 in U.

Definiere die harmonische Ersetzung TBu durch

(TBu)(x) =

{
u(x) für x ∈ U \B,∫
∂B K(x, y)u(y) dHn−1(y) für x ∈ B,

wobei K den Poissonkern zu B(0, 1) bezeichne,

K(x, y) =
1− |x|2

nα(n)
|x− y|−n, α(n) = Ln(B(0, 1)).

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(1) Es ist TBu ∈ C2(U \ ∂B(0, 1)) und es gilt −∆TBu ≤ 0 in U \ ∂B(0, 1).
(2) TBu erfüllt TBu ≥ u in U.
(3) Es gilt −∆TBu ≤ 0 in U im Distributionssinn.

Aufgabe 16 (4 Punkte). Maximumprinzip für voll nichtlineare Elliptische Differentialgleichun-
gen. Bezeichne Rn×n

sym die Menge der symmetrischen n×n Matrizen. Für A,B ∈ Rn×n
sym schreiben

wir A > B falls A−B positiv definit ist, das heißt falls

ξ · (A−B)ξ =
n∑

i,j=1

(A−B)ijξiξj > 0 für alle ξ ∈ Rn \ {0},

und schreiben A ≥ B, falls ξ · (A−B)ξ ≥ 0 für alle ξ ∈ Rn.
Eine Funktion F : Rn×n

sym → R heißt strikt monoton falls aus A > B folgt, dass F (A) > F (B).

Sei F ∈ C∞(Rn×n
sym ) strikt monoton, sei U ⊂ Rn beschränktes Gebiet und seien u, v ∈ C2(U) ∩

C0(Ū) gegeben mit

−F (∇2u) ≤ −F (∇2v) in U, u ≤ v auf ∂U.

Zeigen Sie, dass dann u ≤ v in U gilt.
Hinweis: Betrachten Sie zunächst den Fall −F (∇2u) < −F (∇2v) und zeigen Sie, dass u − v
sein Maximum nicht in U annehmen kann.
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