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Aufgabe 21 (4 Punkte). Seien u, v ∈W 1,p(U), 1 ≤ p ≤ ∞. Beweisen Sie:
(i) Für alle λ, µ ∈ R ist (λu+ µv) ∈W 1,p(U) und es gilt für i = 1, ..., n

∂i(λu+ µv) = λ∂iu+ µ∂iv.

(ii) Sei U ′ ⊂⊂ U offen. Dann ist u ∈W 1,p(U ′).

Aufgabe 22 (4 Punkte). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(i) Sei u ∈W k,p(U). Dann sind die schwachen Ableitungen Dγu, |γ| ≤ k, eindeutig bestimmt

und damit wohldefiniert.
(ii) Seien u ∈W 1,p(U) und ζ ∈ C∞

c (U). Dann ist (ζu) ∈W 1,p(U), und es gilt

∂i(ζu) = (∂iζ)u+ ζ∂iu.

Aufgabe 23 (4 Punkte). Sei 1 ≤ p ≤ ∞ und U = B(0, 1) = {x ∈ Rn : |x| < 1}. Untersuchen
Sie, für welche α ∈ R die Funktion

fα(x) := |x|α

in W 1,p(U) ist, und begründen Sie Ihr Ergebnis.

Aufgabe 24 (4 Punkte). Für 1 < p ≤ ∞ gilt u ∈ W 1,p(U) genau dann, wenn u ∈ Lp(U) und
die linearen Funktionale T∂iu : C∞

c (U)→ R

(T∂iu)(φ) :=
∫
U
u∂iφ

für i = 1, . . . , n, 1
p + 1

p′ = 1 und ein M <∞

|(T∂iu)(φ)| ≤M‖φ‖Lp′ (U) ∀φ ∈ C∞
c (U)

erfüllen.
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