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Aufgabe 27 (4 Punkte). Sei U C R" offen, sei B € L?(U x U) und sei A > I Bl 2w xuv)-
Zeigen Sie: Zu f € L?(U) existiert genau ein u € L?(U), so dass

/ B(z,y)u(y)dy = Au(x) + f(x) fiir fast alle x € U.

Hinweis: Betrachten Sie fiir u,v € L2

a(u,v) = / /Bxy (x)dy — Au()())dm
und benutzen Sie den Satz von Lax-Milgram.

Aufgabe 28 (4 Punkte). (Bemerkung 5.14 der Vorlesung)

(i) Sei X ein Vektorraum und M C X ein affin linearer Unterraum von X. Sei ug € M.
Zeigen Sie, dass
My :={u—up:ue M}
ein linearer Raum ist, und dass My unabhéngig von der Wahl von ug ist.
(ii) Sei U C R™ ein offenes und beschriinktes Gebiet mit C'-Rand OU. Fiir ug € W2(U)
definieren wir dann

My, = {u € WH(U) :u =uy H" '-fast-iiberall auf OU}.
Zeigen Sie, dass M,, C W2(U) ein affin linearer Unterraum ist, und dass
My = {u e WY(U) : u —ug € Wy (U)}
gilt.
Aufgabe 29 (4 Punkte). (Poincaré-Ungleichung)
(i) Betrachten Sie fiir B := B(0, R) C R", R > 0 die Poincaré-Ungleichung
lull 2By < Coall Vull 2y fiir w e Wo™(Br)
mit der optimalen Konstanten Cp, > 0. Finden Sie fiir beliebige R > 0 eine Relation
zwischen Cg, und Cp, .
(ii) Sei U C R™ offen. Zeigen Sie, dass es keine Poincaré-Ungleichung der Form
lull 2w < ClIVull 2wy fir e Wy?*(U)
geben kann, falls U beliebig grofle offene Kugeln enthilt.

Aufgabe 30 (4 Punkte). Sei U C R"™ und u € Wol’Q(U) N L>°(U) eine schwache Losung von
V- (AVu) = 0, wobei A = A(x) = (ai;j())i,j=1,.n gleichméBig elliptisch und a;; € L*(U),
i,7 =1,...,n sei. Sei ¢ € C°(R) eine konvexe Funktion. Zeigen Sie, dass dann w := ¢(u) die
Relation

/AVw-Vvdxg() fir alle ve C(U) mit v>0
U

erfiillt. Folgern Sie, dass w eine schwache Losung der Ungleichung V - (AVw) > 0 ist.



