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Aufgabe 31 (4 Punkte). Sei U C R" beschrinkt, offen und zusammenhéngend und f € L%(U).
Ferner bezeichne v die duBlere Normale von U. Eine Funktion v € W12(U) ist eine schwache
Losung des Neumann Problems

{—Au:f in U (1)

Vu-v=0 auf 09U,
falls
/ Vu-Vodr = / fodr fir alle ¢ € WH2(U)
U U

gilt.
(i) Zeigen Sie, dass

/dex—() (2)

notwendig fiir die Existenz einer schwachen Lésung von ist.
(ii) Es gelte (2). Zeigen Sie, dass dann genau eine schwache Losung u € Wh2(U) von mit

/Udl‘:(]
U

Hinweis fiir (ii): Wenden Sie den Satz von Lax-Milgram auf den Raum

M = {uEWl’Z(U):/Uudxzo}

Aufgabe 32 (4 Punkte). Sei U C R" offen und beschrinkt, und sei f € L?(U). Dann ist
u e VVO2 ’2(U ) eine schwache Losung der biharmonischen Gleichung

A2y =f in U
u=Vu-v=0 auf 9U,

existiert.

an.

(3)

falls
/ Au-Apdr = / fo firalle ¢ € W02’2(U)
U U
gilt. Zeigen Sie, dass eine eindeutige schwache Losung besitzt.

Aufgabe 33 (4 Punkte). Modifizierte Poincaré-Ungleichung. Sei U C R™ offen, beschrénkt
und zusammenhingend mit C'-Rand OU. Zeigen Sie: Es existiert eine Konstante C' > 0, so

dass
/ u?dr < C (/ \Vul|? de +/ u? d:r:> fiir alle uw € Wh2(U)
U U oU
gilt.

Hinweis: Argumentieren Sie wie in Satz 5.17 der Vorlesung durch Widerspruch.



Aufgabe 34 (4 Punkte). Sei 1 < p < oo und U C R" beschriinkt. Ferner sei u € W1P(U).
Zeigen Sie, dass dann der positive Anteil uy (x) = max{0,u(z)} von u ebenfalls in WP (U)
liegt und
Vu, = Vu fu %n {u >0}
0 fi.in {u<O0}
erfiillt.
Hinweis: Approximieren Sie u4 durch

Vu+e2 —¢e fir ©v>0
Fe(u) :=

0 fir u<0

und verwenden Sie die Kettenregel in Satz 4.36.



