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Aufgabe 1 (4 Punkte). Lagrange-Funktion. Sei U ⊂ Rn offen, beschränkt und glatt berandet.
Ferner seien φ, f : U → R glatte Funktionen. Finden Sie eine Lagrange-Funktion L = L(p, z, x),
(p, z, x) ∈ Rn × R× U , so dass die Gleichung

−∆u+∇φ · ∇u = f in U

die Euler-Lagrange-Gleichung zum Funktional

I[w] :=
∫

U
L(∇w,w, x) dx

ist.
Hinweis: Suchen Sie eine Lagrange-Funktion, die einen Exponential-Term mit φ enthält.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei U ⊂ Rn offen, beschränkt und glatt berandet. Die Lagrange-
Funktion L = L(p, z, x), (p, z, x) ∈ Rn × R × U , habe die Eigenschaft, dass die Abbildung
(p, z) 7→ L(p, z, x) für jedes x ∈ U konvex ist. Für g ∈ Lq(∂U) sei

M := {w ∈W 1,q(U) : w = g auf ∂U}
für q ∈ (1,∞) die zulässige Menge und u ∈M eine schwache Lösung von

−
n∑

i=1

(Lpi(∇u, u, x))xi + Lz(∇u, u, x) = 0 in U

u = g auf ∂U

Zeigen Sie: Dann ist u Minimierer von

I[w] :=
∫

U
L(∇w,w, x) dx

in M .

Aufgabe 3 (4 Punkte). Versagen der direkten Methode. Betrachten Sie für das Intervall U =
[0, 1] ⊂ R das Funktional

I[w] :=
∫

U

1
2
|w′|2 dx

und die zulässige Menge

M :=
{
w ∈W 1,2(U) : w′(0) = −1, w′(1) = 1

}
.

Bestimmen Sie infw∈M I[w], und finden Sie eine Minimalfolge, deren Grenzfunktion nicht in M
liegt.
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