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Aufgabe 30. (i) Betrachten Sie die Funktionen uh : U × [0, T )→ R aus Aufgabe 26. Zeigen
Sie, dass

uh(t) = F h,t
− g := (Id− h∆)−[ t

h ]g (1)

für den in (1) de�nierten (Rückwärts�)Operator F h,t
− : L2(U) → W 1,2

0 (U) gilt. Zeigen Sie

weiterhin, dass F h,t
− ein linearer, beschränkter Operator ist.

(ii) Betrachten Sie nun für g ∈ C∞(U) das (Vorwärts�)Schema
1

h

(
vhk − vhk−1

)
= ∆vhk−1 in U,

vhk = 0 auf ∂U
(2)

für k = 1, . . . , N . De�nieren Sie vh : U × [0, T )→ R durch vh(·, 0) := g und

vh(x, t) := vhk (x) für t ∈ ((k − 1)h, kh], k = 1, . . . , N, x ∈ U.

Geben Sie analog zu (1) einen (Vorwärts�)Operator F h,t
+ an, so dass

vh(t) = F h,t
+ g (3)

gilt. Ist dieser Operator beschränkt?

Aufgabe 31 (4 Punkte). Parabolischer p�Laplace. Sei U ⊂ Rn o�en, beschränkt und glatt
berandet. Ferner seien g ∈ Lp(U), T > 0, p ∈ (1,∞) und p > 2n

n+2 . Zeigen Sie die Existenz einer

Lösung u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (U)) von

∂tu−∆pu = 0 in UT ,

u = 0 auf ∂U × [0, T ], u(·, 0) = g in U.

Aufgabe 32. Parabolischer Bi�Laplace. Sei U ⊂ Rn o�en, beschränkt und glatt berandet.

Ferner seien g ∈W 2,2
0 (U), T > 0. Zeigen Sie die Existenz einer Lösung u ∈ L2(0, T ;W 2,2

0 (U))
von

∂tu+ ∆2u = 0 in UT ,

u = 0, ∇u · ν = 0 auf ∂U × [0, T ], u(·, 0) = g in U.
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