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Aufgabe 10 (4 Punkte). Strikt monotone Operatoren. Seien V ein separabler, re�exiver Ba-
nachraum und M ⊂ V abgeschlossen, konvex und nichtleer. Sei ein monotoner Operator
A : M → V ∗ gegeben, der strikt monoton ist, d.h. es gilt

〈A(u)−A(v), u− v〉 > 0 für u, v ∈M mit u 6= v.

(i) Zeigen Sie, dass es höchstens eine Lösung u der Variationsungleichung

〈A(u), u− v〉 ≤ 0 ∀v ∈M (VU)

gibt.
(ii) Zeigen Sie: Falls A zusätzlich die Beschränktheits- und Koerzivitätsbedingungen 9.8 (1)-(2)

erfüllt, dann existiert eine Abbildung B : V ∗ → M , so dass B(u∗) die eindeutige Lösung
der Variationsungleichung für u 7→ A(u) − u∗ auf M ist. Ist M = V , so ist A : V → V ∗

bijektiv und B = A−1.

Aufgabe 11 (4 Punkte). Korollar zu 9.18. Sei U ⊂ Rn o�en, beschränkt und glatt berandet.
Ferner seien p ∈ (1,∞) und q := np

n(p−1)+p . Zeigen Sie, dass für f ∈ Lr(U),
r = q für p < n,

r > 1 für p = n,

r = 1 für p > n,

genau eine schwache Lösung u ∈W 1,p(U) des Randwertproblems

−∆pu = f in U,

u = 0 auf ∂U

existiert.

Aufgabe 12 (4 Punkte). Sei U ⊂ Rn, n ≤ 4, o�en, beschränkt und glatt berandet. Ferner seien
f ∈ C0(U) und W (t) := (t2 − 1)2 für t ∈ R gegeben. Zeigen Sie, dass für ε > 0 eine schwache
Lösung u ∈W 1,2(U) des Randwertproblems

−ε∆u +
1

ε
W ′(u) = f in U,

u = 0 auf ∂U

existiert (vgl. Aufgaben 37, 38 (WS)).
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