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Aufgabe 24 (4 Punkte). Seien V re�exiver Banachraum, H Hilbertraum, g ∈ H und V ↪→ H
linear und stetig. Sei ferner w ∈ Lp∗(0, T ;V ∗) gegeben, und u ∈ Lp(0, T ;V ) erfülle∫ T

0
(−(∂tζ(t), u(t)− g)H + 〈w(t), ζ(t)〉) dt = 0

für alle ζ ∈ C∞c ([0, T );V ). Dann gilt

1

2

(
‖u(t0)‖2H − ‖g‖

2
H

)
+

∫ t0

0
〈w(t), u(t)〉 dt = 0

für fast alle t0 ∈ (0, T ).
Tipp: Benutzen Sie, dass in 11.11 der Vorlesung �≤� gezeigt wurde und wählen Sie

ζ(t) :=
1

h

∫ t

t−h
χ(−h,t0)(s)u(s) ds.

für h > 0. Begründen Sie auch, warum ζ zulässige Testfunktion ist.

Aufgabe 25 (4 Punkte). Sei U ⊂ Rn o�en, beschränkt und glatt berandet. Ferner seien
g ∈ L2(U), T > 0 und h := T

N für N ∈ N. Zeigen Sie: Für uh0 := g existieren schwache Lö-

sungen uhk ∈W
1,2
0 (U) ∩W 2,2(U), k = 1, . . . , N von

1

h

(
uhk − uhk−1

)
= ∆uhk in U,

uhk = 0 auf ∂U
(1)

für k = 1, . . . , N .

Aufgabe 26 (4 Punkte). Fortsetzung von Aufgabe 25. Sei uh : [0, T ) × U de�niert durch
uh(·, 0) := g und

uh(x, t) := uhk(x) für t ∈ ((k − 1)h, kh], k = 1, . . . , N, x ∈ U.
Zeigen Sie die Energieabschätzung

sup
t∈(0,T )

1

2
||uh(t)||2L2(U) +

∫ T

0
||∇uh(t)||2L2(U) dt ≤ ||g||2L2(U). (2)
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