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VORWORT

Dies ist das Skript zu einer vierstündigen Vorlesung im Sommersemester 2016 an der TU

Dortmund. Ziel ist eine Einführung in die Algebraische Geometrie, inklusive algorithmischer

Aspekte. Vorausgesetzt werden nur Grundkenntnisse in Algebra. Aus den vielen Übungsaufga-

ben in diesem Skript werden auch die wöchentlichen Hausaufgaben ausgewählt. Nähere Infor-

mationen zur Veranstaltung �nden sich auf meiner Homepage.

https://www.mathematik.tu-dortmund.de/sites/daniel-plaumann

Ein Skript ist kein Lehrbuch:
⋅ Es wird kein Anspruch auf Originalität erhoben. Aus den im Literaturverzeichnis ge-

nanntenBüchernundVorlesungsskripten ist vielesmalmehrmalwenigerwörtlichüber-

nommen, ohne dass dies im Einzelnen kenntlich gemacht wird.

⋅ Erläuterungen und Zwischentexte sowie Zeichnungen fehlen o�.

⋅ Vorsicht vor Fehlern aller Art!

3

https://www.mathematik.tu-dortmund.de/sites/daniel-plaumann


4 VORWORT

Literatur

Einige Lehrbücher, die ich als Ergänzung zum Vorlesungsskript empfehlen möchte.

[Hulek] K. Hulek, Elementare algebraische Geometrie. Springer Spektrum
(2000) — Eine sehr gute Einführung. Zu Beginn abstrakter und weni-

ger algorithmisch als diese Vorlesung.

[Kunz] E. Kunz, Einführung in die algebraische Geometrie. Vieweg Aufbau-
kurs Mathematik 87 (1997) — Noch ein deutschsprachiges Buch. Tech-

nisch anspruchsvoller.

[Reid] M. Reid, Undergraduate Algebraic Geometry. LMS Student Texts
(1989) — mit viel Geometrie und motivierenden Beispielen.

[Cox-Little-O’Shea] D. Cox, J. Little, D. O’Shea, Ideals, varieties and algorithms. Springer
UTM (1992) — Eine Einführung mit Schwerpunkt auf algorithmischen

Aspekten. Sehr gut lesbar, inzwischen ein Klassiker.

[Harris] J.Harris,AlgebraicGeometry. A �rst course. SpringerGTM133 (1992)
— Haufenweise spannendes Material, starker Fokus auf der Geometrie,

Schwierigkeitsgrad und Ausführlichkeit variieren erheblich.

[Hartshorne] R. Hartshorne, Algebraic Geometry. Springer GTM 52 (1977) — Die
Bibel unter den Lehrbüchern zur modernen algebraischen Geometrie.

Umfangreich, hervorragend geschrieben, technisch sehr anspruchsvoll.

[Shafarevich] I. Shafarevich, Basic algebraic geometry 1. Springer 1977 — Trotz des
Titels sehr anspruchsvoll, aber weniger dicht geschrieben als Hartshorne.

[Atiyah-Macdonald] M.F. Atiyah, I.G. Macdonald, Introduction to Commutative Algebra.
Addison-Wesley (1969) — Ein weiterer Klassiker. Das wichtigste zur

kommutativen Algebra knapp aber sehr klar dargestellt.

[Greuel-P�ster] G.-M. Greuel, G. P�ster, A Singular Introduction to Commutative
Algebra. Springer (2008)—UmfassendeÜbersicht über algorithmische
kommutative Algebra und ihre Umsetzung im So�warepaket Singular.

[Eisenbud] D. Eisenbud, Commutative Algebra. With a view toward algebraic
geometry. Springer GTM 150 (1995) — Umfangreiches Werk zur kom-
mutativen Algebra. Gut lesbar, variiert stark im Schwierigkeitsgrad.

[Bosch] S. Bosch, Algebra. Springer-Lehrbuch, 8. Au�. (2013) — Werde ich

verwenden, wenn ich ein Ergebnis aus der Algebra-Vorlesung zitierenwill.

Außerdem muss ich die Vorlesungsskripten von Claus Scheiderer (Universität Konstanz),
Marco Manetti (Università di Roma I) und Andreas Gathmann (Universität Kaiserslautern)
erwähnen, aus denen ich zum Teil hemmungslos abgeschrieben habe. Von Scheiderer kommen

insbesondere große Teile des Kapitels über Gröbnerbasen. Bei Manetti habe ich mich beim Be-

weis des Nullstellensatzes und zum Teil bei den Grundlagen der projektiven Geometrie bedient.
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. AFFINE VARIETÄTEN

1.1. Einführung

Die algebraische Geometrie untersucht die Lösungen von polynomialen Gleichungssystemen

f(x, . . . , xn) = 

⋮

fm(x, . . . , xn) = .

Dabei sind f, . . . , fm Polynome in den Variablen x, . . . , xn mit Koe�zienten in einem Körper,
z.B.Q. Die Polynome sind die Algebra, in der Lösungsmenge steckt dagegen die Geometrie.
In der linearen Algebra lernt man alles über den Fall, dass die Gleichungen linear sind, die

Polynome also vom Grad höchstens . Die Geometrie ist in diesem Fall die der linearen (oder

a�n-linearen) Unterräume. Dagegen lernt man in der Algebra , dass die Dinge bei Gleichungen
höheren Grades viel komplizierter werden, schon bei einer Gleichung in einer Variablen. Die

Lösungen, also die Nullstellen, liegen dann nicht mehr in Q, sondern in Erweiterungskörpern.
Für die allgemeine Gleichung vom Grad mindestens  ist es dabei nicht möglich, die Lösungen

durch Wurzelziehen zu bestimmen (Satz von Abel-Ru�ni). Von der Algebra darf man hier al-

so keine Wunder erwarten! Wenn man andererseits diesen Aspekt erst einmal beiseite lässt und

die Lösungen in einem algebraisch abgeschlossen Körper studiert, wie den komplexen Zahlen,

dann zerfallen immerhin alle Polynome in einer Variablen in Linearfaktoren. Aber über den Fall

mehrerer Gleichungen in mehreren Variablen ist damit immer noch gar nichts gesagt.

Einige grundlegende Fragen der algebraischen Geometrie sind die folgenden:

⋅ Inwieweit lässt sich das Eliminationsverfahren für lineare Gleichungssysteme auch auf

Systeme von höherem Grad übertragen?

⋅ Wie kann man entscheiden, ob ein polynomiales Gleichungssystem über einem alge-

braisch abgeschlossenen Körper lösbar ist?

⋅ Kann man die Lösungsmenge eines polynomialen Gleichungssystems parametrisieren?

⋅ In welcher Weise lassen sich den Lösungsmengen geometrische Eigenscha�en wie Di-

mension, Glattheit usw. zuordnen?

⋅ Wenn es nur endlich viele Lösungen gibt, was kann man dann über ihre Anzahl sagen?

⋅ Wie kommt die Algebra mit der klassischen Geometrie von Kurven und Flächen in der

Ebene und im Raum zusammen?

Diese Liste sieht vielleicht erst mal nach viel Algebra undwenig Geometrie aus. Es zeigt sich aber,

dass man auch auf der geometrischen Seite arbeiten muss, um algebraische Fragen zu beantwor-

ten. Insbesondere werden wir uns ausführlich mit der projektiven Geometrie beschä�igen.
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1.2. Affine Varietäten

Im folgenden sei immer k ein Körper und K ein Erweiterungskörper von k. Wir setzen im-
mer voraus, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Bekanntlich bedeutet dies, dass über dem
Körper K jedes Polynom in einer Variablen in Linearfaktoren zerfällt. Der Körper k wird der
Körper sein, über dem die Polynome und damit Gleichungen de�niert sind. Die Lösungen da-

gegen betrachten wir im algebraisch abgeschlossenen Körper K. Zum Beispiel kann k = Q und
K = C sein (und fast alle Phänomene in dieser Vorlesung lassen sich an diesem Beispiel verste-
hen). Im allgemeinen setzen wir aber nichts über die Charakteristik von k und K voraus.

Der a�ne Raum der Dimension n über K ist die Menge Kn, in der algebraischen Geometrie
mitAnK oder, bei �xiertemK, einfachAn bezeichnet. Insbesondere heißtA die a�neGeradeund
A die a�ne Ebene. Ein Element p ∈ An heißt ein Punkt, und ist p = (a, . . . , an), dann heißen
die Einträge ai ∈ K dieKoordinaten von p. Es sei k[x, . . . , xn] der Polynomring in n Veränder-
lichen über k. Ein Polynom f de�niert eine Funktion f ∶Kn → K, p ↦ f (p) = f (a, . . . , an), für
p = (a, . . . , an). Wir schreiben

V( f ) = {p ∈ An∶ f (p) = }

für die Menge aller Nullstellen von f . Ist allgemeiner T ⊂ k[x, . . . , xn] irgendeine Menge von
Polynomen, dann schreiben wir

V(T) = {p ∈ An∶ f (p) =  für alle f ∈ T}

oder manchmal zur Verdeutlichung VK(T) ⊂ AnK für die gemeinsameNullstellenmenge aller Po-
lynome in T . Eine TeilmengeV ⊂ An heißt eine a�ne k-Varietät, wennV = V(T) für irgendeine
Menge T von Polynomen mit Koe�zienten in k gilt.

Beispiele 1.1. (1) Die leere Menge und der ganze RaumAn sind a�ne k-Varietäten, denn es
gilt V() = ∅ und V() = An.
(2) Die a�nen k-Varietäten V ⊊ A sind endlich. Denn ein Polynom f ∈ k[x], f ≠ , hat nur

endlich viele Nullstellen in K = A.
(3) Ist k = K, dann ist umgekehrt jede endliche Teilmenge von A eine a�ne K-Varietät.

Denn ist V = {a, . . . , am} ⊂ A = K, dann gilt einfach

V = V( f )mit f = (x − a)⋯(x − am).

(4) Ist dagegen k ⊊ K, dann gibt es in aller Regel endliche Teilmengen vonA, die keine a�-
nen k-Varietäten sind. Ist z.B. k = Q und K = C, dann istV = {i} (mit i =

√
−) keineQ-Varietät,

denn für ein Polynom f ∈ Q[x] mit f (i) =  gilt immer auch f (−i) = . Mit anderen Worten,
jede a�ne Q-Varietät in AC, die i enthält, muss auch −i enthalten. Auch V = {π} ist keine Q-
Varietät, da es gar kein Polynom f ≠  mit Koe�zienten inQ gibt, das in π verschwindet.1

(5) In der a�nen Ebene sind unter den a�nen k-Varietäten außer den endlichenTeilmengen
zum Beispiel auch vertraute geometrische Figuren wie

1Diese Tatsache ist recht bekannt aber keineswegs trivial; die Transzendenz von π wurde zuerst im Jahr 1882 von
Ferdinand von Lindemann (1852–1939) bewiesen.
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Parabel V(x − x ) Hyperbel V( − xx) Ellipse V(x + x − )

Genau betrachtet ergeben sich die ’vertrauten geometrischen Figuren’ natürlich nur über den

reellen Zahlen, also für K = R, was wir ja andererseits verboten haben, da K algebraisch abge-
schlossen sein soll, etwaK = C. Trotzdemorientiert sich dieGeometrie immer an reellenBildern.
Zum Beispiel denken wir uns AK immer als Gerade und nicht z.B. als komplexe Zahlenebene.
Der Körper k, über dem die algebraischen Gleichungen de�niert sind, ist beliebig, aber von

vorne herein betrachten wir Varietäten, also Lösungsmengen, nur mit Koordinaten im algebra-

isch abgeschlossenen Körper K. Natürlich ist es mindestens genauso interessant, Lösungen in
Körpern zu betrachten, die nicht algebraisch abgeschlossen sind, zum Beispiel die Fälle K = R
oder K/Q endlich (Zahlkörper). Dafür braucht es aber fast immer ganz eigene Methoden, die
wir in dieser Vorlesung nicht diskutieren.

Proposition 1.2. Die Vereinigung endlich vieler a�ner k-Varietäten ist wieder eine solche, ebenso
der Durchschnitt beliebig vieler a�ner k-Varietäten. Die leere Menge und der ganze Raum sind
a�ne k-Varietäten.

Beweis. Für dieAussageüber endlicheVereinigungen reicht es zu beweisen, dass dieVereinigung
von zwei a�nen k-Varietäten wieder eine ist, dann folgt der allgemeine Fall per Induktion. Falls
also V = V(T) und V = V(T), dann ist V ∪ V = V(TT), wobei TT aus allen Produkten
f f, f ∈ T, f ∈ T besteht. Um das zu beweisen, sei p ∈ V ∪ V, dann also p ∈ V oder p ∈ V.
Es verschwindet also jedes Polynom aus T oder jedes Polynom aus T in p und damit auch
jedes Polynom aus TT. Ist umgekehrt p ∈ V(TT) und p ∉ V, dann gibt es also f ∈ T mit
f(p) ≠ . Andererseits gilt für jedes f ∈ T nach Annahme ( f f)(p) = f(p) f(p) =  und

damit f(p) = . Also folgt p ∈ V.
IstVi = V(Ti) eine beliebig indizierte Familie von a�nen k-Varietäten, so gilt⋂i Vi = V(⋃i Ti),

wie man leicht sieht. Schließlich gilt V() = ∅ und V() = An, wie schon bemerkt. ∎

De�nition 1.3. Nach Prop. 1.2 verhalten sich die a�nen k-Varietäten wie die abgeschlossenen
Mengen einer Topologie auf dem a�nen Raum. Diese heißt die k-Zariski-Topologie2 auf An.
Die a�nen k-Varietäten werden deshalb auch die k-Zariski-abgeschlossenen oder einfach die
k-abgeschlossenen Teilmengen von An genannt.

Im Moment brauchen wir noch keine topologischen Konzepte und ’Zariski-abgeschlossene

Menge’ ist einfach nur ein anderes Wort für a�ne k-Varietät.
2Oscar Zariski (1899–1986), russisch-US-amerikanischer Mathematiker, berühmt für seine Beiträge zur kommu-

tativen Algebra und algebraischen Geometrie



10 1. AFFINE VARIETÄTEN

Eine grundlegende Frage, die wir in den folgenden Abschnitten untersuchen werden, ist:

Gegeben zwei Mengen T , T ′ von Polynomen, wie kann man entscheiden, ob die durch sie
bestimmten a�nen k-Varietäten V(T) und V(T ′) übereinstimmen?

Wenn man T ′ = {} setzt, dann ist V(T ′) = ∅. Eingeschlossen in die allgemeine Frage ist

also der wichtige Spezialfall, wie man entscheiden kann, ob V(T) die leere Menge, das durch T
bestimmte polynomiale Gleichungssystem also unlösbar ist.

Frage 1.4. Wie würden Sie entscheiden, ob zwei lineare Gleichungssysteme dieselben Lösungen haben?

Erinnerung an die Algebra: EinRingmeint in dieser Vorlesung immer einen kommutativen Ring
mit Einselement . Ein Ideal in einem Ring R ist eine Teilmenge I ⊂ R mit den Eigenscha�en

 ∈ I, I + I ⊂ I, R ⋅ I ⊂ I.

Ein Ringelement r ∈ R heißt eine Einheit, wenn es r− ∈ R mit rr− =  gibt. Die Menge der
Einheiten wird mit R× bezeichnet. Wenn ein Ideal I eine Einheit enthält, dann gilt I = R. Denn
ist r ∈ I ∩R×, dann s = (sr−)r ∈ I für jedes s ∈ R. Insbesondere gilt I = R genau dann, wenn  ∈ I.
Gegeben T ⊂ R, dann schreiben wir ⟨T⟩ für das von T in R erzeugte Ideal. Jedes Element

f ∈ ⟨T⟩ hat eine Darstellung
f = f ⋅ g + ⋅ ⋅ ⋅ + fr ⋅ gr

wobei f, . . . , fr ∈ R und g, . . . , gr ∈ T (r ⩾ ). Außerdem ist die ’leere Summe’ , d.h. ⟨∅⟩ = {}.

Eine Teilmenge T eines Ideals I, die I erzeugt, wird Erzeugendensystem genannt oder auch
Basis (obwohl im Unterschied zur Basis eines Vektorraums keinerlei Unabhängigkeit zwischen
den Erzeugern gefordert ist, in welchem Sinn auch immer).

Im Polynomring gilt nun:

V(T) = V(⟨T⟩) für alle T ⊂ K[x, . . . , xn].

Denn wegen T ⊂ ⟨T⟩ gilt V(⟨T⟩) ⊂ V(T). Ist umgekehrt p ∈ V(T), dann verschwindet jedes
Polynom aus T in p und damit auch jedes Polynom aus ⟨T⟩.

Die Bedeutung von Idealen für die algebraischeGeometrie ist immens. Die Erzeuger entspre-

chen den Ausgangsgleichungen. Das erzeugte Ideal enthält alle Vielfachen, Summen und Pro-

dukte der Erzeuger. Damit enthält es insbesondere jede elementare Umformung der ursprüng-
lichen Gleichungen, wie man sie etwa aus der linearen Algebra kennt. Das Ideal verwaltet also

allemöglichenUmformungen undVereinfachungen derGleichungen. Das schöne an Idealen ist,

dass sie immer endlich erzeugt sind, selbst wennman nicht mit endlich vielen Erzeugern startet:

Satz 1.5 (Hilbertscher3Basissatz). Jedes Ideal imPolynomring k[x, . . . , xn]über einemKörper
k ist endlich erzeugt. Genauer gilt: Für jede Teilmenge T ⊂ k[x, . . . , xn] gibt es eine endliche
Teilmenge T ′ von T mit ⟨T ′⟩ = ⟨T⟩.

3DavidHilbert (1862–1943) bewies den Basissatz im Jahr 1888.
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Allgemeiner heißt ein Ring R noethersch4, wenn jedes seiner Ideale endlich erzeugt ist. Die Aus-
sage des Basissatzes ist also gerade, dass der Polynomring über einemKörper noethersch ist.5Der

Hilbertsche Basissatz und sein Beweis sind wahrscheinlich aus der Vorlesung Algebra bekannt.

Wir geben aber später auch noch einen unabhängigen Beweis.

Korollar 1.6. Jede a�ne k-Varietät wird von endlich vielen Polynomen beschrieben. Genauer gibt
es zu jeder Teilmenge T von k[x, . . . , xn] eine endliche Teilmenge T ′ von T mitV(T) = V(T ′). ∎

Wir können also eine Menge von Polynomen immer durch das erzeugte Ideal ersetzen,

und umgekehrt jedes Ideal durch eine endlicheMenge von Erzeugern, ohne die zugehörige

a�ne k-Varietät zu verändern.

Zu jedem Gleichungssystem gehört also ein Ideal. Es gehört aber auch zu jeder Teilmenge

M ⊂ An ein Ideal, nämlich

Ik(M) = { f ∈ k[x, . . . , xn]∶ f (p) =  für alle p ∈ M},

das k-Verschwindungsideal vonM. Meistens lassen wir k weg und schreiben nur I(M).

Nach dem Basissatz ist das k-Verschwindungsideal einer Menge endlich erzeugt. Es ist aber
alles andere als klar, wie man Erzeuger von I(M) �nden kann. Ist I ein Ideal in k[x, . . . , xn],
dann gilt per De�nition immer

I ⊂ I(V(I)).

In wie weit hier Gleichheit gilt ist eine zentrale Frage, die auf den Hilbertschen Nullstellensatz

führt. Damit befassen wir uns später in diesem Kapitel. Ist I = ⟨ f, . . . , fr⟩, dann enthält I also
alle Gleichungen, die direkt durch Umformung aus den gegebenen Gleichungen f = ⋯ = fr = 
hervorgehen. Hingegen enthält das volle Verschwindungsideal I(V) alle Gleichungen, die sich

überhaupt aus den Ausgangsgleichungen ergeben können.

Proposition 1.7. (a) Die Zuordnungen I und V sind inklusionsumkehrend, d.h. aus M ⊂ M ⊂
An folgt I(M) ⊂ I(M) und aus T ⊂ T ⊂ k[x, . . . , xn] folgt V(T) ⊂ V(T).

(b) Für M,M ⊂ An gilt I(M ∪M) = I(M) ∩ I(M).
(c) Für jede Teilmenge M ⊂ An ist V(I(M)) die kleinste a�ne k-Varietät in An, die M enthält.
Insbesondere ist eine Teilmenge V ⊂ An genau dann eine a�ne k-Varietät, wenn gilt:

V = V(I(V)).

(d) Für zwei a�ne k-Varietäten V,V ⊂ An gilt

V = V ⇐⇒ I(V) = I(V).

4Emmy Noether (1882–1935), deutsche Mathematikerin, Begründerin der modernen kommutativen Algebra
5Eine allgemeinere Version des Basissatzes sagt, dass der Polynomring R[x] in einer Variablen über einem noether-
schen Ring R wieder noethersch ist. Da jeder Körper ein noetherscher Ring ist, bekommt man daraus den Basissatz
in der oben gegebenen Form durch Induktion nach der Anzahl der Variablen. Gleichzeitig erhält man die Aussage

auch noch in weiteren Polynomringen, z.B. in Z[x , . . . , xn], da auch Z ein noetherscher Ring ist.
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Beweis. (a) und (b) sind trivial und (d) folgt aus (c); (c) Per De�nition ist V(I(M)) eine a�ne k-
Varietät und enthältM. Ist V eine a�ne k-Varietät, dieM enthält, dann gibt es T ⊂ k[x, . . . , xn]
mit V = V(T). Dann also T ⊂ I(V) ⊂ I(M) und somit V(I(M)) ⊂ V(T) = V . ∎

Für jede Teilmenge M ⊂ An ist V(I(M)) also die kleinste k-abgeschlossene Menge, die M
enthält und entspricht damit dem Abschluss in der k-Zariski-Topologie. Wir schreiben

M = V(Ik(M))

und nennen diese Menge den k-Zariski-Abschluss von M. Eine Teilmenge M ⊂ V heißt k-
Zariski-dicht in der a�nen k-Varietät V , wenn M = V gilt. Zum Beispiel haben wir schon
bemerkt, dass jede in A echt enthaltene k-Varietät endlich ist. Deswegen ist jede unendliche
Teilmenge vonA Zariski-dicht inA. Wenn es auf die Rolle von k ankommt, verwenden wir der
Deutlichkeit halber die Notation closk(M).

De�nition 1.8. Es sei V eine a�ne k-Varietät in An. Die k-abgeschlossenen Teilmengen von V
sind genau die a�nen k-Varietäten in An, die in V enthalten sind. Man nennt eine solche Teil-
menge auch eine abgeschlossene Untervarietät. Die Varietät V heißt reduzibel (über k), wenn
sie die Vereinigung von zwei echten k-abgeschlossenen Teilmengen ist, es also abgeschlossene
Untervarietäten V,V ⊂ V gibt mit

V = V ∪ V und V,V ≠ V .

Es spielt dabei keine Rolle, ob der Durchschnitt V ∩ V leer ist oder nicht. Die Varietät V heißt
irreduzibel (über k), wenn sie nicht leer und nicht reduzibel (über k) ist.

Proposition 1.9. Eine a�ne k-Varietät ist genau dann irreduzibel über k, wenn ihr k-Verschwin-
dungsideal ein Primideal ist.

Beweis. Sei V ⊂ An, V ≠ ∅, und I = I(V) ⊊ k[x, . . . , xn]. Falls I nicht prim ist, dann gibt
es also f, f ∈ k[x, . . . , xn] mit f, f ∉ I aber f f ∈ I. Dann sind V = V ∩ V( f) ⊊ V und
V = V ∩V( f) ⊊ V zwei a�ne k-Varietäten mit V = V∪V, wegen f f ∈ I. Also ist V reduzibel.
Ist umgekehrt V ≠ ∅ nicht irreduzibel, also V = V ∪ V mit V,V ⊊ V , so wähle pi ∈ V ∖ Vi

und ein Polynom fi ∈ I(V) mit fi(pi) ≠ , für i = , . Dann gilt also f, f ∉ I, aber f f ∈ I
wegen V = V ∪ V. Also ist I nicht prim. ∎

Beispiele 1.10. (1) Es sei f ∈ k[x, . . . , xn] ein nicht-konstantes Polynom. Genau dann ist die
Varietät V( f ) irreduzibel, wenn f als Polynom irreduzibel ist. Denn ist f = f⋯ fr die Zerlegung
von f in seine irreduziblen Faktoren, dann ist

V( f ) = V( f) ∪⋯ ∪ V( fr).

Dabei ist jede der Varietäten V( fi) irreduzibel. (Um das zu beweisen, müssen wir allerdings
wissen, dass ⟨ fi⟩ = I(V( fi)) gilt, was aus dem Nullstellensatz folgt; siehe Cor. 1.38).
(2) Zum Beispiel hat das Polynom f = x + xy − x − y − x +  die Faktorisierung

f = f f mit f = x + y −  und f = x − .

Die Varietät V( f ) zerfällt also in zwei abgeschlossene Untervarietäten. Dabei beschreibt V( f)
einen Kreis in der a�nen Ebene und V( f) eine Gerade.
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(3) Der Begri� der Irreduzibilität kann vom Grundkörper k abhängen. Betrachte zum Bei-
spiel das Polynom x −  ∈ k[x], k ⊂ C. Die zugehörige Varietät V(x − ) ⊂ A besteht aus
den beiden Punkten

√
,−

√
. Sie ist irreduzibel überQ, denn x −  ist ein überQ irreduzibles

Polynom. Für k = C oder k = R gilt dagegen x −  = (x −
√
)(x +

√
) und jeder der beiden

Punkte
√
,−

√
 ist selbst eine irreduzible Varietät, ihre Vereinigung dagegen reduzibel.

Analog zu diesen Beispielen analysieren wir als nächstes die Zerlegung von Varietäten in

irreduzible abgeschlossene Teilmengen. Dazu brauchen wir etwas Vorbereitung.

Lemma 1.11. Ein Ring R ist genau dann noethersch, wenn er die aufsteigende Kettenbedingung für
Ideale erfüllt: Ist I ⊂ I ⊂ I ⊂ ⋯ eine unendlich aufsteigende Kette von Idealen in R, dann gibt es
einen Index m ∈ Nmit I j = Im für alle j ⩾ m.

Beweis. Sei R noethersch und eine aufsteigende Kette von Idealen wie in der Behauptung gege-
ben. Dann ist die Vereinigung I = ⋃∞

j= I j wieder ein Ideal in R. Da R noethersch ist, ist I endlich
erzeugt. Also gibt es einen Indexm derart, dass Im die endlich vielen Erzeuger von I alle enthält.
Dann folgt I j = Im für alle j ⩾ m.
Umgekehrt sei die aufsteigende Kettenbedingung für Ideale erfüllt. Angenommen R wäre

nicht noethersch. Sei dann I ein Ideal in R, das nicht endlich erzeugt ist. Wähle f ∈ I beliebig.
Dann gilt ⟨ f⟩ ⊊ I und wir wählen f ∈ I ∖ ⟨ f⟩. Allgemein de�nieren wir induktiv I j = ⟨ f, . . . , f j⟩
und wählen f j+ ∈ I ∖ I j, für j ⩾ . Also ist I ⊊ I ⊊ I ⊊ ⋯ eine unendlich aufsteigende Kette von
Idealen, die nicht stationär wird. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. ∎

Korollar 1.12. Jede nicht-leere Menge von k-Varietäten in An besitzt ein bezüglich Inklusion mini-
males6 Element.

Beweis. Sei A eine nicht-leere Menge von k-Varietäten in An. Angenommen falsch. Sei V ∈ A.
DaV nichtminimal ist, gibt es alsoV ∈ AmitV ⊊ V. Induktiv �ndenwirVj+ ∈ AmitVj+ ⊊ Vj
für j ⩾ . Wir erhalten also eine unendlich absteigende Kette V ⊋ V ⊋ V ⊋ ⋯ inA. Dann ist

I(V) ⊊ I(V) ⊊ I(V) ⊊ ⋯

eine unendlich echt aufsteigende Kette von Idealen in k[x, . . . , xn], im Widerspruch zum vor-
angehenden Lemma. ∎

Satz 1.13. Jede a�ne k-Varietät V ist eine endliche Vereinigung

V = V ∪⋯ ∪ Vm

von irreduziblen abgeschlossenen Untervarietäten V, . . . ,Vm mit Vi ⊄ Vj für i ≠ j.
Dabei sind V, . . . ,Vm bis auf Vertauschung eindeutig bestimmt.

De�nition 1.14. Die Untervarietäten V, . . . ,Vm heißen die irreduziblen Komponenten von V .

6Erinnerung: Ein Element a in einer partiell geordneten Menge (A, ⩽) heißt minimal, wenn für alle b ∈ A gilt:
(b ⩽ a)⇒ (b = a). Besitzt A hingegen die viel stärkere Eigenscha� ∀b ∈ A∶ a ⩽ b, so heißt a ein kleinstes Element.



14 1. AFFINE VARIETÄTEN

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass jede a�ne k-Varietät eine endliche Vereinigung von irredu-
ziblen k-abgeschlossenen Teilmengen ist. Sei dazuA dieMenge aller k-Varietäten inAn, die nicht
die Vereinigung von endlich vielen irreduziblen k-abgeschlossenen Teilmengen sind.Wir wollen
also zeigen, dass A die leere Menge ist. Angenommen falsch, dann enthält A nach dem voran-

gehenden Korollar ein minimales Element V . Nun kann V selbst nicht irreduzibel sein. Es gibt
also k-VarietätenW ,W ′ ⊊ V mit V =W ∪W ′. Wegen der Minimalität von V folgtW ,W ′ ∉ A.

Also sindW undW ′ beide die Vereinigung von endlich vielen irreduziblen k-abgeschlossenen
Teilmengen. Damit ist es aber auch V , ein Widerspruch.7

Sei nun V eine a�ne k-Varietät in An und V = V ∪ ⋯ ∪ Vm eine Zerlegung in irreduzible
k-abgeschlossene Teilmengen. Falls Vi ⊂ Vj für irgendein Paar i ≠ j gilt, dann können wir Vi
natürlich einfach weglassen. Wir können also annehmen, dass zwischen den V, . . . ,Vm keine
solchen Inklusionen bestehen. Ist nun

V =W ∪⋯ ∪Wℓ

eine weitere solche Zerlegung in irreduzible abgeschlossene Teilmengen, dann gilt

Vi = Vi ∩ V = (Vi ∩W) ∪⋯ ∪ (Vi ∩Wℓ)

für jedes i = , . . . ,m. Da Vi irreduzibel ist, gibt es ein r mit Vi ⊂ Wr. Andererseits können wir
dasselbe Argument umgekehrt mitWr machen. Es gibt also j mitWr ⊂ Vj und damit Vi ⊂Wr ⊂
Vj. Es folgt i = j und Vi =Wr. Also kommt jedes Vi auch unter denW, . . . ,Wℓ vor, insbesondere

m ⩽ ℓ. Indem wir die beiden Zerlegungen vertauschen, erhalten wir m = ℓ. ∎

Frage 1.15. Warum ist die Bedingung Vi ⊄ Vj für i ≠ j entscheidend für die Eindeutigkeit der Zerlegung
in irreduzible Komponenten?

Sind f , g irreduzible Elemente in einem Ring R, dann schreiben wir f ∼ g, wenn es eine
Einheit a ∈ R× mit f = ag gibt und entsprechend f ≁ g, wenn das nicht der Fall ist. Sind f
und g irreduzible Polynome in k[x, . . . , xn], dann bedeutet f ∼ g also gerade, dass es eine Kon-
stante a ∈ k× mit f = ag gibt. Ein Polynom f ∈ k[x, . . . , xn] heißt reduziert, wenn f keinen
mehrfachen irreduziblen Faktor enthält, d.h. es gibt irreduzible Polynome f, . . . , fr mit

f = f⋯ fr und fi ≁ f j (für alle i ≠ j).

Beispiel 1.16. Es sei f ∈ k[x, . . . , xn] ein reduziertes Polynom und f = f⋯ fr die Zerlegung von
f in seine irreduziblen Faktoren, wie oben. Dann ist

V( f ) = V( f) ∪⋯ ∪ V( fr)

die Zerlegung von V( f ) in seine irreduziblen Komponenten. Um das zu sehen, müssen wir al-
lerdings noch beweisen, dass zwischen den Untervarietäten V( fi) keine Inklusionen bestehen.
Das zeigen wir in Kürze als Konsequenz des Hilbertschen Nullstellensatzes (Kor. 1.38).

De�nition 1.17. Eine Varietät der Form V( f ) ⊂ An, die also durch ein einziges nicht-konstantes
Polynom f ∈ k[x, . . . , xn] de�niert ist, heißt eine a�ne Hyper�äche. Speziell heißt eine a�ne
Hyper�äche im Fall n =  eine a�ne ebene Kurve, im Fall n =  eine a�ne Fläche.
7Das hier angewendete Beweisprinzip wird o� als noethersche Induktion bezeichnet.
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DieseTerminologie suggeriert natürlich eineDimensionsaussage: Kurven sind -dimensional,

Flächen -dimensional, Hyper�ächen n−-dimensional. ImMoment habenwir noch keinen for-
malen Dimensionsbegri� und verwenden die Namen nur für Varietäten, die durch eine einzige

Gleichung de�niert sind.

Kann man sich eine vollständige Übersicht über alle a�nen k-Varietäten in An verscha�en?
Für n =  haben wir schon gesehen, dass außer A selbst nur endliche Teilmengen Varietäten
sind. Für n =  ist es schon schwieriger, aber noch machbar. Zunächst eine Hilfsaussage.

Lemma 1.18. Seien f , g ∈ k[x , y] zwei teilerfremde Polynome. Dann ist V( f , g) ⊂ A endlich.

Beweis. Da f und g teilerfremd sind, sind sie nach demGaußschen Lemma auch teilerfremd im
Ring k(x)[y] (siehe [Bosch], §2.7, Kor. 6) . Weil das ein Polynomring in einer Variablen über
einem Körper (und damit ein Hauptidealring) ist, gibt es Polynome p̃, q̃ ∈ k(x)[y]mit

p̃ f + q̃g = ggT( f , g) = .

Die Koe�zieten von p̃ und q̃ sind rationale Funktionen in x, haben also eventuell Nenner.Wenn
wir die Gleichung mit allen in p̃ und q̃ vorkommenden Nennern durchmultiplizieren, erhalten
wir eine neue Gleichung

p f + qg = r, mit p, q ∈ k[x , y], r ∈ k[x], r ≠ .

Für alle (a, b) ∈ V( f , g) ist also r(a) = . Also nimmt die erste Koordinate in V( f , g) höchstens
endlich viele Werte an, die den endlich vielen Nullstellen von r entsprechen. Dasselbe können
wir für die zweite Koordinate zeigen, so dass V( f , g) insgesamt endlich ist. ∎

Lemma 1.19. Sei R ein faktorieller Integritätsring und P ein Primideal in R. Falls je zwei Elemente
in P einen gemeinsamen Teiler haben, dann ist P ein Hauptideal.

Beweis. Übung 1.9. ∎

Satz 1.20. Es sei V eine irreduzible a�ne k-Varietät in der Ebene A. Dann tritt genau einer der
folgenden drei Fälle ein:

(1) V enthält höchstens endlich viele Punkte;
(2) V = A;
(3) V ist eine Kurve in A, also V = V( f ) für ein f ∈ k[x, . . . , xn], f ∉ k.

Beweis. Es sei P = I(V)dasVerschwindungsideal vonV . DaV irreduzibel ist, ist P einPrimideal
nach Prop. 1.9. FallsV = A, so ist P = ⟨⟩ (siehe Übung 1.3).Wir nehmen also P ≠ ⟨⟩ an. FallsV
endlich ist, sind wir im Fall (1). Wir nehmen also an, dass V unendlich ist. Sind f , g ∈ P, so folgt
V ⊂ V( f , g). Nach Lemma 1.18 haben f und g damit einen gemeinsamen Teiler. Nach Lemma
1.19 ist P deshalb ein Hauptideal. Also gibt es f ∈ k[x, . . . , xn]mit P = ⟨ f ⟩ und damit V = V( f ).
Schließlich bemerken wir noch, dass sich die Fälle (1),(2) und (3) wie behauptet ausschließen. Da

K ein algebraisch abgeschlossener Körper ist, gilt ∣K∣ =∞ und damit auch ∣A∣ =∞. Außerdem
enthält jede Kurve unendlich viele Punkte (siehe Übung 1.4). ∎

Übungen

Übung 1.1. Sei k = K. Zeigen Sie, dass jede endliche Teilmenge von An eine a�ne k-Varietät ist.
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Übung 1.2. Erzeugendensysteme von Idealen werden auch als Basen bezeichnet. Im Gegensatz zu den
Basen der linearen Algebra gibt es aber im allgemeinen keine Unabhängigkeit zwischen den Erzeugern.

(a) Sei I = ⟨ f, f⟩mit f, f ∈ k[x, . . . , xn]∖{}. Auf welcheWeisen kann  im Ideal I dargestellt werden?
(b) Zeigen Sie, dass {x} und {x + x, x} zwei minimale Basen desselben Ideals in k[x] sind.

Übung 1.3. Es sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein Ideal, I ≠ ⟨⟩. Zeigen Sie, dass V(I) ≠ An gilt.

Übung 1.4. Sei f ∈ k[x, . . . , xn], n ⩾ , f ∉ k. Zeigen Sie, dass die Hyper�äche VK( f ) nicht endlich ist.

Übung 1.5. Bestimmen Sie für die folgenden a�nen Varietäten in A jeweils ihre irreduziblen Kompo-
nenten und derenVerschwindungsideale. Beschreiben Sie die Komponenten geometrisch. Sie dürfen auch

mit dem Computer arbeiten (siehe unten).

(a) V = V(x − yz, xz − x);
(b) V = V(x − yz, x − y);
(c) V = V(x + y + z, x − y − z + );

Übung 1.6. Es sei X = {(x , x) ∈ A∶ x ≠ } ⊂ A. Zeigen Sie, dass X keine a�ne k-Varietät ist.

Übung 1.7. Seien V ⊂ Am und V ⊂ An a�ne k-Varietäten. Zeigen Sie:

(a) V × V ⊂ Am+n ist wieder eine a�ne k-Varietät.
(b) Sind V und V irreduzibel über k, so auch V × V. (Sie dürfen k = K annehmen.)

Übung 1.8. Sei V eine a�ne k-Varietät. Zeigen Sie: Eine k-abgeschlossene TeilmengeW ⊂ V ist genau
dann eine irreduzible Komponente von V , wenn W irreduzibel, jede größere Teilmenge von V jedoch
reduzibel ist.

Übung 1.9. Beweisen Sie Lemma 1.19. (Zusatz: Gilt das auch, wenn R irgendein noetherscher Ring ist?)

1.3. Computer-Algebra

Es gibt verschiedene So�ware-Pakete, die mit Polynomen in mehreren Variablen rechnen

können und mehr oder weniger stark auf Anwendungen in der algebraischen Geometrie zuge-

schnitten sind. Die wichtigsten, die mir einfallen, sind:

(1) Die großen kommerziellen Pakete Maple und Mathematica. Der gesamte Funktions-
umfang dieser Systeme ist beeindruckend, aber für speziellere Fragen der algebraischen

Geometrie und kommutativen Algebra sind sie nur bedingt geeignet.

(2) Die freien Computer-Algebra-Systeme CoCoA,Macaulay und Singular. Am beliebtes-
ten unter Mathematikern, die sich mit algebraischer Geometrie beschä�igen.

(3) Das kommerzielle Computer-Algebra-SystemMagma. Gilt als sehr leistungsfähig, aber
ich bin nicht damit vertraut.

(4) Das freie Computer-Algebra-System SAGE, in das verschiedene andere Systeme inte-
griert sind (u.a. Singular).

(5) Das Bertini-System für numerische algebraische Geometrie. Das ist methodisch etwas
völlig anderes, hat aber in den letzten Jahren sehr an Bedeutung gewonnen.

Die Arbeit mit dem Computer wird in dieser Vorlesung keine zentrale Rolle spielen. Es ist

aber eine gute Idee, sich nebenbei damit vertraut zu machen und zum Beispiel Übungsaufgaben
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wenn möglich mit dem Computer zu lösen. Ab und zu werden dazu auch gesonderte Aufgaben

gestellt. Außerdemwerden im zweiten Kapitel einige der mathematischenMethoden eingeführt,

die der Computer-Algebra zugrunde liegen.

Welche So�wareman auswählt, hängt immer vomkonkretenProblemund vompersönlichen

Geschmack ab. Einige Systeme sind in ihrer Syntax näher an der Mathematik (z.B. Maple und
Macaulay) und damit vielleicht schneller zu erlernen und leichter zu lesen. Andere sind näher
an Programmiersprachen und deshalb besser für umfangreichere Arbeiten (z.B. Singular und
SAGE, die sich an C bzw. an Python orientieren).
Für die Beispiele in dieser Vorlesung werde ich Macaulay verwenden. Die So�ware kann

für verschiedene Betriebssysteme von der Seite http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/ herun-

tergeladen werden.8 Starten wirMacaulay für eine ganz kurze Einführung

Macaulay2, version 1.8.2

Wir reproduzieren Beispiel 1.10(2). Als erstes müssen wir Macaulay immer sagen, in welchem

Ring es arbeiten soll.

i1 : R = QQ[x,y]

o1 = R

o1 : PolynomialRing

Dabei sind die Zeilen, die mit i anfangen die Input-, die mit o die Output-Zeilen.

i2 : f = xˆ3 + x*yˆ2 - xˆ2 - yˆ2 - 4*x + 4

3 2 2 2

o2 = x + x*y - x - y - 4x + 4

o2 : R

(Die Multiplikation muss man ausschreiben, also x*y, nicht xy).

Sei I das von f erzeugte Ideal.

i3 : I = ideal(f);

o3 : Ideal of R

Ist f irreduzibel, also I prim?

i4 : isPrime(I)

o4 = false

Bestimme die irreduziblen Komponenten:

i5 : decompose(I)

2 2

o5 = {ideal(x + y - 4), ideal(x - 1)}

o5 : List

Das sind die beiden Komponenten, die den beiden Faktoren von f entsprechen.
Wenn einem der Output zu sperrig ist, kann man ihn vereinfacht formatieren:

i6 : toString(oo)

8Wenn Sie Schwierigkeiten mit der Installation haben (vor allem unter Windows), können Sie Macaulay auch
online auf dem Sagemath cloud server benutzen; siehe http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/TryItOut/.
Eine weitere Alternative (nämlich eine virtuelle Maschine) mit Anleitung �nden Sie auf der Homgepage von Anton

Leykin (GeorgiaTech): http://people.math.gatech.edu/~aleykin3/M2/index.html.

http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/
http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/TryItOut/
http://people.math.gatech.edu/~aleykin3/M2/index.html
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o6 = {ideal(xˆ2+yˆ2-4), ideal(x-1)}

Dabei bezeichnet oo immer den vorhergehenden Output.

Zu jedem Befehl kannman übrigens innerhalb vonMacaulay eine kurze Beschreibung bekommen,

indem man ein Fragezeichen voranstellt, z.B.

i16 : ?decompose

* Usage:minimalPrimes Idecompose I

* Inputs:

* I, an ideal

* Outputs:

* a list, whose entries are the minimal associated primes of I .

...

Noch ein weiteres, etwas interessanteres Beispiel. Wir betrachten den Raum A = A× aller
 × -Matrizen. Dazu gehört der Ring:
i1 : R = QQ[x_(1,1)..x_(3,3)];

Das Semikolon am Ende unterdrückt dabei den Output. Aus den Variablen x,, . . . , x, formen wir
eine Matrix A = (xi j).
i2 : A = matrix(for i from 1 to 3 list (for j from 1 to 3 list x_(i,j)))

o2 = | x_(1,1) x_(1,2) x_(1,3) |

| x_(2,1) x_(2,2) x_(2,3) |

| x_(3,1) x_(3,2) x_(3,3) |

3 3

o2 : Matrix R <--- R

und dann das Ideal im Ring R, das von allen  × -Minoren dieser Matrix erzeugt wird.
i3 : I = minors(2,A); toString(I)

o3 : Ideal of R

o4 = ideal(-x_(1,2)*x_(2,1)+x_(1,1)*x_(2,2),-x_(1,2)*x_(3,1)+x_(1,1)*x_(3,2),

-x_(2,2)*x_(3,1)+x_(2,1)*x_(3,2),-x_(1,3)*x_(2,1)+x_(1,1)*x_(2,3),

-x_(1,3)*x_(3,1)+x_(1,1)*x_(3,3),-x_(2,3)*x_(3,1)+x_(2,1)*x_(3,3),

-x_(1,3)*x_(2,2)+x_(1,2)*x_(2,3),-x_(1,3)*x_(3,2)+x_(1,2)*x_(3,3),

-x_(2,3)*x_(3,2)+x_(2,2)*x_(3,3))

Wir sehen also die  Determinanten der  × -Matrizen, die durch Streichung einer Zeile und einer
Spalte aus A entstehen.

Das Ideal I aller  × -Minoren ist prim:
i5 : isPrime(I)

o5 = true

Wenn die Determinante einer Matrix verschwindet, dann ist sie nicht invertierbar, also vom Rang

höchstens . Wenn alle  × -Minoren einer Matrix verschwinden, dann bedeutet das gerade, dass
die Matrix vom Rang höchstens  ist (siehe Übung 1.14). Die durch I de�nierte Varietät V = V(I) ist
also die Menge aller  × -Matrizen vom Rang höchstens  mit Einträgen in K. Wir wissen nun also,
dass diese Varietät irreduzibel überQ ist. Außerdem gilt det(A) ∈ I(V). Gilt auch det(A) ∈ I?
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i6 : f = det(A); isSubset(ideal(f),I)

o6 = true

DieAntwort ist ja. Das kannman auch leicht allgemein beweisen, indemman dieDeterminante nach

einer Zeile oder Spalte entwickelt.

Übungen

Die folgenden Übungen sollen Sie ermuntern, noch etwas weiter mit Macaulay zu experi-
mentieren. Die Dokumentation �nden Sie auf derMacaulay-Homepage

http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/

Natürlich sind die Aufgaben auch für andere Computer-Algebra-Systeme sinnvoll.

Übung 1.10. (a) De�nieren Sie inMacaulay einen Polynomring in drei Variablen über dem Körper F.
(b) De�nieren Sie den RingQ(a, b, c)[x , y, z]. Setzen Sie f = (ax+by+cz)(ac−bc) und vereinfachen
Sie den Ausdruck f /c.

Übung 1.11. De�nieren Sie in einem Polynomring in mehreren Variablen über Q zwei Ideale I, J ihrer
Wahl. Finden Sie heraus, wie man testet, ob I = J, I = ⟨⟩ oder I ⊂ J gelten.

Übung 1.12. Wiederholen Sie das oben angegebene Beispiel mit Minoren von Matrizen im Fall n = .
Finden Sie heraus, wie Sie sich ein einzelnes Element einer Liste anzeigen lassen können. Finden Sie her-

aus, wie Sie sich die Erzeuger eines Ideals anzeigen lassen können. Modi�zieren Sie das Beispiel für den

Fall symmetrischer Matrizen.

Übung 1.13. Schreiben SieMacaulay-Code, der imKörper Fp (p prim) alle Polynome f (x) ∈ Fp[x] von
gegebenem Grad d mit der Eigenscha� f (a) =  für alle a ∈ Fp au�istet.

Übung 1.14. Zeigen Sie die folgenden Aussagen, die wir imMacaulay-Beispiel verwendet haben.

(a) Genau dann hat einem×n-Matrix Amit Einträgen in K den Rang höchstens r−, wenn alle ihre r×r-
Minoren verschwinden (r ⩽ min{m, n}), also dieDeterminanten allerMatrizen, die durch Streichung
von m − r Zeilen und n − r Spalten aus A entstehen.

(b) Genau dann hat eine symmetrische n×n-Matrix Amit Einträgen in K den Rang höchstens r−, wenn
alle ihre symmetrischen r × r-Minoren verschwinden (r ⩽ n), also die Determinanten aller Matrizen,
die durch Streichung von n − r Zeilen und Spalten, jeweils mit denselben Indizes, entstehen.

1.4. Abbildungen zwischen Varietäten

Es sei V ⊂ Am eine a�ne k-Varietät. Jedes Polynom f ∈ k[x, . . . , xn] können wir durch
Einschränkung auf V als eine Funktion V → K au�assen. Allgemeiner gibt jedes n-Tupel φ =

( f, . . . , fn) von Polynomen eine Abbildung φ∶V → An. Ist außerdemW eine a�ne k-Varietät
in An und gilt φ(V) ⊂W , dann haben wir sogar eine Abbildung

φ∶V →W .

Jede AbbildungV →W , die in dieserWeise durch Polynome gegeben ist, heißt einMorphismus
von k-Varietäten (oder kurz ein k-Morphismus).

http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/
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Beispiele 1.21. (1) Betrachte die Abbildung

φ∶{
A → A

t ↦ (t, t)
.

Das Bild φ(A) ist dann gerade die a�ne k-Varietät

C = V(x − y)

genannt die Neilsche9 Parabel.

Denn ist (x , y) ∈ φ(A), dann gibt es t ∈ A mit x = t, y = t, also x = t = y und damit
(x , y) ∈ C. Sei umgekehrt (x , y) ∈ C und sei t =

√
x eine Quadratwurzel von x. Dann sind ±t

die beidenQuadratwurzeln von x. Da auch y eine Quadratwurzel von x ist, gilt also y = t oder
y = (−t). Setzt man entsprechend t = t oder t = −t, so folgt (x , y) = φ(t). Der Übergang von
der Parametrisierung zur Beschreibung durch eine Gleichung wird Implizitisierung genannt.
(2) Das Bild des Morphismus

φ∶{
A → A

t ↦ (t, t, t)

ist die verdrehte Kubik10

C = V(y − x, z − x)

Das Bild von C unter der Projektion (x , y, z)↦ (y, z) auf die letzten beiden Koordinaten ist die
Neilsche Parabel aus dem vorigen Beispiel.

(3) Das Bild einer a�nen k-Varietät braucht keine Varietät zu sein. Sei V = V( − xy) die
Hyperbel in der a�nen Ebene und sei π∶A → A die Projektion (x , y)↦ y. O�enbar gilt

π(V) = A ∖ {}.

Dies ist aber keine a�ne k-Varietät in A (denn die sind alle endlich oder gleich A).

Proposition 1.22. Es sei I ⊂ k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] ein Ideal und sei V = V(I) ⊂ Am ×An. Sei

π∶Am ×An → An , (p, q)↦ q

die Projektion auf die letzten n Koordinaten. Dann gilt

π(V) ⊂ V(I ∩ k[y, . . . , yn]).

9William Neile (1637–1670), englischer Mathematiker
10Es ist nicht ganz leicht, ein aussagekrä�iges reelles Bild dieser Kurve zu zeichnen. Sie sieht tatsächlich aus wie die

ebene Kubik y = x, die im Raum ’verdreht’ wurde.
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Beweis. Ist f ∈ I ∩ k[y, . . . , yn]) und q ∈ π(V), dann gibt es p ∈ Am mit (p, q) ∈ V . Also gilt
f (p, q) = f (q) = . ∎

Das Ideal I ∩ k[y, . . . , yn] wird das Eliminationsideal von I bezüglich x, . . . , xm genannt,
weil in ihm die Variablen x, . . . , xm eliminiert wurden.

Beispiel 1.23. Sei I = ⟨y − x, z − x⟩ das Ideal der getwisteten Kubik (Beispiel 1.21(2)). Es gilt

I ∩ k[y, z] = ⟨y − z⟩.

Dies entspricht der Tatsache, dass die Projektion der getwisteten Kubik auf die letzten beiden

Koordinaten die Neilsche Parabel ist. Es ist aber etwas mühsam, selbst in diesem Beispiel, die

Gleichheit der Ideale direkt nachzuprüfen. Wir werden uns im nächsten Kapitel mit Verfahren

zur Berechnung von Eliminationsidealen befassen.

In Beispiel 1.21(3) gilt dagegen ⟨xy − ⟩ ∩ k[y] = ⟨⟩, denn es gibt kein Vielfaches ungleich 

von xy −  in k[x , y], das die Variable x nicht enthält. Dies entspricht der Tatsache, dass es keine
echte k-abgeschlossene Teilmenge von A gibt, die das Bild der Projektion enthält.

Der Projektion von Varietäten entspricht die Elimination von Variablen.

ImMoment wissen wir allerdings nur, dass die Elemente des Eliminationsideals auf der Pro-

jektion einer Varietät verschwinden. Unser nächstes Ziel ist zu verstehen, wann das Elimina-

tionsideal genau das Bild der Projektion de�niert, also den Unterschied zwischen den beiden

Beispielen in 1.23 zu verstehen.

Übungen

Übung 1.15. Es sei C die ebene Kurve V(y−x+x). Finden Sie eine Parametrisierung von C, also einen
Morphismus φ∶A → A mit φ(A) = C.

Übung 1.16. Es seiA der Raum aller ×-Matrizenmit Einträgen in K und seiV = V(xx−xx) die
Menge aller Matrizen vom Rang höchstens . Finden Sie einen Morphismus φ∶An → A (für geeignetes
n) mit φ(An) = V .

Übung 1.17. Es sei c ∈ k und φ∶A → A der Morphismus

φ(t) = (c − t, t(c − t)).

Zeigen Sie, dass das Bild φ(A) die ebene Kurve C = V(y + x − cx) ist. Zeichnen Sie das reelle Bild
dieser Kurve für c = .

Übung 1.18. Es sei φ∶A → A, t ↦ ( f (t), g(t)) ein Morphismus, gegeben durch f , g ∈ k[t]. Zeigen Sie:
(a) Es gibt eine Zahl m ⩾  derart, dass die Familie von Polynomen

( f (t)ag(t)b ∶ a, b ∈ Z+, a + b ⩽ m)

in k[t] linear abhängig ist.
(b) Es gibt ein Polynom h ∈ k[x , y], h ≠ , mit φ(A) ⊂ V(h).
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1.5. Resultanten

Resultanten sind ein klassisches Werkzeug der Eliminationstheorie. Seit ihrer Blütezeit im

19. Jahrhundert sind sie ein bißchen aus der Mode gekommen und durch modernere Konzepte

der kommutativen Algebra verdrängt worden, zumBeispiel durch Gröbnerbasen (siehe nächstes

Kapitel). Die Einfachheit von Resultanten macht aber manche Beweise klarer.

In diesem Abschnitt sei stets R ein Integritätsring. Seien

f =∑
d
i= aiz

i und g =∑
e
i= biz

i

zwei Polynome vom Grad d bzw. e (mit ad , be ≠ ) in einer Variablen z mit Koe�zienten in R.
Wir suchen ein Kriterium dafür, wann f und g einen gemeinsamen Faktor haben.

Lemma 1.24. Genau dann haben f und g einen gemeinsamen Faktor von positivem Grad in R[z],
wenn es Polynome p, q ∈ R[z] gibt derart, dass

p f + qg = , deg(p) < e , deg(q) < d .

Beweis. Angenommen f und g haben einen gemeinsamen Faktor, etwa

f = fh und g = gh

mit deg(h) > . Dann folgt also deg( f) < deg( f ) und deg(g) < deg(g). Dann setzen wir
einfach p = g und q = − f und erhalten

p f + qg = (g f − fg)h = .

Seien umgekehrt p und q wie oben gegeben, so dass p f = −qg. Es sei f = c ⋅ f⋯ fm die Zerlegung
von f in seine irreduziblen Faktoren von positivemGrad, c ∈ R. Dann ist−qg durch alle Faktoren
f, . . . , fm teilbar. Wegen deg(q) < d können aber nicht alle diese Faktoren Teiler von q sein.
Mindestens einer teilt also g und ist damit ein gemeinsamer Faktor von f und g. ∎

Aus der Aussage des Lemmasmachenwir nun eine berechenbare Bedingung für die Existenz

von p und q. Wir machen den Ansatz

p = pe−ze− + pe−ze− +⋯ + p, q = qd−zd− + qd−zd− +⋯ + q.

Das Polynom p f + qg hat höchstens Grad d + e − . Die Gleichheit p f + qg =  besagt, dass die
d + e Koe�zienten von p f + qg alle  sind, was sich in die d + e linearen Gleichungen

ap +bq = 

ap +ap +bq +bq = 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

ad pe− +ad−pe− +beqd− +be−qd− = 

ad pe− +beqd− = 

in den unbekannten Koe�zienten von p und q übersetzt. Genau dann haben f und g einen ge-
meinsamen Faktor, wenn dieses homogene lineare Gleichungssystem eine nicht-triviale Lösung
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in R besitzt. Die transponierte (d + e) × (d + e)-Koe�zientenmatrix

Syld ,e( f , g) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a a ⋯ ⋯ ⋯ ad− ad
a a ⋯ ⋯ ⋯ ad− ad

⋱ ⋱ ⋱ ⋱

a a ⋯ ⋯ ⋯ ad− ad
b b ⋯ ⋯ be− be

b b ⋯ ⋯ be− be
⋱ ⋱ ⋱ ⋱

⋱ ⋱ ⋱ ⋱

b b ⋯ ⋯ be− be

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

des Gleichungssystems heißt die Sylvestermatrix11 von f und g. Wir setzen

Resd ,e( f , g) = det(Syld ,e( f , g)),

die Resultante von f und g. Das zugehörige homogene Gleichungssystem hat genau dann eine
nicht-triviale Lösung, wenn die Determinante Resd ,e( f , g) gleich  ist.12Wir haben bewiesen:

Satz 1.25. Genau dann haben zwei Polynome in R[z] einen gemeinsamen Faktor von positi-
vem Grad, wenn ihre Resultante  ist. ∎

Für später halten wir noch fest:

Lemma 1.26. Es seien f , g ∈ R[z]Polynome vomGrad d bzw. e. Dann gibt es Polynome p, q ∈ R[z]
mit Resd ,e( f , g) = p f + qg und deg(p) < e, deg(q) < d. Insbesondere gilt

Resd ,e( f , g) ∈ ⟨ f , g⟩.

Beweis. Multipliziere in der Sylvestermatrix Syld ,e( f , g) die i-te Spalte mit zd+e−i und addiere sie
zur letzten Spalte, für i = , . . . , d + e − . Dies ändert bekanntlich die Determinante nicht, aber
die Sylvestermatrix sieht anschließend so aus:

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a a ⋯ ⋯ ⋯ ad− ad ze− f
a a ⋯ ⋯ ⋯ ad− ad ze− f

⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

a a ⋯ ⋯ ⋯ ad− f
b b ⋯ ⋯ be− be zd−g

b b ⋯ ⋯ be− be zd−g
⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋱ ⋱ ⋱ ⋱ zg
b b ⋯ ⋯ be− g

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Die Behauptung folgt nun, indemman die Determinante nach der letzten Spalte entwickelt. ∎

11James Joseph Sylvester (1814–1897), englischer Mathematiker
12Aus der linearen Algebra wissen wir das nur für lineare Gleichungssysteme über Körpern. Aber jede Lösung über

dem Quotientenkörper Quot(R) von R gibt durch Bereinigen der Nenner auch eine Lösung über R.
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Mit Hilfe der Algebra kann man eine andere Beschreibung der Resultanten geben, die wir

nicht brauchen, die aber häu�g als De�nition genommen wird.

Satz 1.27. Es seien

f = (z − λ)⋯(z − λd) und g = (z − µ)⋯(z − µe)

zwei normierte Polynome, die über R in Linearfaktoren zerfallen. Dann gilt

Resd ,e( f , g) =∏
i , j

(λi − µ j).

Beweis. siehe z.B. [Bosch], §4.4, Kor. 9. ∎

In Macaulay kann man die Resultante von zwei Polynomen f und g in einem Polynomring R[x]
mit dem Befehl resultant(f,g,x) ausrechnen.

Übungen

Übung 1.19. Berechnen Sie die Resultante zweier Polynome vomGrad  als Polynom in denKoe�zienten.

Übung 1.20. Es sei R ein Intergritätsring und seien f , g ∈ R[x], f = ∑di= aiz i , g = ∑ei= biz i . Beweisen
Sie die folgenden Eigenscha�en der Resultante:

(a) Resd ,e( f , g) = (−)deRes(g , f );
(b) Falls be = , so gilt Resd ,e( f , g) = adResd ,e−( f , g);
(c) Resd ,e(xd , g) = g()d ;
(d) Für jedes Polynom h ∈ R[x]mit deg(h) ⩽ d − e gilt Resd ,e( f , g) = Resd ,e( f + hg , g).
(e) Resd+,e(x f , g) = g()Resd ,e( f , g);
(f) Für alle a, b ∈ R gilt Resd ,e(a f , bg) = aebdResd ,e( f , g).

Übung 1.21. Verwenden Sie Resultanten, um einen anderen Beweis von Lemma 1.18 zu geben.

Übung 1.22. Es sei K ein Körper und es bezeichne Vd den Vektorraum der Polynome in K[x] vom Grad
höchstens d. Seien f , g ∈ K[x], deg( f ) ⩽ d, deg(g) ⩽ e.
(a) Zeigen Sie, dass die Sylvestermatrix Syld ,e( f , g) gerade die lineare Abbildung

Ve ⊕ Vd → Vd+e , (p, q)↦ p f + qg

bezüglich der Standardbasis {, x , . . . , xm} von Vm beschreibt.
(b) Zeigen Sie, dass

Resd ,e( f (x − a), g(x − a)) = Resd ,e( f (x), g(x))
für alle a ∈ K gilt. (Vorschlag: Benutzen Sie (a).)

Bemerkung. Die Aussagen in (a) und (b) gelten auch (und lassen sich identisch beweisen), wenn man K
durch einen Integritätsring R ersetzt und ’freier R-Modul’ statt ’K-Vektorraum’ sagt.

Übung 1.23. Es sei R ein Integritätsring, f , g ∈ R[x] mit deg( f ) = d, deg(g) = e und sei r ∈ ⟨ f , g⟩ ∩ R.
Zeigen Sie, dass

r ∈ ⟨ f , g⟩ ∩ R und Resd ,e( f , g) = Resd ,e( f , g)

gelten. Folgern Sie, dass die Resultante das Ideal ⟨ f , g⟩ ∩ R im allgemeinen nicht erzeugt.
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1.6. Der Nullstellensatz

DerNullstellensatz ist einer der fundamentalen Sätze der algebraischenGeometrie. Er beant-

wortet zunächst die Frage, wieman feststellt, ob ein polynomiales Gleichungssystemunlösbar ist.

Satz 1.28 (HilbertscherNullstellensatz— schwache Form). Es sei I ein Ideal in k[x, . . . , xn].
Genau dann gilt V(I) = ∅, wenn  ∈ I gilt.

Vom praktischen Standpunkt aus gesehen kommt es damit also darauf an, wie man entscheidet,

ob  ∈ I gilt. Dazu später mehr.

Bemerkung 1.29. Für n =  und f ∈ k[x] gilt  ∈ ⟨ f ⟩ genau dann, wenn f ∈ k. Der schwache
Nullstellensatz sagt also gerade, dass jedes nicht-konstante Polynom in K eine Nullstelle hat. Er
spiegelt also wider, dass K algebraisch abgeschlossen ist und gilt entsprechend auch wirklich nur
in diesem Fall.

Für den Beweis des Nullstellensatzes brauchen wir noch etwas Vorbereitung.

Lemma 1.30. Es sei I ein Ideal in k[x, . . . , xn] mit V(I) ⊊ An und seien p, . . . , pd ∈ An ∖ V(I).
Dann gibt es ein Polynom f ∈ I mit f (pi) ≠  für alle i = , . . . , d.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach d. Für d =  ist ist sie klar. Sei d ⩾ .

Nach Induktionsannahme gibt es für jedes i ∈ {, . . . , d} ein fi mit fi(p j) ≠  für alle j ≠ i. Falls
fi(pi) ≠  für ein i, dann sind wir fertig. Es gelte also fi(pi) =  für alle i. Dann hat

f = f + f⋯ fd .

die gewünschte Eigenscha�. ∎

Wir sagen ein Polynom f ∈ k[x, . . . , xn] ist normiert bezüglich der Variablen xn, wenn das
Monom xdeg( f )n in f den Koe�zienten  hat. Ein einzelnes Polynom können wir durch Koordi-
natenwechsel in der Regel als normiert annehmen, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 1.31. Es sei k ein unendlicher Körper und f ∈ k[x, . . . , xn] ein nicht-konstantes Polynom.
(1) Es gibt einen Punkt a ∈ kn mit f (a) ≠ .
(2) Es gibt einen linearen Koordinatenwechsel, also eine invertierbare Matrix A ∈ GLn(k),
und eine Konstante c ∈ k× derart, dass c f (Ax) bezüglich xn normiert ist.

Beweis. (1) Induktion nach n: Für n =  ist die Aussage klar, da f nur endlich viele Nullstellen in k
hat. Für n ⩾ , sei d = deg( f ) und schreibe f = ∑di= gi(x, . . . , xn−)x in. Wähle nach Induktions-
annahme ein a ∈ kn− derart, dass g(a), . . . , gd(a) nicht alle  sind. Dann ist f (a, xn) ∈ k[xn]
nicht das Nullpolynom, hat also nur endlich viele Nullstellen in k.
(2) Es sei fd der homogene Teil höchsten Grades von f . Nach (1) gibt es einen Punkt a ∈ kn

mit fd(a) ≠ . Dann gibt es ein A ∈ GLn(k) mit Aen = a. Dass Polynom fd(Ax) ist also ein
homogenes Polynom vom Grad d, das im Punkt en = (, . . . , , ) nicht verschwindet. Also hat

das Monom xdn in f (Ax) einen Koe�zienten c′ ≠ . Mit c = /c′ folgt die Behauptung. ∎

Sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein Ideal. Nach Prop. 1.22 induziert die Projektion π∶ (x, . . . , xn) ↦
(x, . . . , xn−) auf die ersten n−  Koordinaten einenMorphismus V(I)→ V(I∩ k[x, . . . , xn−]).
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Als Vorbereitung auf denNullstellensatz beweisen wir jetzt ein nützliches Kriterium dafür, wann

diese Projektion surjektiv ist (vgl. Beispiel 1.23).

Lemma 1.32. Es sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein Ideal. Falls I ein Polynom enthält, das bezüglich xn nor-
miert ist, dann ist die Projektion

π∶V(I)→ V(I ∩ k[x, . . . , xn−])

auf die ersten n −  Koordinaten surjektiv.

Beweis. Setze J = I ∩ k[x, . . . , xn−] und sei a = (a, . . . , an−) ∈ An−. Betrachte die Gerade

L = {(a, . . . , an−, t)∶ t ∈ K} ⊂ An

über dem Punkt a. Angenommen a ∉ π(V(I)), d.h. es gelte L ∩ V(I) = ∅. Nach Voraussetzung
gibt es ein Polynom g ∈ I, das bezüglich xn normiert ist. Dann ist also

g(a, t) = g(a, . . . , an−, t) ∈ K[t].

ein normiertes Polynom. Setze d = degxn(g) und seien c, . . . , cd ∈ K die Nullstellen von g(a, t).
Da L∩V(I) = ∅, gibt es nach Lemma 1.30 ein f ∈ Imit f (a, . . . , an−, ci) ≠  für alle i = , . . . , d.
Also haben f und g auf L keine gemeinsame Nullstelle. Sei r = Res( f , g) ∈ k[x, . . . , xn−] die
Resultante von f und g bezüglich der Variablen xn. (Das heißt, wir fassen f und g als Polynome
in xn mit Koe�zienten in k[x, . . . , xn−] auf.) Da V( f ) ∩ V(g) ∩ L = ∅ gilt, folgt

r(a, . . . , an−) ≠ .

Andererseits gilt r ∈ J nach Lemma 1.26. Also folgt a ∉ V(J) und das Lemma ist bewiesen. ∎

Beweis des schwachen Nullstellensatzes. Wenn  in I enthalten ist, dann folgt natürlich V(I) ⊂

V() = ∅. Es sei umgekehrt  ∉ I. Dann liegt  auch nicht im Ideal, das von I in K[x, . . . , xn]
erzeugt wird (Übung 1.24). Deshalb können wir annehmen, dass k = K gilt (oder, was ausreicht,
dass k unendlich ist). Falls I = ⟨⟩, dann ist V(I) = An ≠ ∅. Es gelte also ⟨⟩ ⊊ I ⊊ K[x, . . . , xn].
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Falls n = , dann ist I also ein Ideal im
Hauptidealring K[x], d.h. es gibt ein nicht-konstantes Polynom f mit I = ⟨ f ⟩. Da K algebraisch
abgeschlossen ist, hat f in K mindestens eine Nullstelle und somit ist V(I) nicht leer.
Sei n ⩾  und sei f ∈ Imit deg( f ) > , f ≠ . Nach einem Koordinatenwechsel und Skalieren

können wir annehmen, dass f normiert bezüglich xn ist (Lemma 1.31). Setze J = I∩k[x, . . . , xn].
Nach Induktionsvoraussetzung ist V(J) nicht leer. Nach dem vorangehenden Lemma ist die Pro-
jektion V(I)→ V(J) auf die ersten n−  Koordinaten surjektiv. Also ist auch V(I) nicht leer. ∎

Als nächstes diskutieren wir die sogenannte starke Form des Nullstellensatzes. Gegeben eine

Menge von Polynomen T ⊂ k[x, . . . , xn], wie sieht dann das Verschwindungsideal I(V(T))
aus? Per De�nition enthält dieses Ideal T und damit auch das erzeugte Ideal ⟨T⟩. Es gilt also

⟨T⟩ ⊂ I(V(T)),

aber im allgemeinen gilt keine Gleichheit.
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Beispiel 1.33. Sei n =  und T = {x} ⊂ K[x], dann ist also V(x) = {}. Andererseits gilt

I({}) = ⟨x⟩. Denn ein Polynom f verschwindet genau dann im Ursprung, wenn sein kon-
stanter Term  ist und dann kann man x ausklammern, also f = g ⋅ x ∈ ⟨x⟩ für ein g ∈ K[x].
Andererseits besteht ⟨x⟩ aus denPolynomen, bei denen der konstante und auch der lineare Term
 sind. Es ist also ⟨x⟩ ⊊ ⟨x⟩ = I(V(x)).

Ist I ein Ideal in einem Ring R, so ist
√
I = { f ∈ R∶Es gibt eine natürliche Zahl m mit f m ∈ I}

wieder ein Ideal, genannt dasRadikal von I (sieheÜbung 1.25). Per De�nition gilt immer I ⊂
√
I.

Ein Ideal I heißt ein Radikalideal, wenn Gleichheit gilt, also I =
√
I.

Das k-Verschwindungsideal I(M) einer TeilmengeM ⊂ An ist ein Radikalideal: Denn wenn
eine Potenz einer Funktion verschwindet, dann verschwindet auch die Funktion selbst. (Aus-

führlich: Ist f ∈
√
I(M), dann gibt es also m ⩾  mit f m ∈ I(M), also f m(p) = f (p)m =  für

alle p ∈ M. Aber dann ist auch schon f (p) =  für alle p ∈ M und damit f ∈ I(M).)

Wir sehen also, dass für jede Menge T von Polynomen stets
√

⟨T⟩ ⊂ I(V(T)) gelten muss.
Hier gilt nun tatsächlich Gleichheit:

Satz 1.34 (Hilbertscher Nullstellensatz — starke Form).
Für jedes Ideal I von k[x, . . . , xn] gilt

Ik(V(I)) =
√
I.

Beweis. Die Inklusion (⊃) haben wir schon festgestellt. Die umgekehrte Inklusion zeigen wirmit
dem sogenannten

”
Trick von Rabinowitsch13“. Sei f ∈ I(V(I)) und sei

J = ⟨t f − ⟩ + ⟨I⟩ ⊂ k[x, . . . , xn , t].

Dann gilt V(J) = ∅, somit  ∈ J nach dem schwachen Nullstellensatz. Es gibt also eine Identität

 = a ⋅ (t f − ) +
r

∑
i=
bi fi

mit a, b, . . . , br ∈ k[x, . . . , xn , t] und f, . . . , fr ∈ I. Jetzt setzen wir t = 

f ein und erhalten

 =
r

∑
i=
bi(x, . . . , xn ,



f
) fi .

Nun stehen Potenzen von f rechts im Nenner, d.h. es gibt Polynome a, . . . , ar ∈ k[x, . . . , xn]
und Exponenten e, . . . , er ⩾  mit bi(x, . . . , xn , / f ) = a i

f ei . Setze e =max{e, . . . , er}, dann folgt

f e =
r

∑
i=
ai f e−e i fi ∈ I. ∎

Wir halten fest, dass die allgemeine Frage, die wir zu Anfang gestellt haben, mit dem Null-

stellensatz grundsätzlich beantwortet ist.

13J. L. Rabinowitsch,
”
ZumHilbertschen Nullstellensatz“,Math. Ann. 102 (1929); Rabinowitsch lebte und publizierte

später unter dem Namen George Yuri Rainich (1868–1968).
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Korollar 1.35. Für zwei Mengen T, T von Polynomen gilt V(T) = V(T) genau dann, wenn√
⟨T⟩ =

√
⟨T⟩ gilt. ∎

Vom praktischen Standpunkt kommt es nun also wieder darauf an, wie man das Radikal ei-

nes Ideals konkret berechnet und wie man überprüfen kann, ob zwei Ideale gleich sind. Darauf

kommen wir, zumindest zum Teil, im nächsten Kapitel zurück.

InMacaulay kann man das Radikal eines Ideals I mit dem Befehl radical(I) ausrechnen lassen.
Ob ein Ideal ein Radikalideal ist, überprü� entsprechend der Befehl radical(I)==I. Die Berech-

nung des Radikals kann allerdings schnell aufwändig werden und entsprechend lang dauern.

Bemerkung 1.36. Aus dem starken Nullstellensatz erhält man den schwachen leicht als Korollar
zurück, denn es gilt

 ∈ ⟨T⟩ ⇐⇒  ∈
√

⟨T⟩ ⇐⇒ ⟨T⟩ = k[x, . . . , xn].

Korollar 1.37. Es seien f , g ∈ k[x, . . . , xn] zwei irreduzible Polynome. Dann gilt I(V( f )) = ⟨ f ⟩
und falls V( f ) ⊂ V(g), dann folgt f ∼ g und damit V( f ) = V(g).

Beweis. Da f irreduzibel ist, ist ⟨ f ⟩ ein Primideal und somit gilt ⟨ f ⟩ =
√

⟨ f ⟩ = I(V( f )). Falls
V( f ) ⊂ V(g), so folgt g ∈ I(V( f )) =

√
⟨ f ⟩ gelten. Also gibt es h ∈ k[x, . . . , xn] und m ⩾  mit

gm = h f . Da f und g irreduzibel sind, impliziert das f ∣g und g∣ f und damit die Behauptung. ∎

Korollar 1.38. Es sei f = k[x, . . . , xn] ein reduziertes Polynom, f = f⋯ fr seine Zerlegung in
irreduzible Faktoren. Dann gilt

V( f ) = V( f) ∪⋯ ∪ V( fr)

und V( f), . . . ,V( fr) sind die irreduziblen Komponenten von V( f ). ∎

Erinnerung an die Algebra: Ein IdealM in einem Ring R heißtmaximal, wenn es kein Ideal I
von R mitM ⊊ I ⊊ R gibt. Genau dann ist ein IdealM maximal, wenn der Restklassenring R/M
ein Körper ist. (Auf die Rolle von Restklassenringen in der algebraischen Geometrie gehen wir

im nächsten Abschnitt ein.) Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.

Ist p ∈ An ein Punkt, dann schreiben wir mp = Ik({p}) für das Verschwindungsideal von p.

Lemma 1.39. Für jeden Punkt p = (a, . . . , an) ∈ kn ist mP ein maximales Ideal von k[x, . . . , xn]
und es gilt

mP = ⟨x − a, . . . , xn − an⟩.

Beweis. Sei I = ⟨x−a, . . . , xn−an⟩. ImRestklassenring k[x, . . . , xn]/I gilt xi − ai =  und damit
xi = ai . Daraus folgert man k[x, . . . , xn]/I ≅ k, so dass das Ideal I maximal ist. Außerdem gilt
o�enbar I ⊂ mP und damit Gleichheit, da I maximal ist. ∎

Korollar 1.40. Zu jedem maximalen Ideal M von k[x, . . . , xn] gibt es einen Punkt p ∈ An mit
M = mp. Ist k = K, so ist p durch M eindeutig bestimmt.
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Beweis. SeiM einmaximales Ideal von k[x, . . . , xn]. Nach demHilbertschenNullstellensatz gilt
V(M) ≠ ∅. Für jedes p ∈ V(M) gilt also M ⊂ I({p}) = mp. Wegen Maximalität von M folgt
M = mp. Für k = K folgt die Eindeutigkeit aus der Beschreibung von mP in Lemma 1.39. ∎

Bemerkung. Ist k ⊊ K, so ist der zu einem maximalen Ideal gehörende Punkt i.a. nicht mehr
eindeutig. Zum Beispiel gehören zum maximalen Ideal ⟨x + ⟩ ⊂ R[x] die beiden Punkte i und
−i in AC. Es ist aber immer noch wahr, dass die Verschwindungsideale mp alle maximal sind.

Korollar 1.41. Die Zuordnungen V ↦ I(V) und I ↦ V(I) sind zwischen den Mengen

{a�ne k-Varietäten in An}↔ {Radikalideale in k[x, . . . , xn]}

{irreduzible a�ne k-Varietäten in An}↔ {Primideale in k[x, . . . , xn]}

zueinander invers und de�nieren jeweils eine Bijektion. Falls k = K algebraisch abgeschlossen ist,
dann induzieren dieselben Zuordnungen auch eine Bijektion

{Punkte in An}↔ {Maximale Ideale in k[x, . . . , xn]}. ∎

Wir kommen auf den Zusammenhang zwischen Projektion und Eliminationsideal zurück.

Mit Hilfe des Nullstellensatzes können wir dazu jetzt die folgende allgemeine Aussage tre�en.

Satz 1.42. Sei I ⊂ k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] ein Ideal undW = V(I) ⊂ Am×An die durch I de�nierte
a�ne k-Varietät. Sei

π∶Am ×An → An , (p, q)↦ q

die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann gilt

π(W) = V(I ∩ k[y, . . . , yn]).

Das heruntergeschnittene Ideal I ∩ k[y, . . . , yn] de�niert also die kleinste a�ne k-Varietät,
die die projizierte Menge π(W) enthält.

Beweis. Es sei q ∈ π(W). Dann gibt es also p ∈ Am mit (p, q) ∈ W und jedes Polynom f ∈ I
verschwindet in (p, q). Dann verschwindet insbesondere jedes f ∈ I ∩ k[y, . . . , yn] in q, also
gilt q ∈ V(I ∩ k[y, . . . , yn]). Ist umgekehrt r ∉ π(W), dann gibt es also f ∈ k[y, . . . , yn] mit
f (π(p, q)) =  für alle (p, q) ∈ W , aber f (r) ≠ . Nach dem Nullstellensatz gibt es l ⩾  mit
f l ∈ I. Also gilt f l(r) ≠  und f l ∈ I ∩ k[y, . . . , yn] und damit r ∉ V(I ∩ k[y, . . . , yn]). ∎

Ist φ∶V → An ein Morphismus, so heißt

Γφ = {(p, q) ∈ V ×An∶ q = φ(p)}

der Graph von φ. Der Graph ist selbst eine a�ne k-Varietät in Am × An, die explizit folgen-
dermaßen beschrieben ist. Gegeben ein Ideal I ⊂ k[x, . . . , xm] mit V = V(I) und Polynome
f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xm]mit φ = ( f, . . . , fn)∶V → An, setze

Jφ = ⟨y − f, . . . , yn − fn⟩ + ⟨I⟩ ⊂ k[x, . . . , xm , y, . . . , yn].

Dann gilt V(Jφ) = Γφ, was man einfach an der De�nition von Jφ ablesen kann.
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Korollar 1.43. Sei I ⊂ k[x, . . . , xm] ein Ideal und V = V(I). Seien f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xm],
φ = ( f, . . . , fn)∶V → An und Jφ ⊂ k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] wie oben. Dann gilt

φ(V) = V(Jφ ∩ k[y, . . . , yn]).

Beweis. Es sei π∶Am × An → An , (x , y) ↦ y die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann gilt
φ(V) = π(Γφ) und die Aussage folgt aus dem Satz. ∎

Übungen

Übung 1.24. Sei K/k eine Körpererweiterung, I ⊂ k[x, . . . , xn] ein Ideal und J das von I in K[x, . . . , xn]
erzeugte Ideal. Zeigen Sie, dass J ∩ k[x, . . . , xn] = I gilt. (Vorschlag: Koe�zientenvergleich)

Übung 1.25. Zeigen Sie, dass das Radikal eines Ideals wieder ein Ideal ist.

Übung 1.26. Es sei V ⊂ A die Vereinigung der drei Koordinatenebenen undW ⊂ A die Vereinigung
der drei Koordinatenachsen. Zeigen Sie

I(V) = ⟨xyz⟩ und I(W) = ⟨xy, yz, xz⟩.

(Hinweis: Für f ∈ I(W), betrachten Sie f (x , y, z) − f (, y, z) − f (x , , z) − f (x , y, ).)

Übung 1.27. Seien f , g ∈ k[x, . . . , xn]. Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist f reduziert, wenn ⟨ f ⟩ ein Radikalideal ist.
(b) Genau dann gilt V( f ) ⊂ V(g), wenn g eine Potenz von f teilt.

Übung 1.28. Sei R ein Ring und seien I und J Ideale in R. Zeigen Sie:
(a)

√√
I =

√
I; (b)

√
I ∩

√
J =

√
I ∩ J; (c)

√
IJ =

√
I ∩ J; (d)

√
I = ⟨⟩ ⇔ I = ⟨⟩.

Gilt auch
√
IJ =

√
I
√
J?

Übung 1.29. Bestimmen Sie alle maximalen Ideale des Polynomrings R[x] in einer Variablen.

Übung 1.30. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Zeigen Sie, dass jedes Radikalideal von
K[x, . . . , xn] ein Durchschnitt von maximalen Idealen ist.

Übung 1.31. Sei M ein maximales Ideal in k[x, . . . , xn]. Zeigen Sie, dass M von höchstens n Elementen
erzeugt wird, also dass es Polynome f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xn]mitM = ⟨ f, . . . , fn⟩ gibt.
Hinweise. Führen Sie Induktion nach n. Betrachten Sie M′ = k[x, . . . , xn−], L = k[x, . . . , xn]/M und
L′ = k[x, . . . , xn−]/M′. Verwenden Sie dasMinimalpolynomdes Erzeugers derKörpererweiterung L/L′.

Übung 1.32. Den Nullstellensatz kann man stärker formalisiert folgendermaßen betrachten.
Es seien X und Y zwei partiell geordnete Mengen und seien I ∶X → Y und V ∶Y → X zwei Abbil-

dungen mit den folgenden beiden Eigenscha�en:

(i) I und V sind ordnungsumkehrend, d.h.

x ⩽ x Ô⇒ I(x) ⩾ I(x) und y ⩽ y Ô⇒ V(y) ⩾ V(y).

(ii) Die Kompositionen I ○ V und V ○ I sind monoton, d.h. es gelten V(I(x)) ⩾ x für alle x ∈ X und
I(V(y)) ⩾ y für alle y ∈ Y .

(a) Zeigen Sie, dass I und V Bijektionen zwischen den Mengen I(X ) ⊂ Y und V(Y) ⊂ X de�nieren.
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(b) Sei k ein Körper. Ein Ideal I ⊂ k[x, . . . , xn] heiße formal radikal, wenn es eine TeilmengeM ⊂ knmit
I = I(M) gibt. Benutzen Sie (a) um zu zeigen, dass die Abbildungen I undVk eine Bijektion zwischen
den Nullstellenmengen in kn und den formal radikalen Idealen von k[x, . . . , xn] etablieren.

Bemerkung. Die Verstärkung im Hilbertschen Nullstellensatz steckt in der Aussage, dass das formale Ra-
dikal genau das übliche Radikal ist, wenn k algebraisch abgeschlossen ist. Über Körpern, die nicht alge-
braisch abgeschlossen sind, ist es schwieriger die formal radikalen Ideale zu charakterisieren. Möglich ist

das zum Beispiel für k = R, was auf die reellen Radikalideale und den reellen Nullstellensatz führt.

1.7. Koordinatenringe und die algebro-geometrische Korrespondenz

Es sei V ⊂ An eine a�ne k-Varietät mit Verschwindungsideal I(V) ⊂ k[x, . . . , xn]. Aus der
Algebra ist bekannt, dass man in dieser Situation den Restklassenring

k[V] = k[x, . . . , xn]/I(V)

von k[x, . . . , xn] modulo dem Ideal I(V) bilden kann. Dieser wird als Koordinatenring der
a�nen k-Varietät V bezeichnet.
Die Elemente von k[V] sind perDe�nitionRestklassen vonPolynomen.Wir schreibenmeis-

tens einfach g für die Restklasse g + I(V) eines Polynoms g ∈ k[x, . . . , xn] in k[V]. Konkret

bedeutet das in dieser Situation folgendes: Ein Polynom f ∈ k[x, . . . , xn] bestimmt eine Poly-
nomfunktion

f ∶An → K , p ↦ f (p).

Die Einschränkung dieser Funktion auf die a�ne k-VarietätV ist also eine Funktion f ∣V ∶V → K.
Zwei Polynome f und g bestimmen genau dann dieselbe Funktion V → K, wenn f − g auf V
verschwindet, also wenn f − g ∈ I(V). Per De�nition ist dies äquivalent dazu, dass f und g in
derselben Restklasse modulo des Ideals I(V) liegen, also f = g. Wir sehen also:

Der Koordinatenring k[V] ist der Ring aller Funktionen V → K, die durch Polynome mit
Koe�zienten in k de�niert sind.

Neben den Ringen Z/nZ, die die Arithmetik in Z modulo einer Zahl n beschreiben, und der
Konstruktion von Körpererweiterungen durch Adjunktion von Nullstellen, gehören die Koordi-

natenringe zu den wichtigsten Beispielen für den Begri� des Restklassenrings aus der Algebra.

Beispiel 1.44. Betrachte die Neilsche Parabel C = V(y − x) in der a�nen Ebene. Da y − x

irreduzibel ist, ist ⟨y − x⟩ ein Radikalideal und damit gilt I(C) = ⟨y − x⟩, also

k[C] = k[x , y]/⟨y − x⟩.

Im Koordinatenring k[C] gilt deswegen die Gleichheit y = x und damit auch ym = xm für
alle m ⩾ . Ist f ∈ k[x , y], f = ∑i , j ai , jx i y j ein beliebiges Polynom, so gilt

f =∑
i , j
ai , jx i y j +∑

i , j
ai , j+x i y j+

=∑
i , j
ai , jx i+ j +∑

i , j
ai , j+x i+ jy
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und jedes Element von k[C] hat eine eindeutige solche Darstellung.

Einige Begri�e aus der Algebra: Eine k-Algebra ist ein Ring A, der k als Teilring enthält. Der
Polynomring über k (in beliebig vielen Variablen) ist eine k-Algebra. Ist A eine k-Algebra und ist
G = ∑ aix i ⋯x

in
n ∈ k[x, . . . , xn] ein Polynom in n Variablen, dann kannman beliebige Elemente

f, . . . , fn ∈ A in G einsetzen und erhält ein Element

(∗) G( f, . . . , fn) =∑ ai f i ⋯ f
in
n ∈ A.

Ist A eine k-Algebra und T eine Teilmenge von A, dann ist der Durchschnitt aller k-Teilalgebren
von A, die T enthalten, wieder eine k-Algebra, die von T erzeugte k-Algebra. Eine k-Algebra
heißt endlich erzeugt, wenn sie von einer endlichen Teilmenge erzeugt wird.

Lemma 1.45. Die von T erzeugte k-Teilalgebra von A besteht genau aus allen Elementen der Form
(∗)mit f, . . . , fn ∈ T (wobei n und G beliebig sind).

Beweis. Sei B irgendeine k-Teilalgebra von A, die T enthält. Da B unter Addition und Multipli-
kation abgeschlossen ist, muss B dann alle Elemente der Form (∗)mit f, . . . , fn ∈ T enthalten.
Andererseits ist die Menge aller solcher Ausdrücke abgeschlossen unter Addition und Multipli-

kation und damit selbst eine k-Teilalgebra. Das beweist die Behauptung. ∎

EinHomomorphismus von k-Algebren zwischen zwei k-Algebren A und B ist ein Ringho-
momorphismus φ∶B → A, der außerdem k-linear ist, also mit

φ(a f ) = aφ( f ) für alle f ∈ B, a ∈ k.

Die Umkehrabbildung eines bijektivenHomomorphismus von k-Algebren ist wieder einHomo-
momorphismus.Wieüblich heißt ein bijektiverHomomorphismus deshalb ein Isomorphismus.
Zwei k-Algebren Aund B heißen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt,
in Zeichen A ≅ B (oder zur Verdeutlichung A ≅k B).

Korollar 1.46. Sei A eine k-Algebra.
(1) Genau dann ist A endlich erzeugt, wenn es eine Zahl n ∈ N und einen surjektiven Homo-
morphismus

φ∶ k[x, . . . , xn]→ A

von k-Algebren gibt.
(2) Genau dann ist A endlich erzeugt, wenn es eine Zahl n ∈ N und ein Ideal I ⊂ k[x, . . . , xn]
gibt mit

A ≅ k[x, . . . , xn]/I.

Beweis. (1) Wird A von der endlichen Teilmenge { f, . . . , fn} erzeugt, dann ist

φ{
k[x, . . . , xn] → A

G ↦ G( f, . . . , fn)

ein Homomorphismus von k-Algebren. Nach dem vorangehenden Lemma ist φ surjektiv.
(2) Nach demHomomorphiesatz für Ringe ist das einfach eine Umformulierung von (1). ∎

Eine Beschreibung einer endlich erzeugten k-Algebra als Restklassenring eines Polynom-
rings wie in Kor. 1.46(2) nennt man auch eine Beschreibung durch Erzeuger und Relationen.
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Die Erzeuger sind die Restklassen der Variablen x, . . . , xn. Die Relationen sind die Elemente des
Ideals I, die ausdrücken, welche Identitäten die Erzeuger erfüllen.

Der schwache Nullstellensatz lässt sich in dieser Sprache rein algebraisch formulieren.

Satz 1.47 (Nullstellensatz, algebraische Form). Es sei F/k eine Körpererweiterung. Wenn F als
k-Algebra endlich erzeugt ist, dann ist F/k endlich algebraisch (d.h. es gilt dimk(F) <∞).

Beweis. Dass F als k-Algebra endlich erzeugt ist, bedeutet nach Kor. 1.46, dass es eine natürliche
Zahl n und einen surjektiven Homomorphismus

α∶ k[x, . . . , xn]→ F

von k-Algebren gibt; setze I = ker(α). Sei k der algebraische Abschluss von k. Nach dem schwa-
chen Nullstellensatz gilt V(I) ≠ , es gibt also einen Punkt p ∈ V(I) ⊂ An

k
. Sei β∶ k[x, . . . , xn] →

k, p ↦ f (p) die Auswertung im Punkt p. Wegen p ∈ V(I) gilt dann I ⊂ ker(β). Nach dem
Homomorphiesatz gibt es einen Homomorphismus γ∶ F → k mit β = γ ○ α, d.h. wir erhalten ein
kommutierendes Diagramm

k[x, . . . , xn]

F k

β

γ

α

Also ist F ein Teilkörper von k und damit algebraisch über k. Damit ist F auch endlich, denn es
wird von den Elementen x, . . . , xn erzeugt. ∎

Man kann diese Aussage auch ausschließlich mit Ringtheorie beweisen und den schwachen

Nullstellensatz relativ leicht daraus zurückgewinnen (siehe Übung 1.42).

Sei R ein Ring. Ein Element f ∈ R heißt nilpotent, wenn es eine Zahl m ⩾  gibt mit f m = .

Ein Ring R heißt reduziert, wenn er keine nilpotenten Elemente ungleich  enthält. In einem
reduzierten Ring gilt also

f m =  Ô⇒ f = .

Der Begri� hängt eng mit dem des Radikalideals zusammen. Ist I ⊂ k[x, . . . , xn] ein Ideal im
Polynomring, dann ist die k-Algebra

k[x, . . . , xn]/I

genau dann reduziert, wenn I ein Radikalideal ist.

Nach diesen Allgemeinheiten über k-Algebren kehren wir nun zu den Koordinatenringen
von a�nen k-Varietäten zurück.
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Korollar 1.48 (zum Nullstellensatz). Der Koordinatenring einer a�nen k-Varietät ist eine
endlich erzeugte, reduzierte k-Algebra. Umgekehrt ist jede endlich erzeugte, reduzierte k-
Algebra zum Koordinatenring einer a�nen k-Varietät isomorph.

Beweis. Ist V ⊂ Am eine a�ne k-Varietät mit Verschwindungsideal I(V), so ist nach De�nition

k[V] = k[x, . . . , xm]/I(V) und damit eine endlich erzeugte, reduzierte k-Algebra, da I(V) ein

Radikalideal ist. Ist umgekehrt A eine endlich erzeugte reduzierte k-Algebra, dann gibt es n ∈ N
und ein Radikalideal I ⊂ k[x, . . . , xm]mit A ≅ k[x, . . . , xm]/I. Ist V die a�ne k-Varietät V(I),
so gilt I(V) =

√
I = I nach dem starken Nullstellensatz (Satz 1.34), also k[V] ≅ A. ∎

Erinnerung an die Algebra. Sei R ein Ring, I ein Ideal in R und α∶R → R/I der Restklassenho-
momorphismus f ↦ f . Ist J ein Ideal von Rmit I ⊂ J, dann ist α(J) ein Ideal von R/I; umgekehrt
existiert zu jedem Ideal J′ von R/I ein Ideal J von Rmit I ⊂ J und α(J) = J′, nämlich J = α−(J′).
(Insbesondere gilt α−(⟨⟩) = I per De�nition.) Es gibt also eine Bijektion

{Ideale J von R mit I ⊂ J}←→ {Ideale von R/I}.

Diese Bijektion respektiert Durchschnitte, Summen, Produkte und Radikale von Idealen.

Sind nun V ,W ⊂ An zwei a�ne k-Varietäten, so gilt W ⊂ V genau dann, wenn I(V) ⊂

I(W). In diesem Fall ist also I(W) ein Ideal von k[V]. Die Korrespondenz zwischen a�nen

k-Varietäten inAn und Radikalidealen in k[x, . . . , xn] lässt sich deshalb genauso für abgeschlos-
sene Untervarietäten einer Varietät V und Radikalideale von k[V] formulieren.

Korollar 1.49 (zum starken Nullstellensatz). Es sei V ⊂ An eine a�ne k-Varietät mit Koordina-
tenring k[V] und sei α∶ k[x, . . . , xn]→ k[V] der Restklassenhomomorphismus. Die Zuordnungen
W ↦ α(I(W)) und I ↦ V(α−(I)) sind zwischen den Mengen

{abgeschlossene Untervarietäten von V}↔ {Radikalideale in k[V]}

{irreduzible abgeschlossene Untervarietäten von V}↔ {Primideale in k[V]}

zueinander invers und de�nieren jeweils eine Bijektion. Falls k = K algebraisch abgeschlossen ist,
dann induzieren dieselben Zuordnungen auch eine Bijektion

{Punkte in V}↔ {Maximale Ideale in k[V]}.

Beweis. Das folgt aus Kor. 1.41 und der beschriebenen Korrespondenz zwischen Idealen von
k[x, . . . , xn], die I(V) enthalten, und Idealen von k[V]. ∎

Die Korrespondenz zwischen a�nen k-Varietäten und endlich erzeugten, reduzierten k-
Algebren erstreckt sich auch auf Morphismen. Es seien V ⊂ Am undW ⊂ An a�ne k-Varietäten
und φ = ( f, . . . , fn)∶V →W ein Morphismus, gegeben durch f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xm]. Da wir
uns nur für die Werte von f, . . . , fn auf V interessieren, können wir auch ebenso gut f, . . . , fn ∈
k[V] nehmen. Für jedes g ∈ k[W] ist dann

g ○ φ = g( f, . . . , fn)
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ein Element von k[V]. Dies de�niert einen Homomorphismus von k-Algebren

φ#∶{
k[W] → k[V]

g ↦ g ○ φ

zwischen denKoordinatenringen in umgekehrter Richtung. Die Funktion φ#(g) ∈ k[V] entsteht

also ’durch Zurückziehen’ von V nachW mittels φ.

V W

K
φ#(g)

φ

g

Beispiel 1.50. Kommen wir zurück auf die Neilsche Parabel. Betrachte die Abbildung

φ∶{
A → A

t ↦ (t, t)
,

mit BildC = φ(A) = V(x−y). Dazu gehört derHomomorphismus von k-Algebren φ#∶ k[C]→
k[t]. Da φ# k-linear und multiplikativ ist, ist φ# eindeutig bestimmt durch die Bilder der beiden

Erzeuger x und y. Dabei gilt

φ#(x)(t) = (x ○ φ)(t) = x(t, t) = t und φ#(y)(t) = (y ○ φ)(t) = y(t, t) = t.

Proposition 1.51. Es seien φ∶V →W und ψ∶W → X Morphismen von a�nen k-Varietäten.
(1) Die Abbildungen φ#,ψ# sind Homomorphismen von k-Algebren und es gilt

(ψ ○ φ)# = φ# ○ ψ#.

(2) Für ρ∶V → V gilt ρ# = idk[V] genau dann, wenn ρ = idV .
(3) Zu jedem Homomorphismus α∶ k[W] → k[V] existiert ein Morphismus φ∶V → W von
k-Varietäten mit α = φ#.

Beweis. (1), (2): Übung. (3) Es sei α∶ k[W] → k[V] ein Homomorphismus. Es gelte W ⊂ An,
dann ist k[W] = k[y, . . . , yn]/I(W). Schreibe yi für die Restklasse von yi in k[W] und setze

fi = α(yi) für i = , . . . , n.

Dann ist φ = ( f, . . . , fn)∶V → An ein Morphismus und es gilt φ(V) ⊂ W . Denn ist p ∈ V und
g ∈ I(W), so gilt

g(φ(p)) = g(α(y)(p), . . . , α(yn)(p)) = α(g(y, . . . , yn))(p) = α(g)(p) = .

Dabei gilt die erste Gleichheit nach De�nition, die zweite weil α ein Homomorphismus ist und
die letzte wegen g ∈ I(W) und damit g = . Also folgt φ(p) ∈ V(I(W)) =W . Nach Konstruk-
tion von φ gilt außerdem

φ#(g) = g ○ φ = g(α(y), . . . , α(yn)) = α(g)

für alle g ∈ k[W], also φ# = α. ∎
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EinMorphismus φ∶V →W von k-Varietäten heißt ein Isomorphismus, wenn es einenMor-
phismus ψ∶W → V gibt mit ψ ○ φ = idV und φ ○ψ = idW . In diesem Fall schreibt man φ− für ψ.
Wenn ein Isomorphismus zwischen V undW existiert, dann heißen V undW isomorph.

Korollar 1.52. Genau dann ist φ∶V → W ein Isomorphismus, wenn φ#∶ k[W] → k[V] ein Iso-
morphismus von k-Algebren ist. Genau dann sind V und W isomorphe a�ne k-Varietäten, wenn
ihre Koordinatenringe k[V] und k[W] isomorphe k-Algebren sind.

Beweis. Dies folgt aus Prop. 1.51(1)&(2), denn damit gilt φ#○ψ# = idk[V] genau dann, wennψ○φ =

idV ; Entsprechendes gilt für ψ# ○ φ#. ∎

Beispiel 1.53. Schließlich diskutieren wir die Neilsche Parabel zu Ende. Sei φ∶A → A die Para-
metrisierung wie oben. Der Homomorphismus

φ#∶

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

k[C] = k[x , y]/⟨y − x⟩ → k[t]
x ↦ t

y ↦ t

ist injektiv aber nicht surjektiv und damit kein Isomorphismus. Die Injektivität kann man leicht
nachrechnen, indem man den Kern der Abbildung k[x , y] → k[t], x ↦ t, y ↦ t bestimmt.
Dass φ# nicht surjektiv ist, liegt daran, dass das Polynom t o�ensichtlich nicht im Bild liegt.
Tatsächlich gilt im(φ#) = k[t, t, . . . ] ⊂ k[t].
Damit ist φ auch kein Isomorphismus. Es gibt also keinen Morphismus C → A, der zu φ

invers wäre. Geometrisch entspricht das der Tatsache, dass man die Singularität im Nullpunkt,

die ’Spitze’ der Neilschen Parabel, nicht einfach wieder ausbügeln kann. Das werden wir später

systematischer betrachten.

Die Hauptaussage des ganzen Abschnitts kann man folgendermaßen zusammenfassen.

Zwischen a�nen k-Varietäten und endlich erzeugten reduzierten k-Algebren gibt es eine
ein-eindeutige Korrespondenz. Alle Information über Untervarietäten und Morphismen

von k-Varietäten steckt auch in den Koordinatenringen. Diese vollkommene Entsprechung
zwischen Geometrie und Algebra wird die algebro-geometrische Korrespondenz genannt.

Natürlich kann man auch in Macaulay mit Ringhomomorphismen rechnen. Wir betrach-
ten dazu nochmal Beispiel 1.50.

i1 : R = QQ[t];

i2 : S = QQ[x,y];

i3 : phi = map(R,S,{x=>tˆ2,y=>tˆ3})

2 3

o3 = map(R,S,{t , t })

o3 : RingMap R <--- S
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Die Abbildung φ∶ S → R entspricht der Parametrisierung der Neilschen Parabel. Man beachte,
dass beim Befehl map das Ziel zuerst angegeben wird.

i4 : kernel(phi)

3 2

o4 = ideal(x - y )

o4 : Ideal of S

Der Kern von φ ist genau das Verschwindungsideal der Neilschen Parabel.Wir können φ auch direkt
auf dem Koordinatenring de�nieren:

i5 : T = S/ideal(yˆ2-xˆ3);

i6 : phi = map(R,T,{x=>tˆ2,y=>tˆ3})

2 3

o6 = map(R,T,{t , t })

o6 : RingMap R <--- T

i7 : kernel(phi)

o7 = ideal ()

o7 : Ideal of T

Dabei ist zu beachten, dassMacaulay zunächst nicht überprü�, ob die Abbildung überhaupt wohl-

de�niert ist. Darum muss man erst bitten:

i8 : isWellDefined(phi)

o8 = true

Eine Abbildung, bei der die Bilder von x und y nicht mit der Relation y = x in T verträglich sind,
ist dagegen natürlich nicht wohlde�niert.

i9 : psi = map(R,T,{x=>t,y=>tˆ3})

3

o9 = map(R,T,{t, t })

o9 : RingMap R <--- T

i10 : isWellDefined(psi)

o10 = false

Der Umgang mit Ringhomomorphismen inMacaulay ist etwas gewöhnungsbedür�ig. So weit ich

sehen kann, gibt es zum Beispiel keinen einfachen Befehl, um festzustellen, ob so ein Homomorphis-

mus ein Isomorphismus ist.

Macaulay kann auch die zu den Koordinatenringen gehörenden Varietäten erfassen.

i11 : C = Spec(T)

o11 = C

o11 : AffineVariety

Der Befehl Spec steht dabei für Spectrum und bezieht sich auf die Menge aller Primideale des Koor-
dinatenrings T . Dahinter steht im Wesentlichen Kor. 1.49,Macaulay erfasst also die a�ne Varietät

über die Ideale des Koordinatenrings. Man kannMacaulay jetzt nach geometrischen Eigenscha�en

der Varietät fragen, zum Beispiel nach der Dimension (die wir noch nicht de�niert haben).

i12 : dim C

o12 = 1
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Übungen

Übung 1.33. Beweisen Sie die folgenden Aussagen aus der Algebra: Sei R ein Ring und I ein Ideal in R.
(a) Genau dann ist R/I ein reduzierter Ring, wenn I ein Radikalideal ist.
(b) Genau dann ist R/I nullteilerfrei (also ein Integritätsring), wenn I ein Primideal ist.
(c) Genau dann ist R/I ein Körper, wenn I ein maximales Ideal ist.

Übung 1.34. Beweisen Sie, dass jedes Primideal ≠ ⟨⟩ in k[x] ein maximales Ideal ist.

Übung 1.35. Es seien f, . . . , fr ∈ k[x, . . . , xn], I = ⟨ f, . . . , fr⟩ und V = V(I). Zeigen Sie:
(a) FallsV(I)nur aus endlich vielenPunkten besteht, so ist k[V] ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum.
(Hinweis: Die Elemente von k[V] sind Funktionen V → K.)

(b)∗ Falls V(I) nur aus endlich vielen Punkten besteht, so ist der Restklassenring k[x, . . . , xn]/I ein
endlich-dimensionaler k-Vektorraum. (Hinweis: Verwenden Sie den starken Nullstellensatz.)

Übung 1.36. Sei φ∶R → S ein Ringhomomorphismus, I ein Ideal in R und J ein Ideal in S. Zeigen Sie:
(a) φ−(J) ist ein Ideal in R.
(b) Falls φ surjektiv ist, so ist φ(I) ein Ideal von R.
(c) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass φ(I) im allgemeinen kein Ideal von R zu sein braucht.

Übung 1.37. Es sei f = x + y + z + xyz ∈ k[x , y, z]. Sei I = ⟨ f , ∂ f∂x ,
∂ f
∂y

∂ f
∂z ⟩ und R = k[x , y, z]/I.

Verwenden SieMacaulay, um die folgenden Fragen zu beantworten.

(a) Ist xyz für k = Q ein Nullteiler in R? Für k = F?
(b) Finden sie die kleinste Zahl m ⩾  mit (x + y + z)m =  in R für k = Q und k = F.

Übung 1.38. (a) Es C die Parabel V(y−x). Zeigen Sie, dass k[C] zum Polynomring in einer Variablen
isomorph ist und damit C zur a�nen Geraden.

(b) Sei C die Hyperbel V( − xy). Zeigen Sie, dass k[C] nicht zum Polynomring in einer Variablen
isomorph ist.

(c) Sei k = K algebraisch abgeschlossen und sei f ∈ k[x , y] ein irreduzibles quadratisches Polynom.
Zeigen Sie, dass C = V( f ) zu C oder C isomorph ist.

Übung 1.39. Es sei C ⊂ A das Bild der Abbildung

φ∶A → A, t ↦ (t, t, t),

die verdrehte Kubik aus Beispiel 1.21(2). Zeigen Sie, dass φ ein Isomorphismus ist.

Übung 1.40. Es sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein Ideal und V = V(I). Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist ein Element f ∈ k[V] eine Einheit, wenn f (p) ≠  für alle p ∈ V gilt.
(b) Ist f ∈ I(V), so ist  + f eine Einheit in k[x, . . . , xn]/I.

Übung 1.41. Es sei φ∶V →W ein Morphismus von a�nen k-Varietäten. Zeigen Sie
(a) Genau dann ist φ(V) Zariski-dicht inW , wenn φ#∶ k[W]→ k[V] injektiv ist.
(b) Allgemeiner gilt φ(V) = V(ker(φ#)). (Hinweis: Benutzen Sie Kor. 1.43.)

Übung 1.42. Folgern Sie den schwachen Nullstellensatz (1.28) aus der algebraischen Form (1.47).
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. GRÖBNERBASEN

In diesem Kapitel beschä�igen wir uns mit der Frage, wie man mit Polynomen in mehreren

Veränderlichen und den von ihnen erzeugten Idealen, die im ersten Kapitel eine große Rolle

gespielt haben, am besten konkret rechnen kann.

Sei k ein Körper. Gegeben zwei Polynome f , g ∈ k[x] in einer Variablen, dann können wir f
mit Hilfe des euklidischen Algorithmus durch g teilen, d.h. es gibt h, r ∈ k[x]mit

f = hg + r,

wobei der Rest r von kleinerem Grad als g ist. Diese Tatsache verallgemeinert nicht nur die Di-
vision mit Rest in den ganzen Zahlen, sie ist für das Rechnen im Polynomring in einer Variablen

fundamental. Zum Beispiel können wir völlig problemlos entscheiden, ob f ∈ ⟨g⟩ gilt, denn das
ist genau dann der Fall, wenn der Rest von f bei Division durch g gleich  ist.
Der Polynomring k[x, . . . , xn] in mehreren Variablen ist zwar immerhin noch faktoriell,

d.h. jedes Polynom kann eindeutig in irreduzible Faktoren zerlegt werden. Im Gegensatz zum

Fall n =  ist er für n ⩾  aber nicht mehr euklidisch, bekanntlich noch nicht einmal ein Haupt-
idealring. Um also zum Beispiel zu entscheiden, ob ein Polynom f im Ideal ⟨g, . . . , gr⟩ liegt,
müssen wir im Stande sein, durch mehrere Polynome auf einmal ’mit Rest zu teilen’. Wir brau-

chen als erstes etwas Vorbereitung, um sagen zu können, was das überhaupt heißen soll.

2.1. Monomiale Ideale

Sei k ein Körper. Jedes Polynom f ∈ k[x, . . . , xn] ist eine Linearkombination

f = ∑
α∈Zn

+

cαxα

vonMonomen xα = xα
 ⋯x

αn
n , wobei dieKoe�zienten cα ∈ k nur für endlich viele α ∈ Zn+ ungleich

 sind. Ein Produkt cαxα aus einemMonom und einemKoe�zienten heißt einTerm. Wir sagen,
das Monom xα kommt in f vor, wenn cα ≠  gilt. Außerdem schreiben wir

∣α∣ = α +⋯ + αn .

Die Monome mit der Multiplikation xα ⋅ xβ = xα+β bilden ein Monoid mit Eins x = , das

o�ensichtlich einfach zum additiven Monoid Zn+ isomorph ist.

De�nition 2.1. Einmonomiales Ideal in k[x, . . . , xn] ist ein von Monomen erzeugtes Ideal.

Ein monomiales Ideal ist also von der Form ⟨xα ∶ α ∈ T⟩ für eine Teilmenge T ⊂ Zn+.
39
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De�nition 2.2. Die natürliche Ordnung auf Zn+ ist die partielle Ordnung

α ⪯ β ⇐⇒ αi ⩽ βi für alle i = , . . . , n.

Lemma 2.3. Die Elemente desmonomialen Ideals ⟨xα ∶ α ∈ T⟩ sind genau die Linearkombinationen
der Monome xβ mit β ⪰ α für ein α ∈ T.

Beweis. Sei I = ⟨xα ∶ α ∈ T⟩. Ist α ∈ T und β ⪰ α, dann ist xβ = xβ−αxβ ∈ I. Ist umgekehrt f ∈ I,
dann gibt es α, . . . , αr ∈ T und Polynome q, . . . , qr mit f = ∑ri= qixα i . Jedes in f vorkommende
Monom ist also von der Form xα i+γ, wobei γ ein in qi vorkommendes Monom ist. ∎

Ein monomiales Ideal besitzt also eine lineare Basis aus Monomen. Dagegen braucht ein

allgemeines Ideal nicht ein einziges Monom zu enthalten, zum Beispiel das Ideal ⟨x + ⟩ ⊂ k[x].

Frage 2.4. Wie sieht man der Varietät V(I) an, ob
√
I ein Monom enthält?

Satz 2.5 (Lemma von Gordan1/Dicksons2 Lemma). Es sei T eine Teilmenge von Zn+. Dann gibt es
eine endliche Teilmenge S von T derart, dass für jedes t ∈ T ein s ∈ S mit s ⪯ t existiert.

Beweis. Nach demHilbertschen Basissatz wird dasmonomiale Ideal ⟨xα ∶ α ∈ T⟩ bereits von einer
endlichen Teilmenge von {xα ∶ α ∈ T} erzeugt. Diese ist notwendig von der Form {xα ∶ α ∈ S} für
eine endliche Teilmenge S ⊂ T , und S hat o�enbar die behauptete Eigenscha�. Das Lemma von
Gordan ist also ein Spezialfall des Hilbertschen Basissatzes.

Wir geben auch noch einen direkten Beweis, der ohne den Basissatz auskommt. Es bezeichne

Tmin dieMenge derminimalen Elemente vonT . Da es inZn+ unter der natürlichenOrdnung keine
unendlich absteigenden Ketten gibt, ist Tmin o�enbar genau die kleinste Teilmenge von T mit der
gewünschten Eigenscha�. Die Aussage ist also gerade, dass Tmin endlich ist.
Wir führen Induktion nach n. Für n =  ist die Aussage klar, denn jede nichtleere Teilmenge

von Z+ enthält ein eindeutiges Element, also ∣Tmin∣ = . Sei n ⩾  und die Aussage gelte für

kleinere n. Für k ⩾  setze

Uk = {t′ ∈ Zn−+ ∶ (t′, k) ∈ T} und U = ⋃
k⩾
Uk

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Mengen Umin und (Uk)min alle endlich. Insbesondere
gibt es ein m ⩾  mit Umin ⊂ U ∪⋯ ∪Um. Setze

S =
m
⋃
k=

((Uk)min × {k}).

Dann ist S eine endliche Teilmenge von T und wir behaupten, dass sie die gewünschte Eigen-
scha� hat. Sei dazu t ∈ T , etwa t = (t′, k), mit t′ ∈ Zn−+ und k ⩾ . Ist k ⩽ m, so gibt es u ∈ (Uk)min
mit u ⪯ t′ und es folgt (u, k) ∈ S und (u, k) ⪯ (t′, k) = t. Ist k > m, so gibt es nach Wahl von m
ein l ⩽ m und ein u ∈ (Ul)min mit u ⪯ t′. Es folgt (u, l) ∈ S und (u, l) ⪯ (t′, k) = t. ∎

Korollar 2.6. Jedes monomiale Ideal wird von endlich vielen Monomen erzeugt. ∎

Natürlich wussten wir das schon aus dem Basissatz, haben aber jetzt einen unhängigen Beweis.

1Paul Gordan (1837–1912), deutscher Mathematiker
2L. E. Dickson (1874–1954), US-amerikanischer Mathematiker
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Übungen

Übung 2.1. Zeigen Sie: Die Anzahl der Monome vom Grad d in n Variablen x, . . . , xn ist (n+d−d ).

Übung 2.2. Es seien I einmonomiales Ideal und f ein Polynom in k[x, . . . , xn]. Zeigen Sie, dass folgende
Aussagen äquivalent sind:

(a) Es gilt f ∈ I.
(b) Jeder Term von f liegt in I.
(c) Das Polynom f ist eine Linearkombination von Monomen aus I.

2.2. Monomordnungen und Division mit Rest

De�nition 2.7. Eine (globale) Monomordnung ist eine totale Ordnung ⩽ auf Zn+ mit den fol-
genden beiden Eigenscha�en:

(1) Sind α, β ∈ Zn+ mit α ⩽ β, so folgt α + γ ⩽ β + γ für alle γ ∈ Zn+.
(2) α ⩾  für alle α ∈ Zn+.

Unter einer Monomordnung sind natürlich wie der Name schon sagt auch die Monome ge-

ordnet, und die Eigenscha�en (1) und (2) übersetzen sich zu

(1) xα ⩽ xβ ⇒ xα+γ ⩽ xβ+γ.

(2) xα ⩾ .

für alle α, β, γ ∈ Zn+.
Neben den globalen Monomordnungen gibt es auch lokaleMonomordnungen, in denen (1)

gilt, statt (2) jedoch xα <  für alle α ∈ Zn+; ferner gemischteMonomordnungen, die weder global
noch lokal sind. Wir werden uns aber auf globale Monomordnungen beschränken und lassen

den Zusatz ’global’ auch häu�g weg.

Für n =  gibt es nur eine einzige Monomordnung, nämlich  < x < x < ⋯. Für n ⩾ 

gibt es dagegen viele Monomordnungen. Jede globale Monomordnung ⩽ auf Zn+ ist feiner als die
natürliche partielle Ordnung, d.h. α ⪯ β impliziert α ⩽ β. Denn α ⪯ β bedeutet gerade β−α ∈ Zn+
und damit β − α ⩾  nach (2), also β ⩾ α nach (1).
Die am häu�gsten benutzten globalen Monomordnungen sind die folgenden:

(1) Die lexikographische Ordnung lex: Es gilt α ⩽ β, wenn αi ⩽ βi gilt für den ersten Index
i, in dem sich α und β unterscheiden, das heißt:

α >lex β ⇐⇒ α = β, . . . , αi = βi , αi+ > βi+ für ein i ∈ {, . . . , n}.

Also für n =  z.B. (, ) < (, ), (, ) < (, ) usw.

(2) Für jede Permutation der Koordinaten die entsprechende permutierte lexikographische

Ordnung; insbesondere die invers-lexikographische Ordnung invlex, in der die letzte
verschiedene Komponente entscheidet.

(3) Die grad-lexikographische Ordnung glex; in dieser gilt:

α ⩽glex β ⇐⇒
∣α∣ < ∣β∣ oder
∣α∣ = ∣β∣ und α ⩽lex β

.
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(4) Die grad-revers-lexikographische Ordnung grevlex, die folgendermaßen de�niert ist:

α <grevlex β ⇐⇒

∣α∣ < ∣β∣ oder
∣α∣ = ∣β∣ und αi+ = βi+, . . . , αn = βn , αi > βi

für ein i ∈ {, . . . , n}
.

Dabei entscheidet bei gleichem Grad also der letzte verschiedene Eintrag, aber in um-

gedrehter Richtung (deshalb ’revers’). Das sieht ein bißchen gekünstelt aus. Es hat sich

aber erwiesen, dass diese Monomordnung in vielen Anwendungen besonders e�zient

ist (warum auch immer; siehe [Eisenbud], §15.7). Deshalb wird sie auch in den meisten

Computer-Algebra-Systemen als Standard verwendet (z.B.Macaulay und Singular).
Natürlich muss man sich überzeugen, dass die angegebenen Monomordnungen auch tat-

sächlich welche sind (siehe Übung 2.3).

Lemma 2.8. Es sei ⩽ eine totale Ordnung auf Zn+, welche die Eigenscha� (1) aus Def. 2.7 erfüllt.
Dann sind äquivalent:
(i) ⩽ ist eine globale Monomordnung, also α ⩾  für alle α ∈ Zn+;
(ii) ⩽ ist eine Wohlordnung, d.h. jede nicht-leere Teilmenge von Zn+ hat ein kleinstes Element;
(iii) jede absteigende Folge α ⩾ α ⩾ α in Zn+ wird stationär.

Beweis. (i)⇒(ii). Sei ⩽ eine Monomordnung und sei T ⊂ Zn+ eine nicht-leere Teilmenge. Nach
dem Lemma von Gordan 2.5 gibt es eine endliche Teilmenge S ⊂ T mit

∀t ∈ T ∃s ∈ S∶ s ⪯ t.

Ist s das bezüglich ⩽ kleinste Element in S, so ist also s ⩽ t für alle t ∈ T , denn wie oben bemerkt
ist ⩽ feiner als die natürliche Ordnung.

(ii)⇒(iii) ist klar. (iii)⇒(i). Wäre α < , dann wäre  > α > α > α > ⋯ eine unendlich

absteigende Folge. ∎

Im folgenden �xieren wir eine Monomordnung ⩽ auf Zn+. Sei außerdem

f = ∑
α∈Zn

+

cαxα

ein Polynom, f ≠ , und sei δ( f ) = max{α∶ cα ≠ } (das Maximum bezüglich der �xierten

Monomordnung), derMultigrad von f bezüglich ⩽. (Zur klaren Unterscheidung heißt die Zahl
deg( f ) = max{∣α∣∶ cα ≠ } der Totalgrad von f ). Also ist xδ( f ) das größte in f vorkommende
Monom. Wie üblich setzen wir δ() = −∞. Weiter schreiben wir

LM( f ) = xδ( f ), LC( f ) = cδ( f ), LT( f ) = cδ( f )xδ( f )

und nennen LM( f ) das Leitmonom, LC( f ) den Leitkoe�zienten und LT( f ) den Leitterm von
f . Das Polynom f heißt normiert, wenn LC( f ) =  gilt.

Lemma 2.9. Für f , g ∈ k[x, . . . , xn] gelten:
(1) δ( f g) = δ( f ) + δ(g);
(2) δ( f + g) ⩽max{δ( f ), δ(g)}, mit Gleichheit falls δ( f ) ≠ δ(g) ist.

Beweis. trivial. ∎
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Satz 2.10 (Division mit Rest). Es sei eine Monomordnung ⩽ �xiert und seien g, . . . , gs ∈
k[x, . . . , xn], alle ungleich . Für jedes f ∈ k[x, . . . , xn] gibt es Polynome q, . . . , qs , r ∈

k[x, . . . , xn]mit

f =
s

∑
i=
qi gi + r

und mit den folgenden beiden Eigenscha�en:
(1) Keines der im Polynom r vorkommenden Monome ist durch eines der Leitmonome
LM(g), . . . , LM(gs) teilbar;

(2) Es gilt δ(qi gi) ⩽ δ( f ) für i = , . . . , s.

Beachte: Aus (2) folgt insbesondere auch δ(r) ⩽ δ( f ), aber (2) ist im allgemeinen stärker.

Beweis. Der Beweis besteht aus einem Algorithmus, der die gesuchten Polynome produziert. Es
sei f ∈ k[x, . . . , xn], ohne Einschränkung f ≠ . Zunächst unterscheiden wir zwei Fälle:
(i) Das Leitmonom LM( f ) ist durch eines der Monome LM(g), . . . , LM(gs) teilbar. Ist j der
kleinste Index mit LM(g j)∣LM( f ), etwa LT( f ) = t ⋅ LT(g j) für einen Term t, so setze
f̃ = f − tg j. Dann ist δ( f̃ ) < δ( f ).

(ii) Das Leitmonom LM( f ) ist durch keines der LM(g), . . . , LM(gs) teilbar. Dann setzen wir
f̃ = f − LT( f ) und es gilt wieder δ( f̃ ) < δ( f ).

Ist die Aussage für f̃ richtig, dann haben wir also eine Darstellung

f̃ =
s

∑
i=
q̃i gi + r̃

mit Polynomen q̃i , r̃ derart, dass die Eigenscha�en (1) und (2) erfüllt sind. Daraus erhalten wir
nun die Aussage für f : Falls wir im ersten Fall (i) sind, dann setzen wir q j = t + q̃ j, qi = q̃i für
i ≠ j und r = r̃. Aussage (2) bleibt richtig wegen δ( f̃ ) < δ( f ) und

δ(q jg j) = δ(tg j + q̃ jg j) ⩽max{δ(tg j), δ(q̃ jg j)} = δ( f )

(denn es ist δ(tg j) = δ( f ) und δ(q̃ jg j) < δ( f̃ ) < δ( f )).
Im zweiten Fall (ii) setzen wir r = LT( f )+ r̃ und qi = q̃i für i = , . . . , s. Dann bleibt (2) richtig

und (1) ebenso nach der Voraussetzung in Fall (ii).

Dieses Verfahren endet nach endlich vielen Schritten, da derMultigrad in jedem Schritt klei-

ner wird und es keine unendlich absteigenden Folgen bezüglich der Monomordnung gibt. ∎

De�nition 2.11. Das Polynom r in Satz 2.10 nennt man einen Standardrest von f bezüglich
g, . . . , gs und der �xierten Monomordnung.

ImFall n =  und s =  ist Satz 2.10 einfach die üblicheDivisionmit Rest für Polynome in einer
Variablen. Bekanntlich ist die Darstellung f = qg + r in diesem Fall eindeutig. Im allgemeinen
ist diese Eindeutigkeit aber nicht mehr gegeben, noch nicht einmal für n = : Sei g = x und
g = x −  in k[x], dann hat f = x die beiden Darstellungen

f =  ⋅ x + (x − ) +  =  ⋅ x + (x − ) + ,



44 2. GRÖBNERBASEN

die beide die Eigenscha�en (1) und (2) erfüllen. Nicht nur die Darstellungen, auch die beiden

Standardreste sind verschieden.

Ein weiteres Beispiel mit n =  und s = : Sei g = xy +  und g = y −  und

f = xy − x = y(xy + ) +  ⋅ (y − ) − (x + y)

=  ⋅ (xy + ) + x(y − ) + .

Wieder erfüllen beide Darstellungen (1) und (2) bezüglich jeder Monomordnung.

Die Division mit Rest ist für Polynome in mehreren Variablen also möglich, hat aber im all-

gemeinen keine guten Eigenscha�en.

Idealerweise hätten wir gern,

(a) dass der Standardrest von f bezüglich g, . . . , gs wenigstens bei �xierter Monomord-
nung wohlde�niert ist.

(b) dass dieser Standardrest genau dann  ist, wenn f im Ideal ⟨g, . . . , gs⟩ enthalten ist.

Wir werden zeigen, dass jedes Ideal ein Erzeugendensystem g, . . . , gs besitzt derart, dass die
Division mit Rest in gewünschter Weise funktioniert, nämlich eine sogenannte Gröbnerbasis.

In Macaulay kann man verschiedene Monomordnungen zusammen mit dem Ring spezi�zieren.

Zum Beispiel de�niert R = QQ[x,y,z,MonomialOrder=>GLex] den Polynomring Q[x , y, z]mit
der grad-lexikographischen Monomordnung. Die oben aufgeführten Monomordnungen heißen in

Macaulay entsprechend Lex, GLex und GRevLex (die Voreinstellung).

Der Befehl f % L berechnet den Standardrest r eines Polynoms f bezüglich einer Matrix L von
Polynomen. Der Befehl f // L produziert dagegen die Darstellung von f − r im Ideal ⟨L⟩. Schauen
wir uns das Beispiel von oben an.

i1 : R = QQ[x,y];

i2 : g1=x*y+1; g2=yˆ2-1; f = x*yˆ2-x;

i5 : L = matrix({{g1,g2}});

i6 : f % L

o6 = 0

o6 : R

i7 : f // L

o7 = {2} | y3-y |

{2} | -xy2+x-y |

2 1

o7 : Matrix R <--- R

Der Standardrest f % L ist , es gilt also f ∈ ⟨g, g⟩. Der Output von f//L besteht aus den beiden
Polynomen h, h mit f = hg + hg, die aus dem Divisionsalgorithmus entstehen.
Wenn man mit einem Ideal I arbeitet, dann liefert gens I die Liste von Erzeugern, die man im

Divisionsalgorithmus verwenden kann.
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i8 : I = ideal(g1,g2);

o8 : Ideal of R

i9 : f % (gens I)

o9 = 0

Übungen

Übung 2.3. Veri�zieren Sie, dass lex, glex und grevlex tatsächlich Monomordnungen sind.

Übung 2.4. Ordnen Sie die Terme der folgenden Polynome bezüglich lex, glex und grevlex:

f = x + y + z + x − z + x, g = xy − xyz + xyz − xy.

Übung 2.5. Betrachten Sie die totale Ordnung auf Zn+, die durch

α < β ⇐⇒ αi+ = βi+, . . . , αn = βn , αi > βi für ein i ∈ {, . . . , n}

gegeben ist. Entscheiden Sie, ob es sich um eine Monomordnung handelt.

Übung 2.6. Gegeben seien die folgenden drei Polynome in k[x , y, z]:

f = x − xy − xz, g = x − z, g = xy − .
(a) Verwenden Sie den Divisionsalgorithmus bezüglich glex, um die folgenden Reste zu berechnen:

(1) den Rest r von f bei Division durch (g, g); (2) den Rest r von f bei Division durch (g, g).
(b) Seien r und r die Reste aus (a) und setze r = r− r. Berechnen Sie den Rest von r bei Division durch

(g, g). Ist das Ergebnis in irgendeiner Weise bemerkenswert?

Übung 2.7. Gegeben seien die Polynome

g = xy − x , g = xy − y − 

inQ[x , y]. Finden Sie ein Polynom f ∈ ⟨g, g⟩, dessen Rest bei Division durch (g, g) gleich f selbst ist.

Übung 2.8∗. Diese Aufgabe erklärt, wie man jede Monomordnung aus der lexikographischen erhält.
(a) Es sei ⩽ eineMonomordnung aufZn+. Zeigen Sie, dass sich ⩽ zu einer Anordnung der Gruppe (Qn ,+)
fortsetzen lässt. (Das bedeutet: Es gibt eine totale Ordnung ⩽ auf Qn, die auf Zn+ mit der gegebenen
Monomordnung übereinstimmt und die α ⩽ β ⇒ α + γ ⩽ β + γ für alle α, β, γ ∈ Qn erfüllt.)

(b) Sei V ⊂ Qn ein Unterraum der Dimension r >  und VR der von V in Rn erzeugte Unterraum. Setze

V = {x ∈ VR∶ ∀ε > ∃z+, zi ∈ Bε(x) ∩ V ∶ z+ > , z− < },

wobei Bε(x) = {y ∈ VR∶ ∥x − y∥ < ε}. Zeigen Sie, dass V ein R-linearer Unterraum der Dimension
r− ist. (Hinweis:Zeigen Sie für die Dimensionsaussage (1)V∩V ≠ V ; (2) Für je zwei Punkte α, β ∈ V
mit α >  und β <  hat die Verbindungsgerade {λα + ( − λ)β∶ λ ∈ R} einen Schnittpunkt mit V.)

(c) Zeigen Sie, dass es eine Matrix A ∈ GLn(R) gibt derart, dass

α ⩾  ⇐⇒ A ⋅ α ⩾lex 

gilt, wobei lex die lexikographische Ordnung auf Rn bezeichnet. (Hinweis. Zur Veranschaulichung
betrachten Sie den Fall der lexikographischen Ordnung auf V = Qn. Was ist dann V in (b)?)
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2.3. Gröbnerbasen und der Buchberger-Algorithmus

Wir arbeiten in diesem Abschnitt immer mit einer �xierten Monomordnung ⩽.

De�nition 2.12. Sei I ein Ideal in k[x, . . . , xn]. Das monomiale Ideal

L(I) = ⟨LM( f )∶ f ∈ I ∖ {}⟩,

das von den Leitmonomen aus I erzeugt wird, heißt das Leitideal von I.

Wenn wir Erzeuger von I wählen, etwa I = ⟨g, . . . , gs⟩, dann gilt ⟨LM(g), . . . , LM(gs)⟩ ⊂
L(I). Im allgemeinen gilt aber keine Gleichheit: Betrachte zum Beispiel wieder g = xy + , g =
y− und I = ⟨g, g⟩. Dann ist LM(g) = xy undLM(g) = y (bezüglich jederMonomordnung),
aber es gilt

yg − xg = (xy + y) − (xy − x) = x + y.

Also liegt, je nach Monomordnung, auch x oder y in L(I), aber nicht in ⟨LM(g), LM(g)⟩. Es
zeigt sich, dass darin im Zusammenhang mit der Division mit Rest genau das entscheidende

Problem liegt.

De�nition 2.13. Sei I ein Ideal in k[x, . . . , xn]. Eine endliche TeilmengeG von Imit  ∉ G heißt
eine Gröbnerbasis3 von I, wenn gilt

L(I) = ⟨LM(g)∶ g ∈ G⟩,

wenn also das Leitideal von den Leitmonomen der Basiselemente erzeugt wird.

Satz 2.14. Jedes Ideal in k[x, . . . , xn] hat eine Gröbnerbasis. Jede Gröbnerbasis eines Ideals I ist
ein Erzeugendensystem von I.

Beweis. Sei I ein Ideal. Falls I = ⟨⟩, dann ist die leere Menge eine Gröbnerbasis von I. Sei also
I ≠ ⟨⟩. Nach De�nition gilt L(I) = ⟨LM(g)∶ g ∈ I⟩. Nach dem Lemma von Gordan wird das
monomiale Ideal L(I) schon von endlich vielen der Monome LM(g) erzeugt. Es gibt also eine
endliche Teilmenge G = {g, . . . , gs} von I ∖ {}mit L(I) = (LM(g), . . . , LM(gs)). Damit ist G
eine Gröbnerbasis von I.
Sei nun G irgendeine Gröbnerbasis von I. Das von G erzeugte Ideal J = ⟨G⟩ ist dann in I

enthalten. Umgekehrt sei f ∈ I ∖ {}. Division mit Rest bezüglich g, . . . , gr liefert einen Stan-
dardrest r, dessen Monome durch keines der LM(g), . . . , LM(gs) teilbar sind. Aus f ∈ I folgt
außerdem r ∈ I. Wäre r ≠ , so wäre also LM(r) ∈ L(I) und damit durch eines der Monome
LM(g), . . . , LM(gs) teilbar (Lemma 2.3), ein Widerspruch. Also ist r =  und damit f ∈ J. ∎

DaGröbnerbasen nachDe�nition endlich sind, haben wir damit nebenbei auch denHilbert-

schen Basissatz neu bewiesen.

Korollar 2.15. Jedes Ideal in k[x, . . . , xn] ist endlich erzeugt. ∎

Wir zeigen nun, dass die Division mit Rest für Gröbnerbasen gute Eigenscha�en hat.

3Wolfgang Gröbner (1899–1980), österreichischer Mathematiker
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Satz 2.16. Es sei I ein Ideal in k[x, . . . , xn]. Der Standardrest eines Polynoms f bezüglich einer
Gröbnerbasis von I ist eindeutig bestimmt und hängt sogar nur von f , I und der gewähltenMonom-
ordnung ab.

Beweis. Es seienG = {g, . . . , gs} undG′ = {g′ , . . . , g′s′} zwei Gröbnerbasen von I. Seien r bzw. r′

Standardreste von f bezüglich G bzw. G′. Per De�nition ist keines der in r vorkommenden Mo-
nome durch LM(g), . . . , LM(gs) teilbar. Da G eine Gröbnerbasis ist, liegt also keines der Mo-
nome von r in L(I). Ebenso liegt keines der Monome von r′ in L(I). Dann gilt dasselbe auch für
r − r′. Andererseits gilt r − r′ ∈ I. Wäre r − r′ ≠ , so also LM(r − r′) ∈ L(I), Widerspruch. ∎

Der Standardrest r eines Polynoms f bezüglich einer Gröbnerbasis G wird auch als Reduk-
tion von f modulo I bezeichnet und man sagt, dass f modulo I zu r reduziert.

Korollar 2.17. Genau dann liegt ein Polynom f in einem Ideal I, wenn es modulo I zu  reduziert.

Beweis. SeiG eineGröbnerbasis.Wenn f modulo I zu  reduziert, dann gilt f ∈ I. Gilt umgekehrt
f ∈ I, so ist G ∪ { f } eine Gröbnerbasis von I die für f o�enbar den Standardrest  liefert. ∎

Da die Division mit Rest konstruktiv ist, können wir damit die Frage, ob ein Polynom in

einem gegebenem Ideal liegt, durch einen Algorithmus beantworten, vorausgesetzt, wir kennen

eine Gröbnerbasis des Ideals. Als grundlegendes Rechenproblem bleibt damit nur die Frage, wie

man eine Gröbnerbasis �ndet.

Es ist zunächst aus der De�nition nicht klar, wie man praktisch überprüfen kann, dass ein

gegebenes Erzeugendensystem eines Ideals I eine Gröbnerbasis ist. Denn wie �ndet man Erzeu-
ger des Leitideals L(I)? Das Buchberger-Kriterium4 stellt einen praktikablen Test dar, der auch
den Schlüssel zur Konstruktion von Gröbnerbasen enthält.

Wie zuvor �xieren wir eine Monomordnung ⩽. Für α, β ∈ Zn+ setzen wir

α ∧ β = (min{α, β}, . . . , min{αn , βn})

(gelesen: α meet β) und

α ∨ β = (max{α, β}, . . . , max{αn , βn}).

(gelesen: α join β). Damit ist

ggT(xα , xβ) = xα∧β und kgV(xα , xβ) = xα∨β .

Frage 2.18. Überprüfen Sie die Gleichheit α ∨ β = α + β − α ∧ β.

De�nition 2.19. Für je zwei Polynome f , g ≠  ist das S-Polynom von f und g de�niert durch

S( f , g) =
LT(g) f − LT( f )g
ggT(LM( f ), LM(g))

=
LT(g) f − LT( f )g

xδ( f )∧δ(g) .

Es ist klar, dass S( f , g) ein Polynom ist, weil der Nenner beide Summanden im Zähler teilt.
Nach Konstruktion kürzen sich außerdem im Zähler die Leitterme. Damit gilt

δ(S( f , g)) < δ( f ) + δ(g) − (δ( f ) ∧ δ(g)) = δ( f ) ∨ δ(g).
4Bruno Buchberger (geb. 1942) österreichischer Mathematiker; entwickelte Gröbnerbasen in seiner Dissertation

bei Gröbner.
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Wir bemerken außerdem, dass man Skalare herausziehen kann, d.h. es gilt

S(a f , bg) = abS( f , g)

für alle Polynome f , g ≠  und alle a, b ∈ k×.

Lemma 2.20. Es seien g, . . . , gr ≠  Polynome vom Multigrad α und seien a, . . . , ar ∈ k. Falls

δ(∑
r
i= ai gi) < α

dann ist∑ri= ai gi eine Linearkombination der S-Polynome S(gi , gi+) (i = , . . . , r − ).

Wie wir gerade bemerkt haben, gilt δ(S(gi , g j)) < α für alle i , j. Deshalb ist das Kriterium
im Lemma auch notwendig.

Beweis. Setze bi = LC(gi) und pi = 

b i
gi für i = , . . . , r. Setze außerdem pr+ = . Die Vorausset-

zung δ(∑ri= ai gi) < α bedeutet gerade∑ri= aibi = . Es folgt
r

∑
i=
ai gi =

r

∑
i=
aibipi =

r

∑
i=

(
i

∑
j=
a jb j)(pi − pi+)

=
r−

∑
i=

(
i

∑
j=
a jb j)(pi − pi+).

Die letzte Gleichheit benutzt dabei∑
r
i= aibi = . Die S-Polynome sind gerade

S(gi , g j) =
b jxαgi − bixαg j

xα = b jgi − bi g j = bib j(pi − p j),

womit das Lemma bewiesen ist. ∎

Satz 2.21 (Buchberger-Kriterium). Es sei (g, . . . , gs) eine Folge von Polynomen ≠ . Für
jedes Paar (i , j) von Indizes sei hi j ein Standardrest von S(gi , g j) bezüglich g, . . . , gs. Genau
dann ist {g, . . . , gs} eine Gröbnerbasis von ⟨g, . . . , gs⟩, wenn hi j =  für alle i < j gilt.

Beweis. Sei G = {g, . . . , gs} und I = ⟨G⟩. Falls G eine Gröbnerbasis von I ist, dann sind wegen
S(gi , g j) ∈ I die Standardreste hi j =  für alle i , j, nach Korollar 2.17.
Umgekehrt seien die Voraussetzungen des Buchberger-Kriteriums erfüllt. Sei f ∈ I, f ≠ .

Wirmüssen zeigen, dass das LeitmonomLM( f ) von einemder Leitmonome LM(gi), i = , . . . , s
geteilt wird. Nach Voraussetzung gibt es eine Darstellung

f =
s

∑
i=
qi gi (∗)

für geeignete Polynome q, . . . , qs, und wir setzen

ϑ = max
i=,...,s

δ(qi gi).

O�enbar gilt δ( f ) ⩽ ϑ. Falls Gleichheit gilt, dann sind wir fertig. Denn dann folgt

LM( f ) = xδ( f ) = LM(qi gi) = LM(qi)LM(gi)

für ein i und die Behauptung ist bewiesen.
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Falls ϑ > δ( f ), dann produzieren wir eine neue Darstellung der Form (∗), in der alle Mul-

tigrade δ(qi gi) strikt kleiner als ϑ sind. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir so eine Dar-
stellung mit δ( f ) = ϑ, wie gewünscht.
Setze ϑi = δ(qi gi) für i = , . . . , s. NachUmnummerieren könnenwir annehmen, dass ϑi = ϑ

für i = , . . . , t und ϑi < ϑ für i = t + , . . . , s gilt, mit  ⩽ t ⩽ s. Zerlege die Summe (∗) wie folgt:

f =
t

∑
i=
LT(qi)gi +

t

∑
i=

(qi − LT(qi))gi +
s

∑
i=t+

qi gi .

Setze zur Abkürzung A = ∑
t
i= LT(qi)gi . Da die Terme in der zweiten und der dritten Summe alle

kleineren Multigrad als ϑ haben und f ebenso, folgt auch δ(A) < ϑ. Es genügt, A in der Form
A = ∑

s
i= q̃i gi mit geeigneten q̃i so darzustellen, dass δ(q̃i gi) < ϑ für alle i = , . . . , s gilt.

Wir wenden Lemma 2.20 auf Aund die Polynome LM(qi)gi für i = , . . . , t an und schließen,
dass A eine Linearkombination der S-Polynome

si j = S(LM(qi)gi , LM(q j)g j)

für  ⩽ i , j ⩽ t ist. Um die Polynome si j durch S(gi , g j) auszudrücken, schreiben wir αi = δ(gi).
Dann ist LM(qi)gi = xϑ−α i gi für i = , . . . , t, also αi ⪯ ϑ und

si j = x−ϑ(xϑ−α j LT(g j)xϑ−α i gi − xϑ−α LT(gi)xϑ−α j g j)

= xϑ−(α i+α j)(LT(g j)gi − LT(gi)g j)

= xβ i jS(gi , g j),

wobei

βi j = ϑ − (αi + α j) + (αi ∧ α j) = ϑ − (αi ∨ α j) ⩾ 

für i , j = , . . . , t. Nach Voraussetzung haben wir hi j =  und damit Darstellungen

S(gi , g j) =
s

∑
k=
pi jkgk

mit Polynomen pi jk derart, dass

δ(pi jkgk) ⩽ δ(S(gi , g j)) < αi ∨ α j

für alle i , j, k gilt. Für i , j = , . . . , t ist also si j = ∑k p̃i jkgk mit p̃i jk = xβ i j pi jk, und dabei ist

δ(p̃i jkgk) = βi j + δ(pi jkgk) < ϑ

für alle k. Damit haben wir die gesuchte Darstellung von A gefunden. ∎

Aus dem Buchberger-Kriterium erhalten wir nun leicht einen Algorithmus zur Berechnung

einer Gröbner-Basis für ein beliebiges Ideal.

Satz 2.22. Seien g, . . . , gs ≠  Polynome und I = ⟨g, . . . , gs⟩. Der folgende Algorithmus
produziert eine Gröbner-Basis von I:
Berechne alle Standardreste hi j der S-Polynome S(gi , g j) bezüglich g, . . . , gs für i < j. Sind
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alle hi j = , so ist {g, . . . , gs} eine Gröbnerbasis von I. Ist erstmals hi j ≠  für ein Paar i < j,
so füge hi j zu g, . . . , gs hinzu und starte erneut mit der verlängerten Folge.

Beweis. Nach dem Buchberger-Kriteriummüssen wir nur noch beweisen, dass der Algorithmus
terminiert, also irgendwann alle hi j tatsächlich  sind. Ist hi j ≠ , so ist die Inklusion

⟨LM(g), . . . , LM(gs)⟩ ⊊ ⟨LM(g), . . . , LM(gs), LM(hi j)⟩

von monomialen Idealen strikt. Denn nach De�nition des Standardrests wird LM(hi j) von kei-
nem der LM(gk) für k = , . . . , s geteilt. Nach Korollar 2.3 können die beiden obigen Ideale nicht
gleich sein. Andererseits wird jede aufsteigende Folge von monomialen Idealen stationär, nach

Kor. 2.6. Wenn das geschieht, bricht der Algorithmus also ab. ∎

Das ist die einfachste Form des Buchberger-Algorithmus. Sie produziert häu�g sehr große,

redundante Gröbnerbasen und in tatsächlichen Implementierungen werden viele Verfeinerun-

gen vorgenommen, um die Leistung zu verbessern.5

InMacaulay kann man eine Gröbnerbasis eines Ideals I mit dem Befehl gb I berechnen. Da viele

Berechnungen in Macaulay eine Gröbnerbasis eines Ideals (oder eines daraus abgeleiteten Hilfs-

ideals) voraussetzen, berechnet Macaulay Gröbnerbasen aber auch häu�g automatisch im Hinter-

grund, so dass man den expliziten Befehl tatsächlich eher selten braucht.

i1 : R = QQ[x,y];

i2 : g1=x*y+1; g2=yˆ2-1; f = x*yˆ2-x;

i3 : gb I

o3 = GroebnerBasis[status: done; S-pairs encountered up to degree 3]

o3 : GroebnerBasis

Der Output zeigt die Elemente der Gröbnerbasis nicht an. Dazu dient wieder der Befehl gens.

i4 : gens gb I

o4 = | x+y y2-1 |

1 2

o4 : Matrix R <--- R

Übungen

Übung 2.9. Es sei G = {x − y, x − z} ⊂ k[x , y, z]. Entscheiden Sie, ob G eine Gröbnerbasis von ⟨G⟩ ist,
(a) bezüglich grlex; (b) bezüglich invlex.

Übung 2.10. Es sei G = {x + z, y − z} ⊂ k[x , y, z].
(a) Zeigen Sie, dass G eine Gröbnerbasis von ⟨G⟩ bezüglich lex ist.
(b) Teilen Sie xy durch (x + z, y − z) und durch (y − z, x + z). Was fällt dabei auf?
5Außerdem ist der Buchberger-Algorithmus auch mit Verfeinerungen inzwischen nicht mehr das letzte Wort. Der

im allgemeinen beste Algorithmus stammt von Jean-Charles Faugère aus dem Jahr 2002 und wird als F-
Algorithmus bezeichnet. Er ist in Singular inzwischen implementiert, nicht jedoch inMacaulay.
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Übung 2.11. Es sei I ein Hauptideal im Polynomring k[x, . . . , xn]. Zeigen Sie, dass jede endliche Teil-
menge von I, die einen Erzeuger von I enthält, eine Gröbnerbasis ist.

Übung 2.12. Beweisen Sie folgende Umkehrung von Kor. 2.17. Sei G ⊂ k[x, . . . , xn] eine endliche Teil-
menge, I = ⟨G⟩. Falls jedes Element von I modulo G zu  reduziert, so ist G eine Gröbnerbasis von I.

Übung 2.13. Verwenden Sie das Buchberger-Kriterium, um zu entscheiden, ob die folgenden Mengen
von Polynomen in k[x , y, z] Gröbnerbasen sind.
(a) G = {x − y, x − z} bezüglich grlex;
(b) G = {xy − xz + y, xy − z, x − yz} bezüglich lex.

Übung 2.14. Verwenden Sie denBuchberger-Algorithmus, um eineGröbnerbasis für die folgenden Ideale
in k[x , y, z] zu �nden.
(a) I = ⟨xy − , xy − x⟩ bezüglich lex und grlex;
(b) I = ⟨x + y, x + xy + y + ⟩ bezüglich grlex.

2.4. Minimale und reduzierte Gröbnerbasen

Fügt man einer Gröbnerbasis eines Ideals I beliebig endlich viele Elemente aus I∖{} hinzu,

erhält man nachDe�nition wieder eine Gröbnerbasis. Der Buchberger-Algorithmus tendiert da-

zu, Gröbnerbasen zu produzieren, die in diesem Sinn viel zu groß, also redundant sind. Es stellt

sich die Frage, wie man über�üssige Erzeuger systematisch loswerden kann.

Lemma 2.23. Es sei G eine Gröbnerbasis des Ideals I. Wird das Leitmonom eines Elements g ∈ G
vom Leitmonom eines Elements h ∈ G ∖ {g} geteilt, so ist auch G ∖ {g} eine Gröbnerbasis von I.

Beweis. Sei J = ⟨G ∖ {g}⟩. Dann ist J ⊂ I und nach Voraussetzung gilt

L(J) ⊂ L(I) = ⟨LM(G)⟩ = ⟨LM(G ∖ {g})⟩ ⊂ L(J)

Also ist L(I) = ⟨LM(G ∖ {g})⟩ und somit auch G ∖ {g} eine Gröbnerbasis von I. ∎

De�nition 2.24. Eine Gröbnerbasis G heißtminimal, falls LM(h) ∤ LM(g) für alle g ≠ h in G.

Nach dem obigen Lemma können wir eine Gröbnerbasis, die wir etwa mit dem Buchberger-

Algorithmus erzeugt haben, sehr leicht so lange ausdünnen, bis sie minimal ist.

Lemma 2.25. Für jede minimale Gröbnerbasis G eines Ideals I ist LM(G) die Menge der bezüglich
⩽minimalen Monome in L(I). Insbesondere haben alle minimalen Gröbnerbasen von I (bezüglich
derselben Monomordnung) dieselbe Länge.

Beweis. DieminimalenMonomevonLM(I)müssen für jedeGröbnerbasisG o�enbar in LM(G)

enthalten sein. Die Umkehrung folgt aus der Minimalität von G. ∎

Korollar 2.26. Für eine Gröbnerbasis G eines Ideals I sind äquivalent:
(i) G ist minimal gemäß Def. 2.24.
(ii) G ist minimal unter allen Gröbnerbasen bezüglich Inklusion.
(iii) G hat unter allen Gröbnerbasen die minimale Mächtigkeit. ∎
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Für manche Anwendungen problematisch ist die Tatsache, dass ein Ideal im allgemeinen

immer noch viele verschiedene minimale Gröbnerbasen besitzt. Dieses Problem lässt sich elimi-

nieren, indem man eine weitere Minimalitätsforderung hinzufügt.

De�nition 2.27. Eine Gröbnerbasis G heißt reduziert, wenn jedes Element von G normiert ist
und für jedes g ∈ G gilt: Für h ∈ G ∖ {g} ist keines der Monome in g durch LM(h) teilbar.

NachDe�nition ist jede reduzierte Gröbnerbasis auchminimal. DerwesentlicheUnterschied

liegt in der folgenden Aussage.

Satz 2.28. Bei �xierter Monomordnung besitzt jedes Ideal eine eindeutige reduzierte Gröbnerbasis.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Existenz einer reduzierten Gröbnerbasis. Sei dazu G ≠ ∅ eine

minimale Gröbnerbasis von I = ⟨G⟩. Wir nennen ein Element g ∈ G reduziert bezüglich G,
wenn es die gewünschte Eigenscha� besitzt, wenn also kein in g vorkommendes Monom durch
irgendein Leitmonom LM(h) für h ≠ g aus G teilbar ist.
Sei g ∈ G und sei g′ ein Standardrest von g bezüglich G ∖ {g}. Ersetze nun g durch g′,

d.h. setze G′ = (G ∖ {g}) ∪ {g′}. Aufgrund der Minimalität von G ist LM(g) durch keines der
LM(h) für h ∈ G ∖ {g} teilbar. Deshalb ist LM(g′) = LM(g). Wegen g′ ∈ I ist also auch G′ eine
minimale Gröbnerbasis von I. Nach Konstruktion ist dabei nun g′ reduziert bezüglich G′.
Indem wir mit allen Elementen von G so verfahren, erhalten wir nach endlich vielen Schrit-

ten eine Gröbnerbasis G̃, deren Elemente alle reduziert bezüglich G̃ sind. Nach Normieren aller
Elemente, durch Multiplikation von g ∈ G̃ mit 

LC(g) , haben wir eine reduzierte Gröbnerbasis.

Umdie Eindeutigkeit zu beweisen, seienG undG′ zwei reduzierteGröbnerbasen von I. Dann
ist insbesondere LM(G) = LM(G′) nach Lemma 2.25. Sei g ∈ G und sei g′ ∈ G das (eindeutige)
Element mit LM(g′) = LM(g). Wegen g − g′ ∈ I und δ(g − g′) < δ(g) muss g − g′ =  sein,
denn sonst wäre LM(g − g′) teilbar durch LM(h) für ein h ∈ G. Also gilt G ⊂ G′ und aus
Symmetriegründen auch G = G′. ∎

Wieder ist der Beweis konstruktiv, so dass wir einen Algorithmus zur Berechnung der redu-

zierten Gröbnerbasis eines Ideals mit vorgebenenen Erzeugern haben.

Der Befehl gens gb I inMacaulay produziert automatisch eine reduzierte Gröbnerbasis.

Übungen

Übung 2.15. DerBuchberger-Algorithmus verallgemeinert gleichzeitig das gaußsche Eliminationsverfah-
ren aus der linearen Algebra und den euklidischen Algorithmus für Polynome in einer Variablen.

(a) Seien f, . . . , fr Linearformen in k[x, . . . , xn], etwa

fi =
n
∑
j=
ai jx j .

Zeigen Sie: Die reduzierte Gröbnerbasis des Ideals I = ⟨ f, . . . , fr⟩ bezüglich lex entspricht ge-
nau der reduzierten Zeilenstufenform der Matrix A = (ai j) (also mit Pivotelement  in jeder
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Zeile und Nullen an allen anderen Stellen der Pivotspalten). Soll heißen: Sei B = (bi j) die besag-
te reduzierte Zeilenstufenform und g, . . . , gs die zu den von Null verschiedenen Zeilen von B
gehörenden Linearformen. Dann ist {g, . . . , gs} die reduzierte Gröbnerbasis von I.

(b) Sei n =  und seien f , g ∈ k[x] Polynome ungleich . Zeigen Sie: Die reduzierte Gröbnerbasis
von ⟨ f , g⟩ bezüglich lex besteht aus dem normierten ggT von f und g.

2.5. Anwendungen

Mit Hilfe von Gröbnerbasen kann man eine ganze Reihe von algorithmischen Problemen

lösen, die in der algebraischen Geometrie von Bedeutung sind. Die beiden wichtigsten sind

zunächst der Inklusionstest und die Berechnung von Eliminationsidealen. Viele weitere Anwen-

dungen ergeben sich aus diesen beiden Grundbausteinen.

2.5.1. Inklusionstest. Gegeben Polynome f, . . . , fr und f . Entscheide, ob f ∈ ⟨ f, . . . , fr⟩ gilt.
Konstruiere dazu eine Gröbnerbasis G = {g, . . . , gs} von I = ⟨ f, . . . , fr⟩ und bestimme den

Standardrest von f bezüglich G durch Division mit Rest. Nach Kor. 2.17 gilt f ∈ I genau dann,
wenn dieser Standardrest  ist.

Allgemeiner kann man damit auch die Frage nach der Inklusion oder Gleichheit von zwei

Idealen im Polynomring entscheiden. Denn sind I und J Ideale in k[x, . . . , xn], dann gilt I ⊂ J
genau dann, wenn J eine Menge von Erzeugern von I enthält.

InMacaulay kann man den Standardrest eines Polynoms f bezüglich eines Ideals I mit dem Befehl
f % I berechnen lassen. Nach Satz 2.16 hängt der Standardrest außer von f und I nur noch von der
gewählten Monomordnung ab, die inMacaulay in den Ring integriert ist.

Die Inklusion J ⊂ I testet der Befehl isSubset(J,I). Für beides berechnet Macaulay eine

Gröbnerbasis von I, auch ohne explizite Anweisung.

2.5.2. Lösbarkeit vonGleichungssystemen.Die erste direkte Anwendung des Inklusionstests ist
der schwache Nullstellensatz: Sind f, . . . , fr ∈ k[x, . . . , xn], so gilt V( f, . . . , fr) = ∅ genau dann,
wenn  ∈ ⟨ f, . . . , fr⟩ gilt (Satz 1.28). Ob das der Fall ist, können wir durch einen Inklusionstest
nachprüfen. Damit haben wir einen Algorithmus, der direkt entscheidet, ob ein Gleichungssys-

tem lösbar oder unlösbar ist.

2.5.3. Eliminationsideale. Sei I ein Ideal in k[x, . . . , xn]. Für j = , . . . , n heißt

I j = I ∩ k[x j+, . . . , xn]

das j-te Eliminationsideal von I. Dies ist ein Ideal im Polynomring k[x j+, . . . , xn] und hat, wie
wir wissen, folgende geometrische Interpretation: Sei V = V(I) ⊂ An,Wj = V(I j) ⊂ An− j und

π j∶An → An− j, (x, . . . , xn)↦ (x j+, . . . , xn).

Dann ist Wj der Zariski-Abschluss der Projektion π j(V) (Satz 1.42). Das Eliminationsideal I j
lässt sich mit Hilfe von Gröbnerbasen folgendermaßen berechnen.
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De�nition 2.29. EineMonomordnung ⩽ auf Zn+ heißt Eliminationsordnung für x, . . . , x j, falls

xα j+
j+ ⋯x

αn
n < xi für alle i = , . . . , j und alle α j+, . . . , αn ⩾ 

gilt, falls also die Variablen x, . . . , x j größer sind als alle Monome in den übrigen Variablen.

O�enbar ist die lexikographische Ordnung eine Eliminationsordnung für jedes j = , . . . , n.

Satz 2.30. Sei I ein Ideal in k[x, . . . , xn] und sei G eine Gröbnerbasis von I bezüglich einer
Eliminationsordnung für x, . . . , x j ( ⩽ j ⩽ n). Dann ist

G j = G ∩ k[x j+, . . . , xn]

eineGröbnerbasis des j-ten Eliminationsideals (bezüglich der auf k[x j+, . . . , xn] ⊂ k[x, . . . , xn]
induzierten Monomordnung).

Beweis. Sei f ∈ I j, f ≠ . Dann wird das Leitmonom LM( f ) von einem der Leitmonome LM(g),
g ∈ G geteilt. Es folgt LM(g) ∈ k[x j+, . . . , xn] und, da wir eine Eliminationsordnung verwenden,
daraus auch g ∈ k[x j+, . . . , xn]. Also ist g ∈ G j und die Behauptung bewiesen. ∎

Eliminationsideale berechnet man inMacaulay mit dem Befehl eliminate.

i1 : R = QQ[x,y,z];

i2 : I = ideal(y-xˆ2,z-xˆ3);

o2 : Ideal of R

i3 : eliminate(I,{x})

3 2

o3 = ideal(y - z )

o3 : Ideal of R

(siehe Beispiel 1.23). Dazu berechnet Macaulay im Hintergrund eine Gröbnerbasis für I bezüglich
einer geeigneten Eliminationsordnung. Es ist nicht nötig (aber möglich durch Wechsel des Rings),

eine Eliminationsordnung explizit anzugeben.

2.5.4. Gleichungssysteme mit endlich vielen Lösungen. Es sei I = ⟨ f, . . . , fr⟩ ein Ideal in
k[x, . . . , xn]. Wir wollen wissen, ob die Varietät V(I) endlich ist und, falls ja, wollen wir diese
endlich vielen Punkte ausrechnen. Im Prinzip kann man das durch Elimination erreichen. Fi-

xiere die lexikographische Ordnung. Diese ist eine Eliminationsordnung für x, . . . , x j, für jedes
j = , . . . , n. Sei G eine Gröbnerbasis von I. Wie wir gesehen haben, gilt dann

I ∩ k[x j, . . . , xn] = ⟨G ∩ k[x j, . . . , xn]⟩ für j = , . . . , n.

Wenn V(I) endlich ist, dann auch die Projektion auf die letzten n − j +  Koordinaten. Deshalb
muss G in diesem Fall für jedes j = , . . . , n ein Polynom enthalten, in dem nur die Variablen
x j, . . . , xn vorkommen. (Und keine Variable darf ganz fehlen.) Insbesondere besteht G aus min-
destens n Elementen. Genauer gilt: IstG = {g, . . . , gr}, dann können wir die Elemente vonG so
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umsortieren und skalieren, dass

g j ∈ k[x j, . . . , xn] und LM(g j) = x
m j
j

für j = , . . . , n und gewissem, . . . ,mn ⩾  gilt. (Für die Behauptung über die Leitmonomemuss
man noch ein wenig arbeiten; siehe Übung 2.19). Mit anderenWorten, die Variablen sind in den

ersten n Gleichungen ’dreiecksförmig’ verteilt:

g(x, . . . , x j, x j+, . . . , xn) = 

⋮

g j(x j, x j+, . . . , xn) = 

⋮

gn(xn) = .

Im Prinzip können wir das Gleichungssystem damit durch Rückeinsetzung lösen, genauso wie

in der linearen Algebra: Als erstes lösen wir die letzte Gleichung, in der nur die Variable xn vor-
kommt. Danach setzenwir die endlich vielen Lösungen in die nächste Gleichung ein, in der dann

nur noch xn− vorkommt, und so weiter. Am Schluss müssen wir noch alle so erhaltenen Lösun-
gen darauf überprüfen, ob die verbleibenden Polynome gn+, . . . , gr in ihnen verschwinden.
Dieser Algorithmus ist wieder nur eine Skizze und kann für die Praxis erheblich verbessert

werden. Er bringt aber in jedem Fall gewisse Schwierigkeiten mit sich: Erstens ist es schon mit

dem Lösen von Gleichungen in einer Variablen nicht so einfach, wie wir aus der Algebra wissen;

solche Lösungen lassen sich ebennicht immer durchWurzelziehenhinschreiben. Trotzdemkann

man mit ihnen im Prinzip exakt rechnen (Stichwort: Algebraische Zahlen). Zweitens wächst die

Zahl der Gleichungen in einer Variablen, die man durch Einsetzungen aller vorigen Lösungen

erhält, im allgemeinen rasant (exponentiell), so dass es bei wachsender Zahl von Gleichungen

und Variablen schnell unmöglich wird, das Verfahren praktisch durchzuführen.

Trotz dieser Einschränkungen haben wir damit in gewisser Weise die beste Annäherung

an das Gaußsche Eliminationsverfahren für lineare Gleichungssysteme erreicht, die für nicht-

lineare Gleichungssysteme möglich ist. Ein einfaches Beispiel diskutieren wir in Übung 2.18.

Frage 2.31. Wie kann man entscheiden, ob V(I) endlich ist, ohne die Lösungen auszurechnen?

2.5.5. Implizitisierung. Gegeben f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xm], betrachte den Morphismus

φ∶Am → An , p ↦ ( f(p), . . . , fn(p)).

Der Zariski-Abschluss Z = φ(Am) des Bildes ist eine irreduzible k-Varietät inAn. Nach Kor. 1.43
wird Z durch das Ideal

⟨y − f, . . . , yn − fn⟩ ∩ k[y, . . . , yn],

beschrieben, wobei der Durchschnitt im Polynomring k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] gebildet wird.
Durch Elimination können wir also Gleichungen für die parametrisierte Varietät Z berechnen.

2.5.6. Durchschnitt von Idealen. Seien I = ⟨ f, . . . , fr⟩und J = ⟨g, . . . , gs⟩ Ideale in k[x, . . . , xn].
Für die Ideale I + J und IJ kann man sofort Erzeuger hinschreiben, aber für I ∩ J ist das deutlich
schwieriger. Mit Hilfe von Gröbnerbasen kann man wie folgt vorgehen:
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Satz 2.32. Seien I und J Ideale wie oben und seien Ĩ bzw. J̃ die von I bzw. J erzeugten Ideale im
Polynomring k[t, x, . . . , xn]mit einer zusätzlichen Variablen t. Dann ist

I ∩ J = (tĨ + ( − t)J̃) ∩ k[x, . . . , xn].

Beweis. Für f ∈ I ∩ J liegt f = t f + ( − t) f im Ideal auf der rechten Seite. Umgekehrt sei f im
rechten Ideal gelegen. Es gibt also Polynome pi , q j ∈ k[t, x, . . . , xn] (i = , . . . , r, j = , . . . , s) mit

f (x) = t
r

∑
i=
pi(t, x) fi(x) + ( − t)

s

∑
j=
q j(t, x)g j(x).

Substitution von t =  bzw. t =  zeigt f ∈ I bzw. f ∈ J. ∎

Das Problem der Berechnung von I∩ J ist damit auf das Eliminationsproblem zurückgeführt,
das wir schon gelöst haben. Explizit ist

tĨ + ( − t)J̃ = ⟨t f, . . . , t fr , ( − t)g, . . . , ( − t)gs⟩

Man bekommt also eine Gröbnerbasis des Durchschnitts I ∩ J, indem man eine Gröbnerbasis
des Ideals tĨ + ( − t)J̃ bezüglich einer Eliminationsordnung für t bestimmt und alle Polynome
daraus weglässt, in denen die Variable t vorkommt.

In Macaulay gibt es natürlich einen Befehl, der den Durchschnitt I ∩ J direkt berechnet, nämlich
intersect(I,J). Es können auch mehr als zwei Ideale angegeben werden.

2.5.7. Radikale. Im Hinblick auf den starken Nullstellensatz und seine Anwendungen wäre es
ausgesprochen nützlich, wenn wir das Radikal eines Ideals mit Hilfe von Gröbnerbasen berech-

nen könnten. Tatsächlich gibt es entsprechende Algorithmen, aber ganz einfach ist die Sache

nicht und wir werden hier nicht darauf eingehen (siehe zum Beispiel [Greuel-P�ster, Kap. 4]).

Sehr viel einfacher ist es allerdings zu testen, ob ein einzelnes Polynom f im Radikal eines
gegebenen Ideals enthalten ist. Sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein Ideal und f ∈ k[x, . . . , xn]. Genau dann
ist f in

√
I enthalten, wenn

 ∈ ⟨I⟩ + ⟨ − f y⟩ ⊂ k[x, . . . , xn , y]

gilt. Das ist im wesentlichen der ’Trick von Rabinowitsch’ im Beweis des starken Nullstellensat-

zes; siehe Übung 2.16. Das Problem ist damit auf einen Inklusionstest zurückgeführt.

Das Radikal eines Ideals I wird inMacaulay mit dem Befehl radical(I) berechnet. Bei komple-

xeren Problemen kann das allerdings ziemlich lange dauern oder auch gar nicht in akzeptabler Zeit

terminieren. Wenn man nur wissen will, ob ein bestimmtes Polynom im Radikal liegt, kann es sich

daher lohnen, den gerade beschriebenen Trick anzuwenden.

2.5.8. Urbild eines Ideals. Es sei

α∶ k[y, . . . , yn]→ k[x, . . . , xm]
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ein Homomorphismus zwischen zwei Polynomringen und sei I ein Ideal in k[x, . . . , xm]. Wir
wollen das Urbildideal α−(I) berechnen.
Der Homomorphismus α ist durch die Bilder der Variablen y, . . . , yn eindeutig festgelegt.

Es gibt also Polynome f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xm]mit α(y j) = f j für j = , . . . , n.

Lemma 2.33. Es sei J = ⟨y − f, . . . , yn − fn⟩ ⊂ k[x, . . . , xm , y, . . . , yn]. Dann gilt

α−(I) = (⟨I⟩ + J) ∩ k[y, . . . , yn],

wobei ⟨I⟩ das von I in k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] erzeugte Ideal bezeichnet.

Beweis. Wir schreiben kurz x = (x, . . . , xm) und y = (y, . . . , yn). Betrachte den Homomor-
phismus von k-Algebren

β∶ k[x , y]→ k[x], β(xi) = xi , β(y j) = f j.

Die Behauptung ergibt sich aus den folgenden drei Aussagen:

(i) Es gilt α−(I) = β−(I) ∩ k[y], denn α ist die Einschränkung von β auf k[y].
(ii) Es gilt β−(I) = ⟨I⟩ + ⟨ker(β)⟩, denn die Einschränkung von β auf k[x] ist die Identität.
(iii) Es gilt ker(β) = J (siehe Übung 2.17). ∎

Das Lemma reduziert die Berechnung des Urbildideals damit auf ein Eliminationsproblem.

Das Ideal ⟨I⟩ + J kennen wir übrigens schon: Es de�niert gerade den Graph des Morphismus
φ = ( f, . . . , fn)∶V(I)→ An, was wir in Kor. 1.43 benutzt haben.

2.5.9. Kern eines Homomorphismus. Ein allgemeineres Problem als das vorige ist die Berech-
nung des Kerns einen beliebigenHomomorphismus ρ∶B → A von endlich erzeugten k-Algebren.
Dazumüssen die Algebren A und B durch Erzeuger und Relationen gegeben sein. Das heißt,

wir �xieren Erzeuger a, . . . , am von A und b, . . . , bn von B und betrachten die Epimorphismen

α∶{
k[x, . . . , xm] → A

xi ↦ ai
und β∶{

k[y, . . . , yn] → B
yi ↦ bi

.

Setze I = ker(α) und J = ker(β). Der Homomorphismus ρ∶B → A ist durch die Bilder von
b, . . . , bm eindeutig bestimmt. Es gibt also Polynome f j ∈ k[x, . . . , xm] mit ρ(b j) = α( f j) für
j = , . . . , n. Für alle g ∈ J muss dabei g( f, . . . , fn) in I liegen (Homomorphiesatz). De�niere

ρ̃∶{
k[y, . . . , yn] → k[x, . . . , xm]

y j ↦ f j
.

Nach Konstruktion haben wir dann ein kommutierendes Diagramm

k[y, . . . , yn]
ρ̃
//

β
��

k[x, . . . , xm]

α
��

B
ρ

// A.

Das gesuchte Ideal ist also ρ−() = β(ρ̃−(I)). Das Ideal ρ̃−(I) können wir dabei wie oben
berechnen. Wegen β(ρ̃−(I)) = ρ̃−(I)/J müssen wir dann nur noch die Erzeuger dieses Ideals
modulo J reduzieren und erhalten das gesuchte Ideal.
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Ist φ∶V →W einMorphismus von a�nen k-Varietäten und φ#∶ k[W]→ k[V] der zugehöri-

geHomomorphismus zwischen denKoordinatenringen, dannde�niert kerφ# genau denZariski-

Abschluss des Bildes φ(V) (siehe Übung 1.41).

Übungen

Übung 2.16. Sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein Ideal und f ∈ k[x, . . . , xn]. Zeigen Sie:

f ∈
√
I ⇐⇒  ∈ ⟨I⟩ + ⟨ − f y⟩ ⊂ k[x, . . . , xn , y].

Übung 2.17. Die folgende Aussage wurde im Text benutzt. Es sei R ein Ring, seien a, . . . , an ∈ R und

α∶R[x, . . . , xn], α(xi) = ai für i = , . . . , n

der Auswertungshomomorphismus. Dann gilt

ker(α) = ⟨x − a, . . . , xn − an⟩.

(Vorschlag: Reduzieren Sie auf den Fall a = ⋅ ⋅ ⋅ = an = .)

Übung 2.18. Gegeben seien die drei Polynome

f = x + y + z − , f = x − y + z, f = x − z

in Q[x , y, z]. Zeigen Sie, dass V( f, f, f) endlich ist und bestimmen Sie alle komplexen Punkte dieser
Varietät mit dem Verfahren aus Abschnitt 2.5.4.

Übung 2.19. Die folgende Aussage haben wir in Abschnitt 2.5.4 benutzt: Es sei I ein Ideal in k[x, . . . , xn]
und die Varietät V(I) sei eine endliche Menge von Punkten. Sei G eine Gröbnerbasis von I bezüglich
lex. Zeigen Sie, dass G für jedes j = , . . . , n ein Element g j mit LM(g j) = xm j für ein m j ⩾  enthält.
(Vorschlag: Benutzen Sie Übung 1.35).

Übung 2.20. Es seien f , g ∈ k[x , y], I = ⟨ f , g⟩ und G eine Gröbnerbasis von I bezüglich lex. Sei r ∈ k[y]
die Resultante von f und g bezüglich y. Zeigen Sie, dass jeder Faktor von r ein Element von G teilt.

Übung 2.21. Gegeben ganze Zahlen a, b, c mit

a + b + c = , a + b + c = , a + b + c = .

(a) Zeigen Sie a + b + c =  und a + b + c ≠ .
(b) Bestimmen Sie a + b + c und a + b + c.
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. PROJEKTIVE GEOMETRIE

In der projektiven Geometrie wird der a�ne Raum durch Hinzufügen von Punkten, die

man sich als unendlich ferne Schnittpunkte paralleler Geraden vorstellen kann, zum projekti-

ven Raum erweitert. Viele geometrische Aussagen werden dadurch einfacher, weil es weniger

Ausnahmefälle gibt. In der Algebra entspricht das dem Übergang von beliebigen Polynomglei-

chungen zu homogenen Gleichungen. Auch das macht für die algebraische�eorie vieles ein-

facher. Zunächst führen wir projektive Räume ein und versuchen, ein geometrisches Bild von

ihnen zu entwerfen. Danach entwickeln wir die�eorie der homogenen Polynomgleichungen.

3.1. Projektive Räume

Es sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Der projektive Raum
über V ist die Menge aller -dimensionalen Unterräume von V und wird mit PV bezeichnet.
Die Elemente von PV heißen die Punkte von PV . Die Punkte des projektiven Raums sind also
die Ursprungsgeraden des Vektorraums. Die (projektive) Dimension von PV ist de�niert als

dimPV = dim(V) − .

Der projektive Raum PKn+ hat also die Dimension n und wird kurz mit PnK bezeichnet oder, bei
�xiertem K, nur mit Pn. Man nennt Pn auch einfach den n-dimensionalen projektiven Raum
über K. Wie erwartet heißt P die projektive Gerade, P die projektive Ebene über K. Der -
dimensionale projektive Raum P besteht nur aus einem einzigen Element und wird daher als
Punkt aufgefasst. Per De�nition ist außerdem P{} = ∅ und dimP{} = −.
Diese De�nition projektiver Räume ist technisch einfach aber vollkommen unanschaulich.

Von unendlich fernen Punkten ist nichts zu sehen.Wirmüssen also die Geometrie erst noch ent-

wickeln. Zunächt noch etwas lineare Algebra: Ist V ein Vektorraum und U ⊂ V ein Unterraum,
so ist PU ⊂ PV ein projektiver Unterrraum von PV . Projektive Unterräume der Dimension 
heißen Geraden, der Dimension  Ebenen, der Dimension dimPV − Hyperebenen.
Sind U und U zwei Unterräume von V und ist L = PU, L = PU, so de�niere

LL = P(U +U),

der Verbindungsraum von L und L. Außerdem gilt o�enbar

L ∩ L = P(U ∩U).

Aus der De�nition der projektiven Dimension und der Dimensionsformel für lineare Unter-

räume erhält man sofort die projektive Dimensionsformel

dim LL = dim L + dim L − dim(L ∩ L).
59
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Beispiel 3.1. Zwei verschiedene Geraden in P schneiden sich in genau einem Punkt (Übung!).
Es gibt also keine ’parallelen’ Geraden in P. Zwei Geraden L und L in P heißen windschief,
falls L∩L = ∅. Der Verbindungsraum hat dann die Dimension dim LL = +−(−) =  (denn

dim∅ = −!). Also spannen L und L den ganzen Raum auf.Wenn L und L einen Schnittpunkt
haben, dann liegen sie in einer gemeinsamen Ebene und es gilt dim LL =  +  −  = .

Ein Punkt von PV , also ein -dimensionaler Unterraum von V , wird von einemVektor v ≠ 
aufgespannt. Wir schreiben kurz [v] = K ⋅ v. Natürlich gilt dann

[v] = [λv] für alle λ ∈ K×.

In PnK schreiben wir [a, . . . , an] für den Punkt K ⋅ (a, . . . , an). Es gilt dann

[λa, . . . , λan] = [a, . . . , an] für alle λ ∈ K×.

Ist p = [a, . . . , an], so heißen die Zahlen a, . . . , an, die nur bis auf Skalierung durch p bestimmt
sind, die homogenen Koordinaten von p. Die homogenen Koordinaten ändern sich also durch
Skalierung, aber ob eine Koordinate Null ist oder nicht, ändert sich dabei natürlich nicht. Weil

für jeden Punkt in Pn mindestens eine homogene Koordinate ungleich  ist, ist jeder Punkt in
einer der Mengen

Di = {[a, . . . , an] ∈ Pn∶ ai ≠ } (i = , . . . , n)

enthalten. In Di können wir die Koordinate ai ≠  durch Division zu  machen, d.h. es gilt

[a, . . . , an] = [
a
ai
, . . . ,

ai−
ai
, ,
ai+
ai
, . . . ,

an
ai

], falls ai ≠ .

Zu jedem p ∈ Di existiert also ein eindeutiger Vektor (a, . . . , ai−, ai+, . . . , an) ∈ Kn mit

p = [a, . . . , ai−, , ai+, . . . , an].

Da der i-te Eintrag dann also immer  ist, ist die Abbildung

ρi ∶{
An → Di

(a, . . . , ai−, ai+, . . . , an) ↦ [a, . . . , ai−, , ai+, . . . , an]

eine Bijektion zwischen dem a�nen Raum An und der Teilmenge Di . Wir halten fest:

Der projektive Raum Pn wird von n +  Kopien des a�nen Raums An überdeckt.

Diese Überdeckung kann man sich in den Fällen n = ,  folgendermaßen veranschaulichen:

n = 
D

D

[− 

, ]

[, ][, ]

[, ]

[,− 

]

n = 
D
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Die Ursprungsgeraden in K werden mit ihren Schnittpunkten mit der a�nen Geraden x = 
bzw. x =  identi�ziert. Entsprechend für n = , wo die Ursprungsgeraden mit ihren Schnitt-

punkten mit einer a�nen Ebene identi�ziert werden. Für n =  gilt

D = {[x , ]∶ x ∈ K} ≅ A.

Das Komplement P ∖D besteht nur aus einem einzigen Punkt, nämlich [, ]. Im Allgemeinen

ist das Komplement von Di eine Hyperebene in Pn, und zwar

Hi = Pn ∖ Di = {[a, . . . , ai−, , ai+, . . . , an] ∈ Pn} = P{a ∈ Kn+∶ ai = } ≅ PKn = Pn−.

Im Bezug auf den a�nen Raum Di ≅ An heißt Hi die Hyperebene im Unendlichen. Im Bild
oben entspricht H also der Menge aller Ursprungsgeraden, die die Ebene {x = } in K nicht
schneiden, weil sie in der parallelen Ebene {x = } liegen. Geraden in der Ebene D entste-
hen als Schnitt von D mit -dimensionalen Unterräumen von K. Genau dann sind die beiden
Geraden parallel, wenn sich die beiden -dimensionalen Unterräume in einem -dimensionalen

Unterraum in der Ebene {x = } schneiden. Der Schnittpunkt der beiden parallelen Geraden
liegt nicht in D, sondern ’im Unendlichen’, auf der projektiven Geraden H.

Warnung. Diese Bilder sind zur Veranschaulichung hilfreich, sie können aber auch verwir-
ren. Die Terminologie ist nicht zufällig gewählt: Einen Punkt im projektiven Raum soll man sich

auch als Punkt vorstellen, nicht als Gerade in einem a�nen Raum. Die projektive Gerade ist ei-

ne Gerade, die Ebene eine Ebene, der Raum ein Raum. So wie die geometrischen Bilder immer

reelle (und nicht komplexe) Bilder sind, so sind sie auch immer a�n, nicht projektiv. In unserer

Vorstellung ist also z.B. PC eine Ebene, nur mit gewissen idealisierten Eigenscha�en.

Es sei V ein K-Vektorraum der Dimension n + . Eine Menge {p, . . . , pr} von Punkten in
PV mit r ⩽ n heißt projektiv unabhängig, wenn

dim(p, . . . , pr) = r

gilt. Wenn wir Vektoren v, . . . , vr ∈ V wählen mit pi = [vi], dann sind p, . . . , pr o�enbar genau
dann projektiv unabhängig, wenn v, . . . , vr linear unabhängig sind. Das ist also nichts Neues.
Ein System von n +  projektiv unabhängigen Punkten in PV heißt ein homogenes Koordi-
natensystem. Allgemeiner sagt man, die Punkte p, . . . , pr (mit r nicht unbedingt kleiner oder
gleich n) seien (linear) in allgemeiner Lage, wenn jede Wahl von höchstens n +  Punkten aus
{p, . . . , pr} projektiv unabhängig ist.
Schließlich überlegenwir uns noch, wie esmit linearenAbbildungen imProjektiven aussieht.

Es seien V undW zwei K-Vektorräume und Φ∶V → W eine lineare Abbildung. Ist v ∈ V mit
Φ(v) ≠ , dann können wir dem Punkt [v] ∈ PV den Bildpunkt [Φ(v)] ∈ PW zuordnen. Ist

dagegen Φ(v) = , dann können wir damit nichts anfangen, denn Φ(v) erzeugt dann ja keinen
-dimensionalen Unterraum vonW . Wir erhalten also eine Abbildung

[Φ]∶{
PV ∖ (PkerΦ) → PW

[v] ↦ [Φ(v)]
.

Zwei Typen von solchen Abbildungen sind besonders wichtig, nämlich Projektivitäten und Pro-

jektionen, die wir nun nach einander diskutieren.
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Wenn Φ∶V → V ein Isomorphismus (=lineare Bijektion) ist, also Φ ∈ GL(V), dann ist

[Φ]∶PV → PV ebenfalls bijektiv und heißt die durch Φ bestimmte Projektivität von PV auf
sich. Die Projektivitäten bilden unter Komposition eine Gruppe, die projektive lineare Gruppe,
die wir mit PGL(V) bezeichnen. Wir können ziemlich leicht sagen, wie diese Gruppe aussieht:

Per De�nition haben wir einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

GL(V)→ PGL(V), Φ ↦ [Φ].

Da [λΦ(v)] = [Φ(v)] für alle λ ∈ K× und alle [v] ∈ PV gilt, können wir Φ durch λΦ ersetzen,
ohne dass sich die Projektivität ändert. Mit anderen Worten, der Kern des obigen Gruppenho-

momophismus ist der Normalteiler K×idV = {λ ⋅ idV ∶ λ ∈ K×}, bestehend aus den Vielfachen der
Identität. Nach dem Isomorphiesatz gilt also

PGL(V) ≅ GL(V)/(K×idV).

In homogenen Koordinaten sieht das so aus: Ist V = Kn+, dann induziert jeder Koordinaten-
wechsel, gegeben durch eine invertierbareMatrix P ∈ GLn+(K), v ↦ Pv eine Projektivität (einen
projektiven Koordinatenwechsel)

Pn → Pn , [v]↦ [Pv].

Dabei ergeben P und λP für λ ∈ K× denselben projektiven Koordinatenwechsel. Die Gruppe
PGL(Kn+) wird mit PGLn+(K) bezeichnet1. Es gilt

PGLn+(K) ≅ GLn+(K)/(K×In+).

Die Projektivitäten von Pn auf sich sind also durch Matrizen beschrieben, die aber, wie die ho-
mogenenen Koordinaten der Punkte, nur bis auf Skalierung wohlbestimmt sind.

Satz 3.2. Es seien (p, . . . , pn+) und (q, . . . , qn+) zwei Tupel von n +  Punkten in allgemeiner
Lage in Pn. Dann gibt es genau eine Projektivität [P] von Pn mit

[P]pi = qi für i = , . . . , n + .

Dass man je zwei Tupel von n +  projektiv unabhängigen Punkten in Pn durch eine Projek-
tivität aufeinander abbilden kann, ist klar, weil es einfach einem Basiswechsel in Kn+ entspricht.
Die Aussage des Satzes ist gerade, dass man im Projektiven einen Freiheitsgrad gewinnt.

Beweis. Es seien vi ∈ Kn+ Vektorenmit pi = [vi] für i = , . . . , n+. Da p, . . . , pn in allgemeiner
Lage sind, sind v, . . . , vn linear unabhängig, also eine Basis. Es gibt also a, . . . , an ∈ K mit

vn+ = av +⋯ + anvn .

Dabei sind die Skalare a, . . . , an alle ungleich , da nachVoraussetzung jede echte Teilmenge von
{v, . . . , vn+} linear unabhängig ist. Wir können deshalb vi durch aivi ersetzen, für i = , . . . , n.
Dann gilt immer noch pi = [vi] und außerdem

vn+ = v +⋯ + vn .

1Da dies die Gruppe der Projektivitäten von Pn auf sich ist, wäre es konsequenter, sie mit PGLn(K) zu bezeichnen,
aber dies wäre entgegen der allgemein üblichen Konvention.
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Sei nun P ∈ GLn+(K) die Matrix mit Spalten v, . . . , vn. Dann gilt

[Pei] = [vi] = pi für i = , . . . , n und [P(e +⋯ + en)] = [v +⋯ + vn] = pn+.

Genauso gibt es P ∈ GLn+(K)mit

[Pei] = qi für i = , . . . , n und [P(e +⋯ + en)] = qn+.

Also ist P = PP− die gesuchte Matrix. Die Konstruktion zeigt außerdem, dass P und P bis auf
Skalierung eindeutig sind, somit [P] eindeutig ist als Element von PGLn+(K). ∎

Auf dem ganzen projektiven Raum betrachtet sind Projektivitäten ziemlich einfach, weil sie

linearen Abbildungen entsprechen. Was aber geschieht auf den a�nen Teilmengen? Es sei

D = {[, x, . . . , xn]∶ (x, . . . , xn) ∈ An} ≅ An

wie oben. Sei [A] ∈ PGLn+(K) eine invertierbare Matrix mit Zeilenvektoren a, . . . , an und sei
[p] = [, x, . . . , xn] ∈ D. Dann gilt also

[Ap] = [a ⋅ p, a ⋅ p, . . . , an ⋅ p],

wobei wir p jetzt als Spaltenvektor au�assen. Wenn wir A durch ein Vielfaches λA, λ ≠ , erset-

zen, dann ändert sich [Ap] nicht, der Ausdruck ist also wohlde�niert. Wenn a ⋅ p ≠  ist, dann
können wir durch diesen Eintrag teilen und landen wieder in D, also

[Ap] = [,
a ⋅ p
a ⋅ p

, . . . ,
an ⋅ p
a ⋅ p

].

Jeder Ausdruck ai ⋅ p ist dabei ein Polynom ℓi vom Grad  in x = (x, . . . , xn), nämlich

ℓi(x) = ai ⋅ (, x) = ai , +
n

∑
j=
ai , jx j.

Die Einschränkung von [A] auf D können wir also als Funktion

φ∶An → An , (x, . . . , xn)↦ (
ℓ(x)
ℓ(x)

, . . . ,
ℓn(x)
ℓ(x)

)

au�assen, eine sogenannte gebrochen-lineare Transformation. Wie bei rationalen Funktionen
üblich, ist sie nicht auf ganz An de�niert, sondern nur in den Punkten x ∈ An, wo der Nenner
ℓ(x) ungleich  ist. DaA invertierbar ist, ist ℓ nicht dieNullfunktion und φ ist de�niert auf dem
Komplement der a�nen Hyperebene {x ∈ An∶ ℓ(x) = }. Dieser Wechsel zwischen projektiver
und a�ner Sichtweise kommt in der projektiven Geometrie immer wieder vor.

Wir diskutieren den Fall n =  noch etwas ausführlicher. Es sei P ∖D = {∞}mit∞ = [, ]

wie oben und sei

A = [
a b
c d

] ∈ PGL(K).

In homogenen Koordinaten de�niert A die Abbildung

[A]∶P → P, [x, x]↦ [ax + bx, cx + dx].
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Die Einschränkung von [A] auf D ist die gebrochen-lineare Transformation

φ∶A → A, x ↦ ax + b
cx + d

,

die entsteht, indem wir x =  setzen und durch den zweiten Eintrag teilen. Solche gebrochen-
linearen Transformationen in einer Variablen werden (vor allem in der komplexen Analysis)

auchMöbius-Transformationen2 genannt. Obwohl wir auf D eingeschränkt haben, sehen wir
immer noch, was die Funktion φ auf der ganzen projektiven Geraden tut: Denn φ ist unde�niert,
wo der Nenner cx + d verschwindet. Wenn c ≠  ist, dann ist das der Punkt x = −d/c. Dieser
wird dann von [A] gerade auf∞ = [, ] abgebildet, denn es gilt

A[−d/c, ] = A[−d , c] = [−ad + bc, ] = [, ] =∞.

Ist c = , so ist φ die Polynomfunktion φ(x) = (a/d)x + (b/d) und bildet ∞ auf ∞ ab. Die

Aussage von Satz 3.2 wird zu:

Korollar 3.3. Es seien p, q, r drei verschiedene Punkte in P = A ∪ {∞}. Dann gibt es genau eine
Möbius-Transformation φ∶P → P mit

φ() = p, φ() = q, φ(∞) = r. ∎

Der andere ganzwichtige Typ von linearenAbbildungen in der projektivenGeometrie, neben

den Projektivitäten, sind die Projektionen. Es sei

π∶{
Kn+ → Kn

(a, a, . . . , an) ↦ (a, . . . , an)

die lineare Projektion auf die letzten n Koordinaten. Der Kern von π ist die Gerade K ⋅ e, die
dem Punkt p = [, , . . . , ] ∈ Pn entspricht. Wie oben im allgemeinen beschrieben, induziert π
also eine Abbildung

πp∶Pn ∖ {p}→ Pn−, [a, a, . . . , an]↦ [a, . . . , an],

genannt die Projektionmit Zentrum p. Damit ist die folgende geometrische Sichtweise verbun-
den: Wir können Pn− als Teilraum von Pn au�assen, indem wir Pn− mit der Hyperebene

H = {[, a, . . . , an]∶ [a, . . . , an] ∈ Pn−} ⊂ Pn

identi�zieren. Dann entspricht πp der Abbildung

πp∶Pn ∖ {p}→ H, [a, a, . . . , an]↦ [, a, . . . , an],

die die erste Koordinate durch  ersetzt.3 Diese Projektion können wir geometrisch folgender-

maßen verstehen: Sei q ∈ Pn, q ≠ p. Dann gilt

πp(q) = pq ∩H.

In Worten: Man projiziert q vom Zentrum p auf die Hyperebene H, indem man die Verbin-
dungsgerade von p und q mit H schneidet.
2August FerdinandMöbius (1790–1868), deutscher Mathematiker und Astronom
3Streng genommen handelt es sich natürlich nicht um dieselbe Abbildung, da das Ziel einmal Pn− und einmal
H ⊂ Pn ist. Je nach Kontext wird aber beides als Projektion mit Zentrum p bezeichnet.
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p

q

πp(q)

H

Um das einzusehen, schreibe p = [, , . . . , ] wie gehabt und q = [a, . . . , an], dann gilt

pq = {[λp + µq] = [λ + µa, µa, . . . , µan] ∶ λ, µ ∈ K nicht beide }

Der Schnittpunkt pq∩H entspricht also [λ, µ] ∈ Pmit λ+ µa = . Falls a = , dann also q ∈ H
und λ = , also pq ∩ H = {[, µa, . . . , µan]} = {q}, so dass πp(q) = q. Falls a ≠ , dann folgt
µ = −λ/a, so dass pq ∩H der Punkt [, (−λ/a)a, . . . , (−λ/a)an] = [, a, . . . , an] = q ist.
Diese Sichtweise erklärt anschaulich, warum die Projektion in ihrem Zentrum p nicht de�-

niert sein kann, denn p selbst bestimmt keine Verbindungsgerade mit p.
Wenn p ∈ Pn beliebig ist, dann bezeichnet πp immer die Projektionmit Zentrum p auf das or-

thogonale Komplement, also auf die HyperebeneH = {q ∈ Pn∶ ⟨p, q⟩ = }, wobei ⟨−,−⟩ das Stan-
dardskalarprodukt auf Kn+ bezeichnet. Durch einen orthogonalen Koordinatenwechsel kann
man immer p = [,  . . . , ] und H wie oben erreichen.

Übungen

Übung 3.1. Es sei V ein K-Vektorraum der Dimension n + . Zeigen Sie, dass jeder m-dimensionale pro-
jektive Unterraum von PV ein Durchschnitt von n −m projektiven Hyperebenen ist.

Übung 3.2. Es sei Fq der Körper mit q Elementen (q = pr , p prim). Zeigen Sie:
(a) Jede Gerade in PnFq enthält genau q +  Punkte.
(b) Die projektive Ebene PFq hat q

 + q +  Punkte und genauso viele Geraden.
(c) Interpretieren Sie den Graph im Bild als Darstellung der projektiven Ebene PF . (Auch die Kreislinie
ist eine Gerade). Diese projektive Ebene mit sieben Punkten und Geraden wird Fano-Ebene genannt.
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Übung 3.3. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und M ⊂ PV eine Teilmenge. Sei W =
P(span(M)) der vonM aufgespannte projektive Unterraum und betrachte die Menge der Sekanten

Sek
(M) = {pq∶ p, q ∈ M}

zwischen Punkten inM. De�niere induktiv Sekm(M) = Sek(Sekm−(M)) für m ⩾ . Zeigen Sie:
(a) W = ⋃m⩾ Sekm(M);
(b) Falls dim(M) ⩽ n, dann giltW = Sekn(M).

Übung 3.4. SeiK = C. Bestimmen Sie alleMöbius-Transformationen aufPC = C∪{∞}, die die folgenden
Teilmengen in sich abbilden:

(a) (i)R = {x + iy∶ y = }; (ii)H = {x + iy∶ y > }; (iii)H = {x + iy∶ y ⩾ }; (iv)D = {x + iy∶ x + y < };
(v) D = {x + iy∶ x + y ⩽ }.

(b) Sei φ(t) = t−i
t+i . Zeigen Sie, dass φ(H) = D gilt.

3.2. Kurze Geschichte der Geometrie

Die Geometrie wurdemehr als zweitausend Jahre lang, von der Antike bis in die Neuzeit, vor

allem durch die berühmten Elemente des Euklid4 bestimmt. Sie wird dort als eine axiomatische
�eorie präsentiert, d.h. sie geht von wenigen einfachen Grundtatsachen aus, den Axiomen, die
als plausibel angesehen und nicht weiter begründet werden, und alles Übrige wird durch logi-

sches Schließen aus den Axiomen hergeleitet5. Diese Herangehensweise hat natürlich die ganze

Mathematik geprägt, obwohl sie lange fast völlig auf die Geometrie beschränkt war.

Lateinische Übersetzung der Elemente des Euklid — Druck von Erhard Ratdolt (1482)

Bildquelle:Wikimedia Commons

4Euklid von Alexandria (vermutlich 3. Jahrhundert v. Chr.), griechischer Mathematiker, der berühmteste Geo-

meter der Geschichte; über sein Leben ist jedoch fast nichts bekannt.
5Jedenfalls nach moderner Interpretation. Euklid argumentiert dazwischen durchaus auch anschaulich.
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Die Entwicklung der projektiven Geometrie nahm in der Renaissance ihren Anfang. Sie ist

eine der ersten neuzeitlichen�eorien, die sich klar von der antikenGeometrie abheben und ent-

stand als eine Erweiterung der euklidischenGeometrie zunächst aus der Überzeugung, dass par-

allele Geraden, die in den Aussagen der euklidischen Geometrie häu�g zu Ausnahmen führen,

sich
”
imUnendlichen schneiden“. Die Grundlagen der projektiven Geometrie wurden unter an-

derem durch Kepler6 und Desargues7 gelegt. Eine wichtige Rolle hat auch die Entwicklung der

perspektivischen Malerei gespielt. Dort schneiden sich parallele Geraden im Raum, wenn sie

durch Zentralprojektion auf einer Leinwand dargestellt werden, im sogenannten Fluchtpunkt,

der ebenfalls einen unendlich-fernen Punkt repräsentiert.

Zentralperspektive mit Fluchpunkt

Bildquelle:Wikimedia Commons (W. Gothe)

Ra�ael: Die Schule von Athen (Fresko, Stanza della

Segnatura, Vatikan, 1510) Bildquelle:Wikimedia Commons

Trotz dieser Analogie über die Schnittpunkte paralleler Geraden, sind die Geometrie der

perspektivischen Darstellung (sogenannte darstellende Geometrie) und die projektive Geome-

trie nicht genau dasselbe. Diese schönen Bilder sollte man also nicht mit den dreidimensionalen

Bildern verwechseln, die wir zur Illustration der projektiven Ebene verwendet haben.

Außer der projektiven Geometrie nahm aber in der frühen Neuzeit eine noch weiterreichen-

de Entwicklung ihrenAnfang: Das Rechnen inKoordinaten, die kartesische Geometrie8. Dadurch
ließ sich alle Geometrie vollständig in Algebra übersetzen. Für den axiomatischen Zugang wie

bei Euklid setzte sich später die Bezeichnung synthetische Geometrie durch, für die kartesische
Geometrie dagegen die Bezeichnung analytische Geometrie9.
Zunächst spielten kartesische Koordinaten aber eher in der Mechanik und in der Analysis

eine Rolle. Die synthetische Geometrie war bis weit ins 19. Jahrhundert bestimmend dafür, was

als Geometrie galt und war fester Bestandteil jeder mathematischen Ausbildung. Ihre klaren, lo-

gischen Ableitungen galten als Inbegri� mathematischer Schönheit und Präzision. Die synthe-

tische Geometrie (in der Form der projektiven aber auch der sogenannten nicht-euklidischen

Geometrie) erreichte im späten 19. Jahrhundert ihren Höhepunkt.

6Johannes Kepler (1571–1630), deutscher Astronom, Mathematiker und Universalgelehrter
7Girard Desargues (1591–1661), französischer Mathematiker und Ingenieur
8nach Réné Descartes (1596–1650), französischer Philosoph, Mathematiker und Naturwissenscha�ler
9Auch die algebraische Geometrie ist demnach analytisch. Der Gegensatz ’analytisch/synthetisch’ in dem hier be-

schriebenen Sinn hat nicht direkt mit dem Gegensatz ’analytisch/algebraisch’ bei der modernen Einteilung der Ma-

thematik in ihre Teilgebiete zu tun.



68 3. PROJEKTIVE GEOMETRIE

Schließungssätze von Pappos10 und Desargues; der Satz von Pappos impliziert — durch rein synthetische

Argumente — den von Desargues (Satz von Hessenberg, 1905); Bildquelle:Wikimedia Commons

Gleichzeitig entwickelte sich ab dem frühen 19. Jahrhundert die analytische Geometrie. Die

Geometrie pro�tierte dabei von neuen Methoden der Algebra und der Analysis und es entstan-

den die Gebiete, die heute algebraische Geometrie und Di�erentialgeometrie heißen, mit Konse-
quenzen, die meilenweit über das antike Verständnis hinausgehen.

Der analytische Zugang zur projektiven Geometrie durch homogene Koordinaten entstand

im frühen 19. Jahrhundert, vor allem durch Arbeiten von Möbius (1827) und Plücker11 (1830).

Nach und nach gewann die analytische Geometrie an Reichweite und Bedeutung und hat sich im

20. Jahrhundert immer mehr durchgesetzt. Die synthetische Geometrie hat dagegen an Gewicht

verloren (zunächst in der Forschung, dann auch in der Lehre). Gegenwärtig ist sie vor allem für

die Kombinatorik von Bedeutung.

Übungen

Die folgenden Aufgaben enthalten einige Konzepte der klassischen projektiven Geometrie.

Sie haben mit der algebraischen Geometrie nur am Rand zu tun, stellen aber die Verbindung zu

einigen Konstruktionen der synthetischen Geometrie her.

Übung 3.5. Es seien p, . . . , p vier verschiedene Punkte in P = A ∪ {∞}. Nach Kor. 3.3 gibt es genau
eine Projektivität φ∶P → P mit

φ(p) = , φ(p) = , φ(p) =∞.

Die Zahl [p, p; p, p] = φ(p) ∈ K ∖ {, } heißt das Doppelverhältnis des geordneten Viertupels
(p, p, p, p). Zeigen Sie:
(a) Seien (p, . . . , p), (q, . . . , q) zwei geordnete Viertupel von Punkten in P. Genau dann gibt es eine
Projektivität Ψ auf P mit Ψ(pi) = qi (für i = , . . . , ), wenn [p, p; p, p] = [q, q; q, q] gilt.
Insbesondere erhalten Projektivitäten das Doppelverhältnis.

(b) Es gilt

[p, p, p, p] =
p − p
p − p

∶ p − p
p − p

.

10Pappos von Alexandria (ca. 290–350)
11Julius Plücker (1801–1868), deutscher Mathematiker und Physiker
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(c) In homogenenKoordinaten berechnet sich dasDoppelverhältnis folgendermaßen. Es sei pi = [xi , yi],
i = , . . . , . Dann gilt

[p, p; p, p] =
xy − xy
xy − xy

∶ xy − xy
xy − xy

.

Übung 3.6. Es sei K ein Körper der Charakteristik ≠ . Ein Viertupel (p, p, p, p) von Punkten heißt
harmonisch, wenn [p, p; p, p] = − gilt. Zeigen Sie: Genau dann ist (p, . . . , p) harmonisch, wenn
es eine Projektivität gibt, die p und p vertauscht und p und p �xiert.

Übung 3.7. Es K ein Körper der Charakteristik ≠  und seien p, p, p drei Punkte, nicht auf einer Ge-
raden. Wähle Punkte q ∈ pp, q ∈ pp mit qi ≠ pi für alle i , j. Es seien

r = pq ∩ pq, q = pp ∩ pr, s = pp ∩ qq.

p

p

p

q

s

q

q

r

Beweisen Sie, dass (p, p, q, s) harmonisch ist. (Vorschlag:Wählen Sie homogene Koordinaten derart,
dass p = [, , ], p = [, , ], p = [, , ] und s = [, , ]. Zeigen Sie, dass dann q = [, , ] gilt.)

Übung 3.8. Es sei V ein Vektorraum der Dimension n + . Die durch einen Isomorphismus Φ∶V → V
gegebene Projektivität [Φ]∶PV → PV heißt eine Perspektivität von PV , wenn es eine Hyperebene H in
PV gibt mit [Φ]q = q für alle q ∈ H.
(a) Beweisen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) [Φ] ist eine Perspektivität.
(ii) Es gibt eine Zahl λ ∈ K mit Rang(Φ − λIn+) ⩽ .
(iii) Es gibt p ∈ PV mit [Φ] ∈ pq für alle q ∈ PV ∖ {p}.
(iv) Es gibt ein homogenes Koordinatensystem p, . . . , pn ∈ PV mit

[Φ]p = p und [Φ]pi ∈ ppi für i = , . . . , n.

(b) Es sei [Φ] eine Perspektivität, [Φ] ≠ idPV . Zeigen Sie, dass der Punkt p mit der Eigenscha� (3) ein-
deutig bestimmt ist. Der Punkt p heißt das Zentrum der Perspektivität.

(c) Veranschaulichen Sie mit einer Skizze, wie eine Perspektivität in P geometrisch aussieht.

Übung 3.9. Es sei V ein Vektorraum der Dimension n+  und φ∶PV → PV eine Projektivität. Zeigen Sie,
dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) Es gibt einen Unterraum H ⊂ PV der Dimension n − r mit φ(p) = p für jedes p ∈ H.
(ii) Es gibt einen Unterraum L ⊂ PV der Dimension r −  mit φ(q) ∈ qL für jedes q ∈ PV .
(iii) Es gibt Perspektivitäten φ, . . . , φr von PV mit φ = φ ○ ⋯ ○ φr .



70 3. PROJEKTIVE GEOMETRIE

3.3. Projektive Varietäten

Wir untersuchen nun Lösungen von polynomialen Gleichungen im projektiven Raum, wie

vorher im a�nenRaum.Dazu�xierenwirwieder eineKörpererweiterungK/kmitK algebraisch
abgeschlossen. Gegeben ein Polynom f ∈ k[x, . . . , xn] und einen Punkt p = [a, . . . , an] ∈ Pn =
PnK , dann stoßen wir auf das Problem, dass die Auswertung f (p) nicht ohne weiteres de�niert
ist; denn der Vektor (a, . . . , an) ∈ Kn+ ist durch p nur bis auf Skalierung bestimmt und der
Wert f (a, . . . , an) kann sich durch diese Skalierung natürlich ändern.
Ein Polynom f heißt homogen vom Grad d oder eine Form vom Grad d, wenn alle Terme

von f den Totalgrad d haben. Ein allgemeines Polynom, das homogen sein kann oder auch nicht,
nennen wir zur Unterscheidung inhomogen. Ist f nun homogen vom Grad d, dann gilt

f (λv) = λd f (v)

für alle λ ∈ K und v ∈ Kn+. Denn diese Gleichheit gilt für jedes Monom xα mit α = ∣d∣ wegen
(λx)α = (λx)α⋯(λxn)αn = λdxα und damit auch für f . Insbesondere ist die Frage, ob f (v)
gleich  ist oder ungleich  von der Skalierung unabhängig. Deshalb kann man die Nullstellen-

menge von homogenen Polynomen im projektiven Raum sinnvoll de�nieren.

Ist T ⊂ k[x, . . . , xn] eine Menge von homogenen Polynomen, dann schreiben wir

V+(T) = {p ∈ Pn∶ f (p) =  für alle f ∈ T}

und nennen V+(T) die durch T bestimmte projektive k-Varietät.

Beispiele 3.4. (1) (sei k = K) Jeder projektive Unterraum von Pn ist auch eine projektive
Varietät. Denn ein linearer Unterraum U ⊂ An+ der Dimension m +  ist die Lösungsmenge

eines homogenen linearen Gleichungssystem ℓ = ⋯ = ℓn−m =  gegeben durch Linearformen

ℓ, . . . , ℓn−m ∈ k[x, . . . , xn]. Damit ist PU = V+(ℓ, . . . , ℓn−m).
(2) Es sei f ∈ k[x, . . . , xn], f ≠ , ein homogenes Polynom vomGrad d > . Die zugehörige

projektive Varietät V+( f ) heißt eine Hyper�äche vom Grad d in Pn. Hyper�ächen vom Grad 
sind Hyperebenen. Hyper�ächen vom Grad  heißenQuadriken.

Ist T ⊂ k[x, . . . , xn] eine Menge von homogenen Polynomen, dann schreiben wir außerdem

D+(T) = {p ∈ Pn∶ f (p) ≠  für alle f ∈ T}.

Insbesondere ist dann Di = D+(xi) ≅ An ein a�ner Raum, wie im ersten Abschnitt beschrieben.
Ist X = V+( f, . . . , fr) ⊂ Pn eine projektive Varietät, dann ist der Schnitt von X mit dem a�nen
Raum Di eine a�ne Varietät in Di , nämlich

X ∩ Di = {[a, . . . , an] ∈ X∶ ai ≠ } = {[a, . . . , ai−, , ai , an] ∈ X}

≅ {(a, . . . , ai−, ai+, . . . , an) ∈ An∶ f j(a, . . . , ai−, , ai+, . . . , an) =  für j = , . . . , r}.

Wir setzen also in den homogenen Gleichungen, die die projektive Varietät X de�nieren, ein-
fach xi =  und erhalten inhomogene Gleichungen, die die a�ne Varietät X ∩ Di de�nieren. Die
inhomogenen Gleichungen entstehen durchDehomogenisieren bezüglich der Variablen xi .
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Beispiele 3.5. (1) Eine Linearform ℓ = cx +⋯+ cnxn, ℓ ≠ , de�niert die projektive Hyper-
ebene H = V+(ℓ). Der Schnitt

H ∩ D = {(a, . . . , an)∶ c + ca +⋯ + cnan = }

mit dem a�nen Raum D = D+(x) ist eine a�ne Hyperebene in An, es sei denn, es gilt c =
⋯ = cn = . In diesem Fall ist c ≠  und H ist die Hyperebene V(x), also die Hyperebene im
Unendlichen bezüglich D. Ihr Schnitt mit D ist dann natürlich leer.
(2) Es gelte char(k) ≠ . Sei f ∈ k[x, . . . , xn] eine quadratische Form. Wie aus der linearen

Algebra bekannt, gibt es eine symmetrische Matrix A ∈ Symn+(k)mit

f = [x ⋯ xn]

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a, ⋯ a,n
⋮ ⋱ ⋮

a,n ⋯ an,n

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x
⋮

xn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

(Dabei ist also der Diagonaleintrag ai ,i der Koe�zient von xi und die Einträge ai , j = a j,i für
j ≠ i sind jeweils der Koe�zient von xix j halbiert.) Sei r der Rang von A. Falls r = n +  gilt,
heißt die quadratische Form f nicht-ausgeartet, andernfalls ausgeartet. DieMatrix Akannman
diagonalisieren, d.h. es gibt eine invertierbareMatrix P ∈ GLn+(k)mit PtAP = Diag(b, . . . , bn),
wobei b, . . . , bn ∈ k. (Das sind imAllgemeinen nicht die Eigenwerte von A, es sei denn Pt = P−.)
Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten können wir annehmen, dass b, . . . , br− ≠ , br =
⋯ = bn =  gilt. Die transformierte Matrix hat dann die Form

PtAP =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b
⋱

br−


⋱



⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Das transformierte Polynom g = f (P−x) ist also

g = bx +⋯ + br−xr−.

Wie man g nun weiter vereinfachen kann, hängt vom Körper k ab. Wenn k algebraisch abge-
schlossen ist, dann können wir durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix jeden Diagonal-

eintrag ungleich  von links und von rechts mit /
√
bi multiplizieren und damit b = ⋯ = br− = 

erreichen. Insbesondere gibt es imnicht-ausgearteten Fall nur eine einzigeNormalform, nämlich

g = x +⋯ + xn .

Ist dagegen k = R, dann gibt es nur positive Quadratwurzeln, und wir können jeden Diagonal-
eintrag bi ≠  beidseitig entweder mit /

√
bi oder mit /

√
−bi multiplizieren. Die Diagonalein-

träge werden damit alle zu +, − oder . Ist r+ die Anzahl der Einträge + und r− die Anzahl der
Einträge −, dann heißt s = r+ − r− die Sylvester-Signatur von A. Zusammen mit dem Rang ist
sie also die einzige reelle Invariante einer quadratischen Form. Da wir uns letztlich nur für die

Nullstellenmenge interessieren, können wir immer f durch − f ersetzen, die ganze Matrix also
mit − multiplizieren. Wir können daher immer annehmen, dass s ⩾  gilt.
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Betrachten wir den Fall n = . Es gibt dann genau zwei Normalformen von nicht-ausgearteten

quadratischen Formen, nämlich

g = x + x + x oder g = x + x − x .

Im ersten Fall hat die Quadrik V+(g) keine reellen Punkte, wir können also kein Bild zeichnen.
Bleibenwir beim zweiten Fall g = x+x −x .Wennwir diese Form bezüglich x dehomogenisie-
ren, dann erhalten wir g(x, x, ) = x + x − , was einen Kreis de�niert. Wenn wir andererseits
nach x dehomogenisieren, erhalten wir g(, x, x) =  + x − x =  + (x + x)(x − x). Die
Nullstellenmenge dieses Polynoms ist eine Hyperbel.

Das könnenwir folgendermaßen visualisieren: Das reelle Bild der durch g de�nierten a�nen
Varietät V(g) ⊂ A ist ein Kegel inR. Die a�nen Varietäten V+(g)∩Di entstehen durch Schnitt
von V(g)mit der Ebene V(xi − ). Je nachdem, wie der Kegel jeweils zur Ebene liegt, entstehen
dabei qualitativ drei verschiedene Bilder, nämlich Ellipse (oder Kreis), Parabel oder Hyperbel.

Ellipse, Parabel und Hyperbel

Bildquelle: Cli�snotes.com (modi�ziert)

Dieses Bild erklärt, warumebeneQuadriken alsKegelschnitteoderKoniken bezeichnetwerden.

Frage 3.6. Wie muss man den Kegel V(x + x − x) schneiden, um eine Parabel zu bekommen?

Zwei allgemeine Dinge haben wir gerade im Fall von Quadriken gesehen:

(1) Ist X = V+( f, . . . , fr) ⊂ Pn eine projektive Varietät und [P]∶Pn → Pn eine Projektivität gege-
ben durch eine Matrix P ∈ GLn+(k), dann ist [P](X) ⊂ Pn die projektive Varietät

[P](X) = V+( f(P−x), . . . , fr(P−x)).

Zwei projektive Varietäten X , X′ ⊂ Pn heißen projektiv äquivalent (über k), wenn es eine Pro-
jektivität [P] ∈ PGLn+(k)mit [P](X) = X′ gibt.
Im Fall von Quadriken haben wir also gesehen, dass jede nicht-ausgeartete Quadrik in Pn

über einem algebraisch abgeschlossenen Körper zu V(x +⋯ + xn) projektiv äquivalent ist.
Ist k = K, so sind alle Mengen von n +  Punkten in allgemeiner Lage projektiv äquivalent

(Satz 3.2). In P sind zwei Mengen von vier (= n + ) Punkten genau dann projektiv äquivalent,
wenn sie, bis auf Vertauschung, dasselbe Doppelverhältnis besitzen (siehe dazu Übung 3.5).

(2) Ist T ⊂ k[x, . . . , xn] eine Menge von homogenen Polynomen, so gehört dazu einerseits
die projektive VarietätV = V+(T), andererseits auch die a�ne k-Varietät V̂ = V(T). Die Varietät



3.3. PROJEKTIVE VARIETÄTEN 73

V̂ heißt der a�ne Kegel über V . Dann gilt

(a, . . . , an) ∈ V̂ ⇔ (λa, . . . , λan) ∈ V̂ für alle λ ∈ K ,

was die Bezeichnung als Kegel erklärt (vgl. Bild oben).

Die Korrespondenz zwischen Varietäten und Idealen geht ganz ähnlich wie im A�nen, nur

dass man sich auf Ideale beschränken muss, die von homogenen Polynomen erzeugt werden.

Es ist sinnvoll, das gleich wieder in der Sprache der Ringe anstatt nur der Polynome zu sagen.

Ein graduierter Ring ist ein Ring S (kommutativ mit Eins) zusammen mit einer Zerlegung der
additiven Gruppe (S ,+) in eine direkte Summe

S =⊕
d⩾
Sd ,

derart12, dass für die Multiplikation gilt

Sd ⋅ Se ⊂ Sd+e .

Die Elemente von Sd heißen die homogenen Elemente vom Grad d in S. Jedes Element s ∈ S
hat also eine eindeutige Darstellung

s = s +⋯ + sN

als Summe von homogenen Elementen sd ∈ Sd (für ein N ⩾ ). Für s ∈ S bezeichnet sd immer
den homogenen Anteil vom Grad d von s. Das wichtigste Beispiel ist natürlich der Polynomring

k[x, . . . , xn] =⊕
d⩾
k[x, . . . , xn]d ,

wobei k[x, . . . , xn]d denRaumder homogenenPolynome vomGrad d bezeichnet13. Eine gradu-
ierte k-Algebra ist ein graduierter Ring S, der k als Teilring enthält, mit k ⊂ S. Der Polynomring
ist o�ensichtlich eine graduierte k-Algebra.

Lemma und De�nition 3.7. Es sei S ein graduierter Ring. Ein Ideal I von S heißt homogen,
wenn es die folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt:

(1) Das Ideal I wird von homogenen Elementen erzeugt.
(2) Für jedes s ∈ S gilt: Genau dann liegt s in I, wenn alle homogenen Teile sd in I liegen.
(3) Es gilt I = ⊕d⩾(I ∩ Sd), d.h. jedes Element von f ∈ I hat eine eindeutige Zerlegung
f = f +⋯ + fN in homogene Elemente fd ∈ I ∩ Sd .

Beweis. Übung 3.11. ∎

Korollar 3.8. Summen, Produkte, Durchschnitte und Radikale homogener Ideale sind homogen.

Beweis. Bei Summen und Produkten ist es klar aus Lemma 3.7(1), bei Durchschnitten aus (2).
Für das Radikal, siehe Übungen. ∎

Korollar 3.9. Genau dann ist ein homogenes Ideal I ein Primideal, wenn gilt: Sind f , g ∈ S homo-
gene Elemente mit f g ∈ I, so folgt f ∈ I oder g ∈ I.
12Allgemeiner können die Sd statt durch Z+ auch durch Z, Zn+ oder sogar ein beliebiges Monoid indiziert sein.
13Das Nullpolynom hat den Grad −∞. Nach dieser De�nition ist es aber gleichzeitig homogen von jedem Grad.
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Beweis. Folgt aus Lemma 3.7(2). ∎

Proposition 3.10. Die Vereinigung endlich vieler projektiver k-Varietäten ist wieder eine projektive
k-Varietät, ebenso der Durchschnitt beliebig vieler projektiver k-Varietäten. Der ganze Raum Pn

und die leere Menge sind projektive k-Varietäten.

Beweis. Völlig analog zum Fall a�ner k-Varietäten (Prop. 1.2). ∎

Wie im a�nen Fall bilden die projektiven k-Varietäten inPn die abgeschlossenenTeilmengen
einer Topologie, die wieder die k-Zariski-Topologie genannt wird. Die projektiven k-Varietäten
sind die Zariski-abgeschlossenen oder k-abgeschlossenen Teilmengen von Pn. Die kleinste
projektive k-Varietät, die eine MengeM ⊂ Pn enthält, heißt der k-Zariski-Abschluss vonM.

IstM ⊂ Pn eine Teilmenge, dann bilden wir dazu das homogene k-Verschwindungsideal

I+(M) = ⟨{ f ∈ k[x, . . . , xn] homogen mit f (p) =  für alle p ∈ M}⟩.

Der Zariski-Abschluss von M ist genau die Menge M = V+(I+(M)). Irreduzibilität und irredu-

zible Komponenten projektiver Varietäten verhalten sich genauso wie im A�nen. Genau dann

ist eine projektive k-Varietät irreduzibel über k, wenn ihr homogenes k-Verschwindungsideal
prim ist (vgl. Prop. 1.9). Jede projektive k-Varietät ist in eindeutiger Weise die Vereinigung ihrer
irreduziblen Komponenten (vgl. Satz 1.13). Die Beweise sind die gleichen.

Als nächstes übertragen wir den Nullstellensatz in die homogene Situation. Dabei muss man

die folgendewichtige Feinheit beachten:Natürlich giltV+() = ∅, aber es gilt auchV+(x, . . . , xn) =
∅, da die homogenen Koordinaten eines Punktes niemals alle  sein können.

De�nition 3.11. Das Ideal ⟨x, . . . , xn⟩ heißt das irrelevante Ideal von k[x, . . . , xn].

Das irrelevante Ideal ist das einzige homogene, maximale Ideal von k[x, . . . , xn]. Der Name
ist irreführend, denn das irrelevante Ideal ist für die kommutative Algebra enorm wichtig.

Satz 3.12 (Projektiver Nullstellensatz). Es sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein homogenes Ideal.
(1) Genau dann gilt V+(I) = ∅, wenn ⟨x, . . . , xn⟩ ⊂

√
I.

(2) Falls V(I) ≠ ∅, so gilt I+(V+(I)) =
√
I.

Beweis. Es sei V = V+(I) ⊂ Pn und V̂ = V(I) ⊂ An+. (1) Es gilt V = ∅ genau dann, wenn

V̂ ⊂ {(, . . . , )}. Dies wiederum ist nach dem starken Nullstellensatz (Satz 1.34) äquivalent zu

⟨x, . . . , xn⟩ ⊂ I(V̂) =
√
I.

(2) Es gelte V ≠ ∅. Nach dem starken Nullstellensatz gilt I(V̂) =
√
I. Wir müssen also

I(V̂) = I+(V) zeigen. Die Inklusion von rechts nach links ist klar. Ist umgekehrt f ∈ I(V̂)

und p ∈ V̂ , so folgt λp ∈ V̂ und damit f (λp) =  für alle λ ∈ K. Ist f = f + ⋯ + fN die
Zerlegung von f in seine homogenen Teile, so folgt daraus fd(p) =  für d = , . . . ,N , da K
als algebraisch abgeschlossener Körper unendlich viele Elemente enthält. Also folgt fd ∈ I(V̂),

damit auch fd ∈ I+(V) für alle d und somit f ∈ I+(V). ∎
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Korollar 3.13. Es sei S = k[x, . . . , xn] und I ⊂ S ein homogenes Ideal. Äquivalent sind:
(i) V+(I) = ∅;
(ii) es gibt ein d ⩾ mit Sd ⊂ I;
(iii) es gibt ein d ⩾ mit xd , . . . , xdn ∈ I;
(iv) es gibt ein d ⩾ mit ⟨x, . . . , xn⟩d ⊂ I;

Beweis. (i)⇔(iii) ist Satz 3.12(a). Ist xdi ∈ I für i = , . . . , n, so gilt Se ⊂ I für e > (n+)(d−); denn
für solches e kommt in jedemMonom vomGrad e mindestens eine der Variablen mit Exponent
mindestens d vor. Das zeigt (iii)⇒(ii). Die Implikationen (ii)⇒(iv) und (iv)⇒(i) sind klar. ∎

Korollar 3.14. Die Zuordnungen V ↦ I+(V) und I ↦ V+(I) sind zwischen den Mengen

{projektive k-Varietäten in Pn}↔ {Homogene Radikalideale ⊊ k[x, . . . , xn]}

{irreduzible projektive k-Varietäten in An}↔ {Homogene Primideale ⊊ ⟨x, . . . , xn⟩}

zueinander invers und de�nieren jeweils eine Bijektion, wobei wir der leerenVarietät das irrelevante
Ideal ⟨x, . . . , xn⟩ zuordnen. ∎

Wie bei a�nen Varietäten kann man vom Polynomring zum Restklassenring modulo dem

Verschwindungsideal übergehen. Es sei X ⊂ Pn eine projektive k-Varietät. Dann heißt

k+[X] = k[x, . . . , xn]/I+(X)

der homogene Koordinatenring von X. Da Polynome schon keine Funktionen auf Pn de�nie-
ren, sind die Elemente von k+[X] auch keine Funktionen auf X. Dafür erbt k+[X] vom Poly-
nomring die Graduierung: Sei f ∈ k[x, . . . , xn] ein homogenes Polynom, f ≠ , und sei f die
Restklasse von f in k+[X]. Dann de�nieren wir

deg( f ) = deg( f ).

Dass das wohlde�niert ist, liegt daran, dass I+(X) ein homogenes Ideal ist. Denn sind f, f ∈
k[x, . . . , xn] homogen mit f = f, dann gilt also f − f ∈ I+(X). Da I+(X) homogen ist, be-
deutet das nach Lemma 3.7, dass alle homogenen Teile von f − f in I+(X) liegen. Weil f und
f homogen sind, folgt daraus deg( f) = deg( f) oder f, f ∈ I+(X) und damit f = f =  in
k+[X]. Wir haben bewiesen:

Proposition 3.15. Der homogene Koordinatenring k+[X] einer projektiven k-Varietät X ⊂ Pn ist
eine graduierte k-Algebra, mit der vom Polynomring induzierten Graduierung. ∎

Sei S = k+[X] und d ⩾ . Die Gruppe Sd der homogenen Elemente vom Grad d ist ein
endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Ist nämlich I = I+(X) und

Id = { f ∈ I∶ f homogen vom Grad d},

dann ist Id ein Untervektorraum von k[x, . . . , xn]d und Sd der Quotientenvektorraum

Sd = k[x, . . . , xn]/Id .

Die Dimensionen der verschiedenen homogenen Teile Sd (bzw. Id) enthalten eine Reihe von
Informationen über die Varietät X. Darauf kommen wir später zurück.
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Übungen

Übung 3.10. Zeigen Sie: Der Vektorraum k[x, . . . , xn]d hat die Dimension (n+dn ).

Übung 3.11. Beweisen Sie Lemma 3.7.

Übung 3.12. Sei I ein homogenes Ideal in einem graduierten Ring S. Zeigen Sie, dass auch das Radikal√
I ein homogenes Ideal ist.

Übung 3.13. Es sei k = K und Γ = {p, . . . , pd} eineMenge von d Punkten inPn. Zeigen Sie:Wenn Γ nicht
in einer Geraden enthalten ist, dann gibt es homogene Polynome vom Grad ⩽ d − , die Γ beschreiben.

Übung 3.14. Sei k = K und sei L ⊂ Pn ein projektiver Unterraum der Dimension r. Zeigen Sie, dass das
homogene Verschwindungsideal I+(L) ⊂ k[x, . . . , xn] von n − r Linearformen erzeugt wird. Zeigen Sie
außerdem, dass es nicht möglich ist, I+(L)mit weniger als n − r Elementen zu erzeugen.

Übung 3.15. Sei k = R. Bestimmen Sie
(a) alle Normalformen von Kegelschnitten in P.
(b) alle Normalformen von nicht-ausgearteten Quadriken in P.
(c) die a�nen Quadriken, die als Schnitt mit D = A bzw. D = A entstehen.

Übung 3.16. Formulieren und beweisen Sie die projektive Version von Kor. 1.49: Sei X ⊂ Pn eine projekti-
ve k-Varietät. Wie sieht die Korrespondenz zwischen abgeschlossenen Untervarietäten von X und Idealen
in k+[X] aus? Wie sehen im Fall k = K die Ideale aus, die Punkten von X entsprechen?

Übung 3.17∗. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien L, . . . , L ∈ PK vier Geraden.
Beweisen Sie, dass es mindestens eine Gerade gibt, die jede der Geraden L, . . . , L schneidet.

3.4. Homogenisierung und projektiver Abschluss

Wir haben schon gesehen, wie man von homogenen Gleichungen, die eine projektive Varie-

tät de�nieren, durch Dehomogenisieren zu inhomogenen Gleichungen übergeht, die eine a�ne

Varietät de�nieren: Sind f, . . . , fr ∈ k[x, . . . , xn] homogen und ist X = V+( f, . . . , fr), dann
de�nieren f̃i = fi(, x, . . . , xn) die a�ne Varietät X ∩ D = V( f̃, . . . , f̃r) ⊂ An.
Es geht auch umgekehrt: Sei g ∈ k[x, . . . , xn] ein inhomogenes Polynom. Setze

g∗ = xdeg(g) g(
x
x
, . . . ,

xn
x

).

Das Polynom g∗ ist homogen vom Grad deg(g) und heißt die Homogenisierung von g be-
züglich x. Noch expliziter kann man das so ausschreiben: Ist g = ∑α∈Zn

+

cαxα
 ⋯x

αn
n , dann ist

g∗ = ∑
α∈Zn

+

cαx
deg(g)−∣α∣
 xα

 ⋯x
αn
n .

Beispiel 3.16. Die Homogenisierung von x − y +  bezüglich der Varibalen z ist xz − y + z.

Proposition 3.17. Es seien g , g, g ∈ k[x, . . . , xn] und seien f , f, f ∈ k[x, . . . , xn] homogen. Es
gelten die folgenden Aussagen:

(1) f̃ + f = f̃ + f̃ und f̃ f = f̃ f̃;
(2) (gg)∗ = g∗ g∗ und falls deg(g) = deg(g), dann auch (g + g)∗ = g∗ + g∗ ;
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(3) g = g̃∗;
(4) f = xm ( f̃ )∗ für ein m ⩾ .

Beweis. Übung 3.18. ∎

Bemerkung 3.18. Ist f ∈ k[x, . . . , xn] homogen vom Grad d, dann kann der Totalgrad von f̃
kleiner als d sein. Nach (4) passiert das genau dann, wenn in f keines der Monome xd , . . . , xdn
vorkommt oder, äquivalent, wenn f durch x teilbar ist. Ist zum Beispiel f = x + xx + xxx,
dann ist f̃ =  + x + xx und damit ( f̃ )∗ = x + x + xx.

Als erstes diskutieren wir kurz den Fall n = . Homogene Polynome in zwei Variablen heißen
auch binäre Formen. Damit kann man im Prinzip fast genauso rechnen wie mit inhomogenen
Polynomen in einer Variablen.

Satz 3.19. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und f ∈ K[x, x] eine binäre Form vom
Grad d. Dann gibt es a, . . . , ad , b, . . . , bd , c ∈ K mit

f = c ⋅ (bx − ax)⋯(bdx − adx) und damit

V+( f ) = {[a, b], . . . , [ad , bd]} ⊂ P.

Beweis. Das folgt leicht aus der entsprechenden Aussage für inhomogene Polynome in einer Va-
riablen. Sei f̃ = f (, x) ∈ K[x] die Dehomogenisierung von f , e = deg( f̃ ) ⩽ d. Weil K algebra-
isch abgeschlossen ist, zerfällt f̃ in Linearfaktoren, also

f̃ = c ⋅ (x − c)⋯(x − ce)

für c, c, . . . , ce ∈ K. Wegen f = xd−e ( f̃ )∗ folgt daraus

f = c ⋅ (x − cx)⋯(x − cex) ⋅ xd−e . ∎

Ist f eine binäre Formungleich , dannheißendie endlich vielenPunkteV+( f ) inP dieNull-
stellen von f . Ob zwei binäre Formen eine gemeinsame Nullstelle haben, kann man wieder mit
Resultanten testen. Es ist sogar etwas einfacher als im inhomogenen Fall, weil man nicht aufpas-

sen muss, ob der Leitkoe�zient ungleich  ist. Sind f und g zwei binäre Formen mit deg( f ) = d
und deg(g) = e, dann de�nieren wir die Resultante von f und g als Res( f , g) = Resd ,e( f̃ , g̃).

Korollar 3.20 (zu Satz 1.25). Es seien f , g ∈ k[x, x] zwei binäre Formen vom Grad d bzw. e.
Genau dann haben f und g eine gemeinsame Nullstelle in P, wenn Res( f , g) =  gilt.

Beweis. Aus der Zerlegung in Linearfaktoren über k wie im obigen Satz sehen wir: Genau dann
haben f und g eine gemeinsameNullstelle, wenn f̃ und g̃ eine gemeinsameNullstelle haben oder
wenn x einTeiler von f und g ist. Im zweiten Fall haben f und g die gemeinsameNullstelle [, ].
Wenn deg( f̃ ) = d und deg(g̃) = e, dann ist x kein Teiler von f und g und die Behauptung folgt
aus Satz 1.25. Tatsächlich zeigt der Beweis (Lemma 1.24), dass es auch ausreicht, wenn nur eine

der Gleichheiten deg( f̃ ) = d und deg(g̃) = e gilt. Es bleibt also nur der Fall deg( f̃ ) < d und
deg(g̃) < e. In diesem Fall sind f und g beide durch x teilbar. Die Sylvestermatrix Syld ,e( f , g)
hat dann eine Nullspalte, also ist die Resultante . ∎
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Ist I ein Ideal in k[x, . . . , xn], dann schreiben wir

I∗ = ⟨ f ∗∶ f ∈ I⟩,

ein homogenes Ideal in k[x, . . . , xn].

Proposition 3.21. Es sei V ⊂ An eine a�neVarietätmit Verschwindungsideal I(V)und sei X ⊂ Pn

der Zariski-Abschluss von V (als Teilmenge von D ⊂ Pn) in Pn. Dann gilt

I+(X) = I(V)∗.

Die projektive Varietät X heißt der projektive Abschluss von V .

Beweis. Ist f ∈ I(V), so verschwindet f ∗ auf V und damit auch auf X. Also gilt I(V)∗ ⊂ I+(X).
Umgekehrt sei f ∈ I+(X) homogen. Schreibe f = xm g mit x ∤ g, m ⩾ . Dann verschwindet g̃
auf V , also gilt g ∈ I(V). Wegen x ∤ g, folgt g = (g̃)∗ ∈ I(V)∗, also auch f ∈ I(V)∗. ∎

Ist X der projektive Abschluss von V und H = V(x) die Hyperebene im Unendlichen, dann ist

V∞ = X ∩H

die Varietät der unendlich fernen Punkte von V . Das Verschwindungsideal von V∞ ist

I+(V∞) = { f (, x, . . . , xn)∶ f ∈ I(V)∗}.

Man kann dieses Ideal auch ohne den Umweg über I(V)∗ als das Ideal der Leitformen beschrei-

ben (siehe Übung 3.20).

Warnung 3.22. Man muss vorsichtig sein, wenn man die Homogenisierung eines Ideals über
seine Erzeuger beschreiben will. Ist zum Beispiel n =  und f = x und f = x + , dann gilt
⟨ f, f⟩ = k[x, . . . , xn] und somit V( f, f) = ∅, aber ⟨ f ∗ , f ∗ ⟩ = ⟨x, x + x⟩ = ⟨x, x⟩, also
V+( f ∗ , f ∗ ) = {[, , ]}.

Dieses Problem tritt nicht auf, wenn man nur eine Gleichung hat, d.h. für f ∈ k[x, . . . , xn]
ist der projektive Abschluss der a�nen Hyper�äche V( f ) immer V+( f ∗) (siehe Übung 3.19).
Im allgemeinen lässt sich das Problem vermeiden, indemmanmit einer Gröbnerbasis arbei-

tet. Es sei ⩽ eine Monomordnung auf k[x, . . . , xn] mit xα < xβ für alle α, β ∈ Zn+ mit ∣α∣ < ∣β∣
(z.B. glex oder grevlex). Dann de�nieren wir eine Monomordnung auf k[x, . . . , xn] durch

xaxα ⩽′ xbxβ ⇔ (α < β oder α = β ∧ a ⩽ b).

(Es ist leicht zu überprüfen, dass ⩽′ tatsächlich eine Monomordnung ist.

Proposition 3.23. Es sei I ein Ideal in k[x, . . . , xn] und G eine Gröbnerbasis von I bezüglich ⩽.
Dann ist G∗ = {g∗∶ g ∈ G} eine Gröbnerbasis von I∗ bezüglich ⩽′. Insbesondere gilt I∗ = ⟨G∗⟩.

Beweis. Da I∗ von homogenen Polynomen erzeugt wird, genügt es zu zeigen: Ist f ∈ I∗ homogen,
dann gibt es g ∈ G derart, dass LM⩽′( f ) von LM⩽′(g∗) geteilt wird. Sei also f ∈ I∗ homogen vom
Grad d, f ≠ , dann hat f die Gestalt

f =
d

∑
i=
xd−i f ∗i ,
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mit fi ∈ I und deg( fi) = i (oder fi = ), für i = , . . . , d. Sei i der größte Index mit fi ≠ . Es folgt

LM⩽′( f ) = LM⩽′(xd−i f ∗i ) = xd−i LM⩽( fi).

Da G eine Gröbnerbasis von I ist, gibt es dann g ∈ G derart, dass LM⩽( fi) von LM⩽(g) geteilt
wird. Also wird LM⩽′( f ) von LM⩽′(g∗) geteilt und die Behauptung folgt. ∎

Übungen

Übung 3.18. Beweisen Sie Prop. 3.17.

Übung 3.19. Zeigen Sie: Für f ∈ k[x, . . . , xn] gilt ⟨ f ⟩∗ = ⟨ f ∗⟩.

Übung 3.20. Es sei V ⊂ An eine a�ne k-Varietät, X ⊂ Pn ihr projektiver Abschluss. Für f ∈ k[x, . . . , xn]
mit deg( f ) = d bezeichne LF( f ) = fd den homogenen Teil vom höchsten Grad, die Leitform von f .
Zeigen Sie:

I+(V∞) = ⟨LF( f )∶ f ∈ I(V)⟩.

Übung 3.21. Bestimmen Sie die unendlich-fernen Punkte von Kreis, Parabel und Hyperbel in der Ebene.

Übung 3.22. (a) Es seiV ⊂ An eine a�ne k-Varietät. Zeigen Sie, dassV genau dann irreduzibel ist, wenn
der projektive Abschluss von V in Pn irreduzibel ist.

(b) Sei X ⊂ Pn eine irreduzible projektive k-Varietät. Zeigen Sie: Ist X irreduzibel und X ⊄ V+(x), so ist
auch X ∩ D irreduzibel.

Übung 3.23. Es seien A, B ∈Matn×n(k) zwei Matrizen und setze

Li = {(ait + bi, . . . , ain t + bin)∶ t ∈ K} ⊂ An .

Die Mengen L, . . . , Ln sind parametrisierte Geraden in An. Betrachte die Inklusion An = D ⊂ Pn und
sei Li der projektive Abschluss von Li . Zeige, dass die Schnitpunkte Li ∩ V+(x)mit der Hyperebene im
Unendlichen genau dann projektiv unabhängig sind, wenn die Matrix A invertierbar ist.

3.5. Abbildungen zwischen projektiven Varietäten

Es sei X ⊂ Pm eine projektive Varietät. Ähnlichwie bei a�nenVarietäten könnenwir polyno-
miale Abbildungen X → Pn de�nieren. Dabei gibt es aber einiges zu beachten. Seien f, . . . , fn ∈
k[x, . . . , xm] Polynome. Welche Bedingungen müssen die Polynome erfüllen, damit

φ∶{
X → Pn

p ↦ [ f(p), . . . , fn(p)]

eine wohlde�nierte Abbildung ist? Ist p = [v] für v ∈ Kn+, dann muss [ f(v), . . . , fn(v)] =

[ f(λv), . . . , fm(λv)] für alle λ ∈ K× gelten. Das ist der Fall, wenn f, . . . , fn alle homogen vom
selben Grad d sind. Denn dann gilt

[ f(λv), . . . , fn(λv)] = [λd f(v), . . . , λd fn(v)] = [ f(v), . . . , fn(v)].

Da außerdem nicht alle homogenen Koordinaten eines Punkts gleichzeitig Null sein können,

dürfen f, . . . , fn nicht gleichzeitig auf X verschwinden. Zusammengefasst muss also gelten:
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(1) f, . . . , fn sind alle homogen vom selben Grad;
(2) V+( f, . . . , fn) ∩ X = ∅.

Sind diese beiden Bedingungen erfüllt, dann ist φ wohlde�niert. Ist Y ⊂ Pn eine projektive Va-
rietät mit φ(X) ⊂ Y , dann können wir φ wieder als Abbildung

φ∶X → Y

au�assen.Wie imA�nen ist jede solcheAbbildung einMorphismus von projektiven k-Varietäten.
Im Unterschied zum A�nen ist dies aber nicht die De�nition, sondern nur ein Spezialfall. Wir
werden später sehen, warum das so ist. Einen Morphismus, der in dieser Weise de�niert ist,

nennen wir eine globale Polynomabbildung14 zwischen projektiven k-Varietäten.

Beispiel 3.24. Betrachte die Abbildung

φ∶P → P, [x , y]↦ [x, xy, xy, y].

Die angegebenen Polynome sind homogen vom Grad  und verschwinden nicht gleichzeitig auf

P, so dass φ eine globale Polynomabbildung ist. Das Bild C = φ(P) heißt die verdrehte Kubik
in P. Der Schnitt von C mit D ≅ A ist genau die verdrehte Kubik in A. Die verdrehte Kubik
ist eine projektive Varietät, es gilt nämlich

C = V+( f, f, f), mit

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

f = zz − z ,
f = zz − zz,
f = zz − z .

Die Kurve ist also der Durchschnitt von drei Quadriken in P. Man kann aber keine der drei
Gleichungen f, f, f weglassen. Das ist aus folgendem Grund bemerkenswert: C ist eine Kurve
inP, hat also die Dimension  (auchwennwir die Dimension immer noch nicht formal de�niert
haben). Jede Gerade in P ist der Durchschnitt von zwei Ebenen. Man könnte deshalb erwarten,
dass jedeKurve inP derDurchschnitt von zwei Flächen ist. Die verdrehteKubik ist aberminimal
als Durchschnitt von drei Flächen gegeben.

Allgemeiner ist die rationale Normalkurve in Pn das Bild der globalen Polynomabbildung

φ∶P → Pn , [x , y]↦ [xn , xn−y, . . . , xyn−, yn].

Das alles werden wir in den Übungen genauer betrachten (Übungen 3.24 und 3.25).

Niemand sagt, dassAbbildungen überall de�niert seinmüssen. Es sei X ⊂ Pm eine irreduzible
projektive k-Varietät und seien f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xm]Polynomemit folgendenEigenscha�en:

(1) f, . . . , fm sind homogen vom selben Grad;
(2) X ist nicht in V+( f, . . . , fn) enthalten.

Dann heißt die Zuordnung

φ∶{
X Ð→ Pn

p ↦ [ f(p), . . . , fn(p)]

14Diese Terminologie ist nicht sehr üblich. Wir verwenden sie nur übergangsweise, bis zur allgemeinen De�nition

eines Morphismus.
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eine lokale Polynomabbildung 15 von X nachPn (über k). Sie ist als Abbildung nur in den Punk-
ten p ∈ X∖V+( f, . . . , fn)de�niert, was durch den gestrichelten Pfeil angedeutetwird. Bedingung
(2) stellt sicher, dass es solche Punkte überhaupt gibt. Das Bild einer lokalen Polynomabbildung
ist de�niert als φ(X ∖ V+( f, . . . , fn)). Falls das Bild in einer Varietät Y ⊂ Pn enthalten ist, dann
fassen wir φ wieder als lokale Polynomabbildung zwischen X und Y auf und schreiben

φ∶X Ð→ Y .

Das wichtigste Beispiel für eine lokale Polynomabbildung ist die Projektion πp∶Pn Ð→ Pn− von
Pn mit Zentrum p. Wie wir gesehen haben, ist die Projektion im Zentrum p selbst unde�niert.
Für p = [, , . . . , ] ist sie als lokale Polynomabbildung durch

πp[x, . . . , xn] = [x, . . . , xn]

gegeben. Dabei gilt p = V+(x, . . . , xn), was bestätigt, dass πp genau im Zentrum unde�niert ist.
Sei weiterhin p = [, , . . . , ] und sei X ⊂ Pn eine irreduzible projektive k-Varietät. Falls

p ∈ X, aber nicht X = {p}, so ist die Einschränkung der Projektion πp auf X eine lokale Poly-
nomabbildung πp∶X Ð→ Pn−. Falls p ∉ X, dann ist πp∶X → Pn− sogar eine globale Polynomab-
bildung. Indem wir Pn− mit H = V+(x) identi�zieren, können wir πp wie zuvor geometrisch
interpretieren: Das Bild eines Punktes q ∈ X unter πp ist der Schnittpunkt der Gerade pqmit H.

Projektion einer Raumkurve in die Ebene. Bildquelle: [Harris], S. 35

15Auch diese Terminologie ist nur provisorisch undwird später durch den Begri� der rationalenAbbildung abgelöst.
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Übungen

Übung3.24. Es seiC ⊂ P die verdrehteKubik, das Bild derAbbildungP → P, [x , y]↦ [x, xy, xy, y].

(a) Es seien f = zz − z , f = zz − zz, f = zz − z. Beweisen Sie, dass C = V( f, f, f) gilt.
(b) Zeigen Sie, dass das Verschwindungsideal I+(C) von f, f, f erzeugt wird. (Vorschlag:Macaulay)

(c) Beweisen Sie, dass C in keiner Ebene in P enthalten ist.
(d) Bestimmen Sie die Varietät V+( f, f).
(e) Zeigen Sie, dass I+(C) nicht von zwei Elementen erzeugt wird. (Hinweis:Welche linearen und qua-
dratischen Polynome liegen in I+(C)?)

(f) Es seien

g = zz − z und g = z(zz − z) − z(zz − zz).
Zeigen Sie, dass V+(g, g) = C gilt. Erklären Sie den Zusammenhang mit (e).

Übung 3.25. Es sei C ⊂ Pn die rationale Normalkurve, also das Bild der Abbildung

φ∶P → Pn , [x , y]↦ [xn , xn−y, . . . , xyn−, yn].

(a) Bestimmen Sie quadratische Formen, die C de�nieren.
(b) Zeigen Sie: Jede Menge von d +  verschiedenen Punkten auf C ist projektiv unabhängig (also ein
homogenes Koordinatensystem). (Hinweis: Vandermonde-Matrizen)

(c) Seim eine natürliche Zahl,  ⩽ m ⩽ n−. Zeigen Sie, dassC genau dieMenge der Punkte [a, . . . , an] ∈
Pn ist, für welche die (n −m + ) × (m + )-matrix

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a a a ⋅ am− am
a a ⋅ ⋅ ⋅ am+
a ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ an−

an−m ⋅ ⋅ ⋅ an− an

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
den Rang  hat.

Übung 3.26. Berechnen Sie das Bild der verdrehten Kubik C ⊂ P unter den Projektionen mit den fol-
genden Zentren p ∈ P: (a) p = [, , , ]; (b) p = [, , , ]; (c) p = [, , , ].
(Projiziert wird auf das orthogonale Komplement des Zentrums, in (a) z.B. auf die Ebene V+(x + x).)
Was passiert mit der Projektion C Ð→ P im Zentrum p?

Übung 3.27. Es seien S und T zwei graduierte k-Algebren. Ein Homomorphismus α∶ S → T von k-
Algebren heißt homogen vom Grad d, wenn α(Se) ⊂ Te+d für alle e ⩾  gilt.
Zeigen Sie: Sind X ⊂ Pm und Y ⊂ Pn zwei projektive k-Varietäten und ist φ∶X → Y eine globale Poly-

nomabbildung, dann induziert φ einen homogenen Homomorphismus k+[Y]→ k+[X] von graduierten
k-Algebren. Wie sieht es mit der Umkehrung aus?

Übung 3.28∗. Es sei C die verdrehte Kubik in P und Ĉ ⊂ A der a�ne Kegel über C. Zeigen Sie, dass C
nicht zuA isomorph ist. (Vorschlag: Zeigen Sie, dass der Koordinatenring k[Ĉ] = k[z, z, z, z]/I+(Ĉ)
nicht zu k[x , y] isomorph ist. Betrachten Sie dazuM = ⟨z, z, z, z⟩ ⊂ k[Ĉ] und bestimmen SieM/M.)
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3.6. Ebene Kurven und der Satz von Bézout

Im erstenKapitel habenwir die irreduziblen k-Varietäten in der a�nenEbene bestimmt (Satz
1.20). Diese Klassi�kation überträgt sich auf die projektive Ebene. Eine ebene projektive Kurve
ist eine Hyper�äche in P, also von der Form V+( f ) für ein reduziertes homogenes Polynom
f ∈ k[x, x, x], f ∉ k. Der Grad der Kurve V+( f ) ist der Totalgrad von f . Wie in der a�nen
Ebene sind die Kurven die einzigen echten, unendlichen k-Varietäten in P.

Satz 3.25. Es sei X eine irreduzible projektive k-Varietät in der Ebene P. Dann tritt genau einer
der folgenden drei Fälle ein:

(1) X enthält höchstens endlich viele Punkte;
(2) X = P;
(3) X ist eine Kurve in P.

Beweis. Falls X endlich ist, sind wir im ersten Fall. Falls X unendlich ist, dann ist auch einer
der a�nen Teile X ∩ Di (i = , , ) unendlich. Durch Vertauschen der Koordinaten können
wir annehmen, dass X ∩ D unendlich ist. Falls X ∩ D = D, so folgt X = P. Andernfalls ist
X ∩ D nach Satz 1.20 eine a�ne Kurve, es gibt also ein irreduzibles, nicht-konstantes Polynom
f ∈ k[x, . . . , xn] derart, dass X ∩ D = V( f ) (beachte Übung 3.22). Der projektive Abschluss
V+( f ∗) von V( f ) ist dann in X enthalten und da X irreduzibel ist, folgt X = V+( f ∗). ∎

Satz 3.26 (Satz von Bézout16). Seien X und Y zwei Kurven in P vom Grad d bzw. e, ohne ge-
meinsame irreduzible Komponenten. Dann ist X ∩ Y nicht leer und besteht aus höchstens d ⋅ e
Punkten.

Beweis. Es sei X = V+( f ) und Y = V+(g), mit f , g ∈ k[x, x, x] homogen, deg( f ) = d, deg(g) =
e. Aus Satz 3.25 wissen wir bereits, dass X ∩ Y nur endlich viele Punkte enthalten kann, wenn f
und g teilerfremd sind. Wir können k = K annehmen, da dies auf die Aussage keinen Ein�uss
hat. DaK ein unendlicher Körper ist, gibt es einen Punkt p ∈ P, der folgende Bedingung erfüllt:
(∗) Der Punkt p liegt nicht auf X oder Y und auch nicht auf einer der endlich vielen Ver-
bindungsgeraden pq, für p, q ∈ X ∩ Y , p ≠ q.

Durch einen projektiven Koordinatenwechsel können wir p = [, , ] erreichen.

Betrachte die Resultante Res( f , g) von f und g bezüglich der Variablen x. Aufgrund der
Struktur der Sylvestermatrix ist Res( f , g) eine binäre Form vom Grad de in x, x (siehe Übung
3.29). Nach Satz 3.19 hat Res( f , g) also mindestens eine und höchstens de verschiedene Nullstel-
len. Wir behaupten, dass diese Nullstellen mit X ∩ Y in Bijektion stehen. Denn ist [a, a] ∈ P

mit Res( f , g)(a, a) = , dann bedeutet das nach Kor. 3.20, dass f (x, a, a) und g(x, a, a)
eine gemeinsame Nullstelle a haben. Mit anderen Worten, es gilt dann [a, a, a] ∈ X ∩ Y .
NachWahl von p kann zur Nullstelle [a, a] nicht mehr als ein Schnittpunkt von X und Y kor-
respondieren. Umgekehrt gelangt man genauso von einem Schnittpunkt von X und Y zu einer
Nullstelle von Res( f , g). Damit ist der Satz bewiesen. ∎

Korollar 3.27. Je zwei unendliche projektive k-Varietäten in P haben einen gemeinsamen Punkt.

16Étienne Bézout (1730–1783), französischer Mathematiker
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Beweis. Nach Satz 3.25 enthält jede unendliche projektive k-Varietät in P eine projektive Kurve.
Nach dem Satz von Bézout haben je zwei Kurven in P einen Schnittpunkt. ∎

Die obige Version des Satzes ist nur eine schwache Form, weil sie Vielfachheiten von Schnitt-

punkten nicht berücksichtigt. Ist z.B. X = V+(xx − x) und Y = V+(x), so besteht X ∩ Y nur
aus dem einen Punkt [, , ]. Die Gerade Y ist aber in diesem Punkt an die Konik X tangential,
deshalb sollte der Schnittpunkt doppelt gezählt werden.

Im Allgemeinen kann man das folgendermaßen tun: Seien f , g ∈ k[x, x, x] zwei homo-
gene Polynome ohne gemeinsame irreduzible Faktoren mit deg( f ) = d und deg(g) = e und
sei Res( f , g) die Resultante von f und g bezüglich x. Seien X = V+( f ) und Y = V+(g) die
zugehörigen Kurven. Angenommen für den Punkt p = [, , ] ist die Bedingung (∗) aus dem

Beweis des Satzes von Bézout erfüllt. Andernfalls wechseln wir die Koordinaten so, dass die Be-

dingung erfüllt ist. Wie gerade gezeigt gibt es dann eine Bijektion zwischen den Nullstellen von

Res( f , g) und den Schnittpunkten von X und Y .
Es sei p ∈ X∩Y . De�niere die Schnittmultiplizität Ip( f , g) von f und g in p als die Vielfach-

heit der zugehörigenNullstelle vonRes( f , g). Das Problemmit dieserDe�nition der Schnittmul-
tiplizität ist, dass wir im allgemeinen einen Koordinatenwechsel brauchen, um die Bedingung

(∗) herzustellen, und wir wissen nicht, dass die Schnittmultiplizität von diesem Koordinaten-

wechsel unabhängig ist. (Mit anderen Worten, wir müssen beweisen, dass die Schnittmultiplizi-

tät unabhängig von der Wahl des Punktes p mit der Eigenscha� (∗) ist.) Diesen Schritt lassen

wir hier aus; siehe [Cox-Little-O’Shea], §8.7, Lemma 11, für einen direkten Beweis.

Wenn wir die Wohlde�niertheit der Schnittmultiplizität als gegeben voraussetzen, erhalten

wir die folgende Verstärkung:

Satz 3.28 (Satz von Bézout — starke Form). Seien f , g ∈ k[x, x, x] zwei homogene Polynome
ohne gemeinsame irreduzible Faktoren mit deg( f ) = d und deg(g) = e und seien X = V+( f ) und
Y = V+(g) die zugehörigen ebenen projektiven Kurven. Dann gilt

∑
p∈X∩Y

IP( f , g) = de .

Beweis. Dies folgt aus dem, was wir bereits bewiesen haben, zusammen mit der Tatsache, dass
die Resultante den Grad de hat und damit genau de Nullstellen mit Vielfachheit. ∎

Bemerkung. Wir haben f und g hier nicht als reduziert vorausgesetzt. Es gilt zum Beispiel
I[,,](x , x) =  aber I[,,](x, x) = . Nur die zweite Gleichung entspricht der Tatsache, dass
sich die beiden Geraden V+(x ) = V+(x) und V+(x) in [, , ]mit Vielfachheit  schneiden.

Beispiel 3.29. Hier ein Beispiel aus [Cox-Little-O’Shea] über den Schnitt von zwei Kubiken in
P, das wir der Bequemlichkeit halber mitMacaulay rechnen.

i1 : R = QQ[x,y,z];

i2 : f0 = xˆ3+yˆ3-2*x*y*z;

i3 : g0 = 2*xˆ3-4*xˆ2*y+3*x*yˆ2+yˆ3-2*yˆ2*z;

i4 : r0 = resultant(f0,g0,z)

4 3 2 2 3 4 5
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o4 = - 4x y + 10x y - 6x y - 2x*y + 2y

Die Resultante von zwei Kubiken sollte Grad  haben, hier sehen wir aber nur Grad . Das liegt

daran, dass der Punkt [, , ] auf den beiden Kubiken liegt. Also ist die Bedingung (∗) verletzt. Ver-
suchen wir es ersatzweise mit dem Punkt [, , ]. Wir könnten einfach mit der Resultante bezüglich
y rechnen. Alternativ können wir die Variablen vertauschen.

i5 : phi = map(R,R,{z,x,y})

o5 = map(R,R,{z, x, y})

o5 : RingMap R <--- R

i6 : f = phi(f0);

i7 : g = phi(g0);

i8 : r = resultant(f,g,z)

9 8 7 2 6 3 5 4

o8 = - 56x + 104x y + 24x y - 136x y + 64x y

Diesmal hat die Resultante r den richtigenGrad.Das Beispiel ist so gewählt, dass r überQ faktorisiert:
i9 : factor(r)

5 3

o9 = (x) (x - y) (7x + 8y)(-8)

o9 : Expression of class Product

Die Resultante hat also die drei Nullstellen [, ], [, ] und [−, ]mit Vielfachheiten ,  und . Wir
setzen diese Werte in f und g ein, um die korrespondierenden Schnittpunkte zu �nden.

i10 : f1=sub(f,{x=>0,y=>1});

i11 : g1=sub(g,{x=>0,y=>1});

i12 : decompose(ideal(f1,g1))

o12 = {ideal z}

i13 : f2=sub(f,{x=>1,y=>1});

i14 : g2=sub(g,{x=>1,y=>1});

i15 : decompose(ideal(f2,g2))

o15 = {ideal(z - 1)}

i16 : f3=sub(f,{x=>-8,y=>7});

i17 : g3=sub(g,{x=>-8,y=>7});

i18 : decompose(ideal(f3,g3))

o18 = {ideal(z - 4)}

Der Befehl decompose �ndet dabei die irreduziblen Komponenten, in diesem Fall die Punkte. Ins-

gesamt erhalten wir die drei Schnittpunkte [, , ] (mit Schnittmultiplizität ), [, , ] (mit Multi-
plizität ) und [,−, ] (mit Multiplizität ). (Weil wir zu jeder Nullstelle der Resultanten nur einen
Schnittpunkt gefunden haben, wissen wir jetzt auch, dass Bedingung (∗) diesmal erfüllt ist.)

Natürlich hätten wir das alles inMacaulay auch direkt rechnen können.

i43 : decompose(ideal(f,g))
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o43 = {ideal (x - z, y - z), ideal (z, x), ideal (x + 2z, 4y - 7z)}

Das liefert die drei Punkte sofort, allerdings ohne die Schnittmultiplizitäten. Umdiese auch zu sehen,

hil� hier der mysteriöse Befehl

i44 : distinguishedAndMult(ideal(f,g))

o44 = {{3, ideal(y-z, x-z)}, {5, ideal (z,x)}, {1, ideal (4y-7z, x+2z)}}

Übungen

Übung3.29. Es seien f , g ∈ k[x, . . . , xn]Formen vomGrad d bzw. e. Zeigen Sie:DieResultanteRes( f , g)
von f und g bezüglich x ist eine Form vomGrad d ⋅e in x, . . . , xn. (Vorschlag: Betrachten Sie die Leibniz-
Formel für die Determinante der Sylvester-Matrix.)

Übung3.30. Verwenden Sie dieMethode ausAbschnitt 2.5.4 umeinen alternativenBeweis für die Schran-
ke im Satz von Bézout mit Hilfe von Gröbnerbasen zu geben.

Übung 3.31. (Satz von Pascal17 über das Hexagrammum Mysticum). Es sei C ein irreduzibler Kegel-
schnitt in P und seien p, . . . , p sechs verschiedene Punkte auf C. Dann liegen die drei Schnittpunkte

p = L ∩ L mit L = pp und L = pp,
p = L ∩ L mit L = pp und L = pp,
p = L ∩ L mit L = pp und L = pp

von Verbindungsgeraden auf einer Geraden.

Bildquelle:Wikimedia Commons (Ag2gaeh)

Beweisen Sie den Satz nach folgender Skizze: Sei f ∈ k[x, x, x] mit C = V+( f ). Betrachte die Kubiken

X = L ∪ L ∪ L und X = L ∪ L ∪ L

und seien g, g ∈ k[x, x, x] mit X = V+(g), X = V+(g). Sei p ∈ C, p ∉ {p, . . . , p} und setze

g = g(p)g − g(p)g.

Zeigen Sie, dass g ≠ , aber g(p) = g(p) = ⋯ = g(p) = . Schließen Sie mit Hilfe des Satzes von Bézout,
dass f ein Teiler von g sein muss und folgern Sie daraus die Aussage des Satzes.

17Blaise Pascal (1623–1662), französischer Mathematiker und Universalgelehrter
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3.7. Segre- und Veronese-Varietäten

Das Produkt von zwei a�nen Räumen ist natürlich wieder ein a�ner Raum, denn es gilt

Am ×An = Am+n. Bei projektiven Räumen ist das nicht so. Zum Beispiel ist P×P nicht dasselbe
wie P. Die homogenen Koordinaten sehen völlig anders aus (vier statt drei). Auch die Geome-
trie ist tatsächlich verschieden: Zum Beispiel haben in P je zwei unendliche k-Varietäten einen
gemeinsamen Punkt (Kor. 3.27). In P × P gibt es dagegen die Geraden

Lp = {p} × P, für p ∈ P,

und es gilt o�ensichtlich18 Lp ∩ Lq = ∅ für p ≠ q. Das Produkt von zwei projektiven Räumen ist
also kein projektiver Raum, sondern etwas Neues.

Es gibt zwei Arten mit dem Produkt von projektiven Räumen zu arbeiten. Ein Polynom f ∈
k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] heißt bihomogen vom Bigrad (d , e), wenn es homogen vom Grad d
in x, . . . , xm und homogen vom Grad e in y, . . . , yn ist. Ist T ⊂ k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] eine
endliche Menge von bihomogenen Polynomen (nicht unbedingt vom gleichen Bigrad), dann ist

X = {(p, q) ∈ Pm × Pn∶ f (p, q) =  für alle f ∈ T}

eine wohlde�nierte Teilmenge von Pm × Pn, und man kann Untervarietäten des Produkts, die
k-Zariski-Topologie auf Pm × Pn usw. in dieser Weise de�nieren.
Allerdings ist Pm × Pn auch in natürlicher Weise eine projektive k-Varietät, mit Hilfe der

folgenden Konstruktion. Betrachte den projektiven Raum

P(Mat(m+)×(n+)(K)) ≅ P(Kmn+m+n+) = Pmn+m+n

aller Matrizen der Größe (m + )× (n + ). Das ist ein stinknormaler projektiver Raum, nur mit
doppelter Indizierung der Koordinaten. Betrachte weiter die Abbildung

σm,n∶{
Pm × Pn → Pmn+m+n

([u], [v]) ↦ [u ⋅ vT]
.

Dabei ist u ⋅vT also die (m+)×(n+)-Matrix, die alsMatrixprodukt des (m+)-Spaltenvektors19

u mit dem (n + )-Zeilenvektor vT entsteht. Als Vektor ausgeschrieben sieht das also so aus:

σm,n([u], [v]) = [uv, . . . , uvn , uv, . . . , uvn , . . . , umv, . . . , umvn].

Die Abbildung σm,n heißt die Segre-Einbettung20 von Pm × Pn. Ihr Bild heißt eine Segre-
Varietät und wird mit Σm,n bezeichnet.

Proposition 3.30. Die Abbildung σm,n ist injektiv. Ihr Bild Σm,n ist k-abgeschlossen und besteht
genau aus allen (m + ) × (n + )-Matrizen vom Rang .

18Nicht o�ensichtlich ist allenfalls, in welchem Sinn die Teilmengen Lp überhaupt ’Geraden’ sind, wenn P × P gar
keine Ebene ist.
19Zwar schreiben wir Punkte die ganze Zeit als Zeilen, aber wenn wir sie als Vektoren interpretieren, sehen wir sie,

wie in der linearen Algebra üblich, als Spaltenvektoren.
20Corrado Segre (1863–1924), italienischer Mathematiker und Mitbegründer der ’italienischen Schule’ der alge-

braischen Geometrie
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Beweis. Dass Σm,n genau aus den Rang--Matrizen besteht, ist Übung 3.32. Damit ist Σm,n die
projektive k-Varietät, die von allen  × -Minoren ausgeschnitten wird (Übung 1.14), d.h. es gilt

Σm,n = V+([z] ∶ zi jzkl − zi lzk j =  für i , k = , . . . ,m, j, l = , . . . , n).

Ist uvT = u′v′T mit u, u′ ∈ Km+, v , v′ ∈ Kn+, alle ≠ , dann gibt es j mit v j, v′j ≠ . Ist v′j = λv j,
λ ∈ K×, so folgt uv j = λu′v j und damit u = λu′, also [u] = [u′]. Genauso folgt [v] = [v′]. ∎

Mittels der Segre-Einbettung habenwir auch einen neuen Begri� davon, wann eine Teilmen-

ge von X ⊂ Pm × Pn k-abgeschlossen ist. Dieser passt zum Glück mit der vorigen Beschreibung
durch bihomogene Polynome zusammen, wie die folgende Aussage zeigt.

Proposition 3.31. Sei X ⊂ Pm×Pn eine Teilmenge. Genau dann ist σm,n(X) ⊂ Σm,n ⊂ Pmn+m+n eine
projektive k-Varietät, wenn es eine endlicheMenge T ⊂ k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] von bihomogenen
Polynomen gibt derart, dass

X = {(p, q) ∈ Pm × Pn∶ f (p, q) =  für alle f ∈ T}.

Beweis. Angenommen σm,n(X) ist k-abgeschlossen, d.h. es gibt homogene Polynome f, . . . , fr ∈
k[zi , j∶ i = , . . . ,m, j = , . . . , n] vomGrad di = deg( fi)mit σm,n(X) = V+( f, . . . , fr). Dann folgt

X = {(p, q)∶ f(σm,n(p, q)) = ⋯ = fr(σm,n(p, q)) = }.

Dabei ist fi(σm,n(x , y)) ∈ k[x, . . . , xm , y, . . . , yn]bihomogen vomBigrad (di , di), für i = , . . . , r.
Sei umgekehrtT = {g, . . . , gr} eineMenge vonbihomogenenPolynomenvomBigrad (di , ei),

i = , . . . , r, die X de�niert. Falls di ⩾ ei für ein i, so setze hi , j = yd i−e ij gi für j = , . . . , n und falls
di < ei , so setze hi , j = xe i−d ij gi für j = , . . .m. Dann wird X auch durch die Menge aller hi , j be-
schrieben und jedes hi , j ist bihomogen vom Bigrad (di , j, di , j). Ersetzt man in hi , j jedes Produkt
xi y j durch zi j (diese Ersetzung ist nicht eindeutig), so erhält man ein homogenes Polynom h̃i , j
vomGrad di , j in k[z]mit h̃i , j(σm,n(x , y)) = hi , j, so dass σm,n(X) von allen h̃i , j de�niert wird. ∎

Bemerkung 3.32. Etwas subtiler ist der Zusammenhang zwischen globalen Polynomabbildun-
gen auf Pm ×Pn (gegeben durch bihomogene Polynome) und globalen Polynomabbildungen auf
Σm,n. Wir kommen darauf im nächsten Kapitel zurück.

Die einzigen solchen Abbildungen, die uns im Moment interessieren, sind die Projektionen

auf einen der Faktoren, zum Beispiel auf den ersten:

π∶Pm × Pn → Pm , (p, q)↦ p.

Die Abbildung π ○ σ−m,n∶Σm,n → Pm ist keine globale Polynomabbildung (siehe dazu Satz 4.45).

Beispiel 3.33. Die Segre-Varietät Σ, ist das Bild der Abbildung

σ,∶P × P → P, ([x, x], [y, y])↦ [xy, xy, xy, xy].

Sie wird durch eine quadratische Gleichung beschrieben, nämlich

Σ, = V+(z,z, − z,z,).
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Die ’Geraden’ Lp = {p}×P undMp = P×{p} für p ∈ P entsprechen dabei tatsächlich Geraden
auf Σ,. Und zwar wird die Gerade Lp mit p = [a, b] unter σ, auf die Gerade

V+(bz, − az,, bz, − az,)

in P abgebildet (und analog fürMp).

Das reelle a�ne Bild Σ, ∩ D+(z,) zeigt ein Hyperboloid (Kühlturm). Die beiden Scharen
von Geraden auf dem Hyperboloid sind die genau die Scharen {Lp∶ p ∈ P} und {Mp∶ p ∈ P}.

Segre-Quadrik Σ,; Bildquelle: [Harris], S. 26

Ist X ⊂ Pm eine projektive k-Varietät und φ∶X → Pn eine globale Polynomabbildung, dann heißt

Γφ = {(p, q) ∈ Pm × Pn∶ p ∈ X , q = φ(p)}

der Graph von φ.

Proposition 3.34. Der Graph einer globalen Polynomabbildung ist k-abgeschlossen.

Beweis. Es sei X = V+(h, . . . , hr) und φ = ( f, . . . , fn) mit homogenen Polynomen f, . . . , fn ∈
k[x, . . . , xm] vom gleichen Grad d. Es gilt [v] = φ([u]) genau dann, wenn die Zeilen derMatrix

(
v v ⋯ vn
f(u) f(u) ⋯ fn(u)

)

linear abhängig sind, die Matrix also Rang  hat. Setze gi , j = yi f j − y j fi für i < j. Die Polynome
gi , j sind bihomogen vom Bigrad (d , ), die Polynome hi vom Bigrad (deg(hi), ), und es gilt

Γφ = {(p, q)∶ gi , j(p, q) = , hl(p, q) =  für  ⩽ i < j ⩽ n, l = , . . . , r}.

Also ist Γφ abgeschlossen, nach Prop. 3.31. ∎

Genauso wichtig wie die Segre-Varietäten sind die Veronese-Varietäten21. Der Raum aller

Formen vom Grad d in n +  Variablen hat bekanntlich die Dimension

N = (
n + d
d

)

(siehe Übung 2.1). Die Veronese-Abbildung vom Grad d ist gegeben durch

vd ∶{
Pn → PN−

[x, . . . , xn] ↦ [xα ∶ α ∈ Zn+, ∣α∣ = d]
.

21Giuseppe Veronese (1854–1917), italienischer Mathematiker
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DieVeronese-Abbildung schickt einen Punkt p also auf die Auswertung allerMonome vomGrad
d in p. Damit die Abbildung wohlde�niert ist, muss man sich natürlich auf eine Reihenfolge der
Monome festlegen. Wir nehmen die lexikographische Ordnung.

Beispiele 3.35. (1) (n = , d beliebig) In diesem Fall ist die Veronese-Abbildung also

vd ∶P → Pd , [x, x]↦ [xd , xd− x, . . . , xxd− , xd ].

Das ist gerade die rationale Normalkurve vom Grad d in Pd (Übung 3.25).
(2) (n beliebig, d = ) Es sei Symn+(K) der Raum aller symmetrischen Matrizen der Größe

n +  mit Einträgen in K und

P(Symn+(K)) = P(
n+

)− = PN−

Die Veronese-Abbildung v ist dann gerade gegeben durch

v∶{
Pn → PN−

[u] ↦ [u ⋅ uT]
.

Denn die Einträge der symmetrischen (n + ) × (n + )-Matrix u ⋅ uT sind ja gerade die quadra-
tischen Monome (uiu j∶ i , j = , . . . , n). Deshalb kann man mit der Veronese-Abbildung v ganz
ähnlich verfahren, wie mit der Segre-Abbildung. Das Bild von v besteht gerade aus allen sym-
metrischenMatrizen vom Rang  und wird durch die Menge aller symmetrischen ×-Minoren

de�niert (siehe Übung 3.33).

Proposition 3.36. Die Veronese-Abbildung ist injektiv und ihr Bild ist k-abgeschlossen in PN−.

Das Bild vd(Pn) heißt die Veronese-Varietät vom Grad d der Dimension n.

Beweis. DieVeronese-Abbildung ist eine globale Polynomabbildung aufPn.Wir zeigen imnächs-
ten Abschnitt, dass ihr Bild damit automatisch abgeschlossen ist (Kor. 3.42). Wir geben jetzt aber

einen unabhängigen Beweis und bestimmen explizite Gleichungen für die Veronese-Varietät.

Auf PN− arbeiten wir mit homogenen Koordinaten zα, α ∈ Σ, Σ = {α ∈ Zn++ ∶ ∣α∣ = d}. Wir
zeigen, dass das Bild von vd genau die Varietät

Z = V+(zαzβ − zγzδ ∶ α + β = γ + δ, α, β, γ, δ ∈ Σ).

ist. Die Inklusion vd(Pn) ⊂ Z ist klar. Sei umgekehrt [w] ∈ Z. Dann gibt es ein α ∈ Σ mit wα ≠ .

Durch Vertauschen der Indizes können wir annehmen, dass α > . Falls α < d, dann gibt es
γ, δ ∈ Σ mit α = γ + δ und γ > α. Wegen wα = wγwδ gilt dann wγ ≠ . Wir können also α
durch γ ersetzen und schließlich α = (d , , . . . , ) annehmen. Durch Skalieren von w erreichen
wir außerdem wα = . Setze

u =  und u j = w(d−,,...,,...,)

(wobei auf der rechten Seite die  an der Stelle j steht). Dann folgt vd([u]) = [w]. Dasselbe
Argument zeigt auch die Injektivität von vd . ∎

Der Sinn der Veronese-Abbildung besteht darin, dass sie Monome vom Grad d linearisiert.
Ist f ∈ k[x, . . . , xn] homogen vom Grad d, f = ∑∣α∣=d cαxα, so gilt per De�nition

vd(V+( f )) = vd(Pn) ∩ V+(∑∣α∣=d cαzα).
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Dabei ist die Gleichung auf der rechten Seite linear in den neuen Variablen zα. Natürlich linea-

risiert die Veronese-Abbildung immer in nur einem Grad auf einmal. Das ist aber keine wesent-

liche Einschränkung, wie die folgende Aussage zeigt.

Proposition 3.37. Es sei X = V+( f, . . . , fr) ⊂ Pn. Dann gibt es homogene Polynome g, . . . , gs ∈
k[x, . . . , xn] vom Grad d =max{deg( fi)∶ i = , . . . , r}mit X = V+(g, . . . , gs).

Beweis. Ist di = deg( fi) und d = max{di ∶ i = , . . . , r}, dann setze gi j = xd−d ij fi . Die gi j sind
homogen vom Grad d und X wird von allen gi j de�niert. ∎

Korollar 3.38. Es sei X ⊂ Pn eine projektive k-Varietät. Dann gibt es d ⩾  und einen linearen
Unterraum L von PN−, N = (n+dd ), mit

vd(X) = vd(Pn) ∩ L. ∎

Da die Veronese-Varietät selbst durch quadratische Gleichungen de�niert wird (Beweis von

Prop. 3.36), erhalten wir als Konsequenz die folgende Aussage.

Jedes homogene polynomiale Gleichungssystem ist zu einem System aus linearen und qua-

dratischen Gleichungen äquivalent.

Für algorithmische Zwecke ist die Übersetzung in ein solches quadratisch/lineares System

meistens nicht sehr e�zient, da sowohl die Zahl der Variablen als auch der Gleichungen stark

zunimmt. Trotzdem spielt diese Tatsache z.B. für Komplexitätsfragen in der algebraischen Geo-

metrie und auch in der theoretischen Informatik eine Rolle. (Zum Beispiel kann man damit zei-

gen, dass das Lösen quadratischer Gleichungssysteme in einem gewissen wohlde�nierten Sinn

nicht wesentlich ’einfacher’ sein kann, als das Lösen allgemeiner Systeme.)

Übungen

Übung 3.32. Zeigen Sie: (a) Genau dann hat eineMatrixA ∈Matm×n(K) denRang , wenn es u ∈ Km und
v ∈ Kn, u, v ≠ , gibt derart, dass A = u ⋅ vT . (b) Genau dann hat eine symmetrische Matrix A ∈ Symn(K)
den Rang , wenn es u ∈ Kn, u ≠ , gibt derart, dass A = u ⋅ uT .

Übung 3.33. Zeigen Sie, dass die Veronese-Varietät v(Pn) als Teilmenge von P(Symn+(K)) aus den
Matrizen vom Rang  besteht und damit von allen symmetrischen  × -Minoren de�niert wird.

Übung 3.34. Es seien L, L, L drei paarweise disjunkte Geraden in P und sei

S =⋃{L ⊂ P∶ L ist eine Gerade mit L ∩ Li ≠ ∅ für i = , , }.

Zeigen Sie, dass S projektiv äqiuvalent ist zur Segre-Varietät Σ,.
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3.8. DerHauptsatz der Eliminationstheorie

Wir haben uns schon in den ersten beiden Kapiteln mit der Rolle von Eliminationsidealen

befasst. Die Elimination einer Variablen aus einem Ideal entspricht der Projektion der Varietät

auf die übrigen Variablen. Im allgemeinen ist jedoch die a�ne Varietät, die durch das Eliminati-

onsideal de�niert wird, größer als das Bild der Projektion (Beispiel 1.21(3)): Das Bild derHyperbel

V(xy − ) in A unter der Projektion auf die erste Koordinate ist A ∖ {}, während das Elimi-

nationsideal ⟨xy − ⟩ ∩ k[x] = k[x] die ganze a�ne Gerade de�niert. Gleichheit gilt nur unter
speziellen Voraussetzungen, so wie in Lemma 1.32. Wenn man dagegen Variablen eliminiert, die

nur homogen vorkommen, tritt dieses Problemnicht auf. Das ist der folgende fundamentale Satz.

Satz 3.39. Es seien f, . . . , fr ∈ k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] Polynome, die homogen in x, . . . , xm
sind. Es sei

X = {(p, q) ∈ Pm ×An∶ f(p, q) = ⋯ = fr(p, q) = }

und sei π∶Pm ×An → An , (p, q)↦ q die Projektion auf den zweiten Faktor.
Dann ist π(X) eine k-abgeschlossene Teilmenge von An.

Beweis. Es sei q ∈ An. Genau dann ist q ∈ π(X), wenn

V+( f(x , q), . . . , fr(x , q)) ≠ ∅

gilt. Nach dem projektiven Nullstellensatz (Kor. 3.13) ist das genau dann der Fall, wenn

Sd ⊄ ⟨ f(x , q), . . . , fr(x , q)⟩

für alle d ⩾  gilt, wobei S = k[x, . . . , xm]. Für d ⩾  sei daher

Yd = {q ∈ An∶ Sd ⊄ ⟨ f(x , q), . . . , fr(x , q)⟩}.

Dann gelten Y ⊃ Y ⊃ Y ⊃ ⋯ und π(X) = ⋂d⩾ Yd . Deshalb reicht es zu zeigen, dass Yd für alle
hinreichend großen d eine k-abgeschlossene Teilmenge ist.
Es sei d j der Totalgrad von f j in den Variablen x, . . . , xm und sei d ⩾ max{d, . . . , dr}. Für

festes q ∈ An, betrachte die lineare Abbildung

Φq∶{
Sd−d ×⋯Sd−dr → Sd
(g, . . . , gr) ↦ ∑

r
i= gi fi(x , q)

Genau dann liegt q ∈ Yd , wenn Φq nicht surjektiv ist, die Abbildung Φq also Rang kleiner als
dim(Sd) = (n+dn ) hat. Schreibt man Φq als Matrix bezüglich der Monombasis hin, dann bedeutet

das, dass alle Minoren der Größe (n+dn ) verschwinden (Übung 1.14). Diese Minoren sind Polyno-

me in q, die die Varietät Yd de�nieren. Damit ist der Satz bewiesen. ∎

Bemerkung 3.40. Natürlich kann man das Ideal, das die Varietät π(X) beschreibt, auch explizit
angeben. Ist I = ⟨ f, . . . , fr⟩, dann heißt

Î = { f ∈ k[y, . . . , yn]∶Für jedes i = , . . . , n gibt es ei ⩾  mit x e ii f ∈ I}



ÜBUNGEN 93

das projektive Eliminationsideal von I und es gilt π(X) = V(Î). Wir verzichten hier auf den Be-
weis (siehe z.B. [Cox-Little-O’Shea, §8,�m. 6). Wir werden aber gleich zeigen, dass das übliche

Eliminationsideal in diesem Kontext der Projektion mit Zentrum entspricht (Kor. 3.43).

Korollar 3.41. Es sei X ⊂ Pm×Pn eine k-abgeschlossene Teilmenge und π∶Pm×Pn → Pn , (p, q)↦ q
die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann ist π(X) eine k-abgeschlossene Teilmenge von Pn.

Beweis. Nach Prop. 3.31 wird X durch bihomogene Polynome in k[x, . . . , xm , y, . . . , yn] de�-
niert. Betrachte die durch die gleichen Polynome de�nierte Varietät X̂ ⊂ Pm × An+. Nach dem
Hauptsatz der Eliminationstheorie ist dann π(X̂) abgeschlossen inAn+. Diese Varietät ist genau
der a�ne Kegel über π̂(X). ∎

Korollar 3.42. Es sei X ⊂ Pm eine projektive k-Varietät und φ∶X → Pn eine globale Poly-
nomabbildung. Dann ist das Bild φ(X) wieder eine projektive k-Varietät.

Beweis. Nach Prop. 3.34 ist der Graph Γφ ⊂ Pm × Pn eine k-abgeschlossene Teilmenge. Das Bild
φ(X) ist die Projektion von Γφ auf Pn und damit abgeschlossen nach Kor. 3.41. ∎

Korollar 3.43. Es sei p = [, , . . . , ] ∈ Pn. Sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein homogenes Ideal und
X = V+(I). Es gelte p ∉ X. Dann ist πp(X) wieder eine projektive k-Varietät, nämlich

πp(X) = V+(I ∩ k[x, . . . , xn]).

Beweis. Wegen p ∉ X ist πp∶X → Pn− eine globale Polynomabbildung. Deshalb ist das Bild
πp(X) eine k-abgeschlosseneTeilmenge vonPn−. Sei J = I∩k[x, . . . , xn]. Die Inklusion πp(X) ⊂
V+(J) ist leicht zu sehen: Sei q = [a, . . . , an] ∈ πp(X), dann gibt es also a ∈ K mit [a, . . . , an] ∈
X. Ist f ∈ I ∩ k[x, . . . , xn], dann gilt also f (a, . . . , an) = f (a, . . . , an) =  und damit q ∈ V+(J).
Die umgekehrte Inklusion zeigen wir genauso wie in Satz 1.42: Ist r ∉ πp(X), dann gibt es also f ∈
k[x, . . . , xn] mit f (πp(q)) =  für alle q ∈ X, aber f (r) ≠ , weil πp(X) eine k-abgeschlossene
Menge ist. Nach dem projektiven Nullstellensatz gibt es m ⩾  mit f m ∈ I. Also gilt f m(r) ≠ 

und f m ∈ I ∩ k[x, . . . , xn] und damit r ∉ V+(I ∩ k[x, . . . , xn]). ∎

Beispiel 3.44. Um auf das Beispiel der Hyperbel zurückzukommen: Das Bild der a�nen Kurve
C = V( − xx) unter der Projektion (x, x) ↦ x ist nicht abgeschlossen. Der projektive Ab-
schluss von C ist C = V+(x − xx) und die Projektion entspricht der Projektion [x, x, x] ↦
[x, x] mit Zentrum [, , ]. Dieses Zentrum liegt allerdings auf C, so dass Kor. 3.43 nicht an-
wendbar ist. Projiziert man C von einem anderen Punkt, der nicht auf C liegt, zum Beispiel
[, , ], so ist die Projektion auf P surjektiv.

Übungen

Übung 3.35. Führen Sie Satz 3.43 im Fall k = K auf Lemma 1.32 zurück (oder imitieren Sie den Beweis
des Lemmas) und geben Sie dadurch einen alternativen Beweis.
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Übung 3.36. Es sei C ⊂ Pn die rationale Normalkurve und sei p = [, , . . . , ] ∈ C. Zeigen, Sie dass
πp(C ∖ {p}) eine rationale Normalkurve in Pn− ist. Was fällt auf? Vergleichen Sie das Ergebnis im Fall
der verdrehten Kubik (n = ) mit Übung 3.26.

Übung 3.37∗. Es sei v∶P → P die quadratische Veronese-Abbildung und σ ∶P × P → P die Segre-
Abbildung. Es sei id × v∶P × P → P × P, (p, q)↦ (p, v(q). Setze φ = σ ∶ (id × v) und X = φ(P × P).
(a) Bestimmen Sie Gleichungen für X.
(b) Finden Sie eine Hyperebene H ⊂ P so, dass H ∩ X ⊂ P eine rationale Normalkurve vom Grad  ist.

3.9. Die Primärzerlegung

In einem faktoriellen Ring R ist jedes Element f ∈ R ein Produkt f = f i ⋯ f
ir
r von irreduziblen

Elementen mit fi ≁ f j für i ≠ j. Für die erzeugten Ideale bedeutet das gerade

⟨ f ⟩ = ⟨ f⟩i ∩⋯ ∩ ⟨ fr⟩ir .

Für allgemeine Ideale ist das aber nicht der Fall, nicht in faktoriellen Ringen und in allgemeine-

ren Ringen schon erst recht nicht. Für die algebraische Geometrie hängen solche Zerlegungen

von Idealenmit der Zerlegung einer Varietät in ihre irreduziblen Komponenten zusammen.Wir

brauchen zunächst einige algebraische Grundlagen.

Proposition 3.45. Es sei R ein Ring. Ein Ideal von R ist genau dann ein Durchschnitt von Prim-
idealen, wenn es ein Radikalideal ist.

Beweis. Wir betrachten den Fall R = k[x, . . . , xn]. Ist I ein Radikalideal und V = V(I) ⊂ An die
zugehörige a�ne Varietät mit irreduziblen Komponenten V = V ∪ ⋯ ∪ Vr, so folgt I = I(V) =

I(V) ∩⋯ ∩ I(Vr). Dabei sind die I(Vi) Primideale, weil die Vi irreduzibel sind.
Der Beweis der allgemeinen Aussage ist Übung 3.40. ∎

Gegeben ein Ideal I im Polynomring, dann können wir also das Radikalideal
√
I als einen

Durchschnitt von Primidealen ausdrücken und dies entspricht gerade der Zerlegung von V(I)
in irreduzible Komponenten. Was aber, wenn man I selbst statt

√
I zerlegen möchte?

Beispiel 3.46. Es sei I = ⟨x, xy⟩ ⊂ k[x , y]. Wegen x ∈ I, x ∉ I, ist I o�enbar kein Radikalideal.
Außerdem ist das einzige Primideal, das I enthält, das maximale Ideal M = ⟨x , y⟩. Aber M =

⟨x, xy, x⟩ ist immer noch größer als I, während M = ⟨x, xy, xy, y⟩ kleiner als I ist. Also
kann I nicht als ein Durchschnitt von Potenzen von Primidealen geschrieben werden.

Statt nur Potenzen von Primidealen braucht man den folgenden allgemeineren Typ von Idealen:

De�nition 3.47. Ein Ideal J in einem Ring R heißt primär, wenn J ≠ R und für alle f , g ∈ R gilt:

f g ∈ J Ô⇒ f ∈ J oder g ∈
√
J .

Beispiele 3.48. (1) Ist R ein faktorieller Ring und f ∈ R ein irreduzibles Element, dann ist
⟨ f ⟩m = ⟨ f m⟩ für jedes m ⩾  ein primäres Ideal. Denn falls gh ∈ ⟨ f m⟩, so folgt entweder
f m∣h und damit h ∈ ⟨ f m⟩ oder f ∣g und damit g ∈ ⟨ f ⟩ =

√
⟨ f m⟩. (In allgemeinen Ringen

ist dagegen nicht jede Potenz eines Primideals primär.)
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(2) Das Ideal ⟨x, y⟩ ⊂ k[x , y] ist primär, aber nicht Potenz eines Primideals (Übung).

Lemma 3.49. Das Radikal eines primären Ideals ist prim.

Beweis. Sind f , g ∈ R mit f g ∈
√
J so bedeutet dies f mgm ∈ J für ein m ⩾  und damit f m ∈ J

oder gm ∈
√
J, also f ∈

√
J oder g ∈

√√
J =

√
J. ∎

Eine Primärzerlegung eines Ideals I ist eine Darstellung

I = I ∩⋯Ir

von I als Durchschnitt von primären Idealen.
Ein Ideal I von R heißt irreduzibel, wenn für alle Ideale J, J von R gilt

I = J ∩ J Ô⇒ I = J oder I = J.

Dieser Begri� verallgemeinert o�ensichtlich die Irreduzibilität eines Elements.

Lemma 3.50. In einem noetherschen Ring ist jedes irreduzible Ideal primär.

Beweis. Es sei R ein noetherscher Ring und I ein irreduzibles Ideal in R. Dann ist das Nullideal in
R/I irreduzibel. Außerdem ist I genau dann primär, wenn dasNullideal in R/I primär ist (Übung
3.38). Es genügt daher, die Behauptung für das Nullideal zu beweisen. Angenommen also ⟨⟩ ist

in R irreduzibel. Seien f , g ∈ R mit f g =  und g ≠ . Für jedes m ⩾  betrachte das Ideal

Ann( f m) = {h ∈ R∶ h f m = }.

Dann ist Ann( f ) ⊂ Ann( f ) ⊂ ⋯ eine aufsteigende Kette von Idealen in R. Da R noethersch ist,
wird diese Kette stationär, d.h. es gibt n ⩾  mit Ann( f n+) = Ann( f n). Es folgt

⟨ f n⟩ ∩ ⟨g⟩ = {}.

Denn ist h ∈ ⟨ f n⟩ ∩ ⟨g⟩, so folgt f h =  (wegen gh = ) und h = a f n mit a ∈ R. Also gilt
a f n+ = h f =  und damit a ∈ Ann( f n+) = Ann( f n). Es folgt h = a f n = . Da {} irreduzibel
ist und g ≠ , muss f n =  gelten, was zeigt, dass {} primär ist. ∎

Satz 3.51 (Lasker22-Noether). In einem noetherschen Ring ist jedes Ideal ein endlicher Durch-
schnitt von irreduziblen Idealen. Insbesondere besitzt jedes Ideal eine Primärzerlegung.

Beweis. (Noethersche Induktion) Es sei R ein noetherscher Ring und A die Menge aller Ideale
von R, die nicht endlicher Durchschnitt von irreduziblen Idealen in R sind. Da R noethersch ist,
besitzt A ein (bezüglich Inklusion) maximales Element I. Wegen I ∈ A ist I insbesondere nicht
irreduzibel. Es gibt also Ideale J, J von Rmit I = J∩ J und I ⊊ J, I ⊊ J. Wegen derMaximalität
von I, sind J und J Durchschnitt von irreduziblen Idealen, also auch I, ein Widerspruch. ∎

Korollar 3.52. In einem graduierten noetherschen Ring ist jedes Ideal ein endlicher Durchschnitt
von homogenen irreduziblen Idealen und besitzt damit eine homogene Primärzerlegung.

Beweis. Der Beweis geht exakt genauso wie im vorigen Satz. ∎

22Emanuel Lasker (1868–1941) deutscher Mathematiker und Schachweltmeister
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Wir diskutieren nun die geometrische Interpretation der Primärzerlegung. Sei I ein Ideal in
k[x, . . . , xn] und I = I ∩⋯∩ Ir eine Primärzerlegung. Für die zugehörigen Varietäten heißt das

V(I) = V(I) ∪⋯ ∪ V(Ir).

Wir wissen, dass die Ideale
√
I j alle prim sind, nach Lemma 3.49. Deshalb gibt es für jede der

Varietäten V(I j) nur zwei Möglichkeiten:
(i) V(I j) ist eine irreduzible Komponente von V(I).
(ii) V(I j) ist eine irreduzible Varietät, die in einer irreduziblen Komponente von V(I) echt
enthalten ist. Dann heißt I j eine eingebettete Komponente von I.
DaV(I)dieVereinigung derV(I j) ist,müssen die irreduziblenKomponenten vonV(I)unter

den V(I j) alle vorkommen. Welche eingebetteten Komponenten es noch gibt, hängt dagegen
nicht nur von I, sondern auch von der gewählten Primäerzerlegung ab.

Bemerkungen 3.53. Während die Existenz der Primärzerlegung relativ leicht zu beweisen war,
sind Fragen der Struktur und der Eindeutigkeit deutlich komplizierter.

(1) Die Primideale
√
I j in einer Primärzerlegung eines Ideals I heißen die assoziierten

Primideale von I. Die Menge der assoziierten Primideale ist von der gewählten Pri-
märzerlegung unabhängig. Im Fall des Polynomrings (oder einer endlich-erzeugten k-
Algebra) ist das klar für dieminimalen assoziierten Primideale, da diese zu einer irre-
duziblen Komponente von V(I) gehören.

(2) Wenn zwei Primärideale Ii und I j in einer Primärzerlegung von I dieselbeVarietätV(Ii) =
V(I j) liefern, dann ist auch Ii ∩ I j primär (Übung 3.39) und man kann die Primärzer-
legung entsprechend verkürzen. Jedes assoziierte Primideal gehört also zu genau einem

Primärideal in einer minimalen Primärzerlegung.

(3) Unter den Primäridealen sind nur die eindeutig, die zu den minimalen assoziierten

Primidealen (also zu den irreduziblenKomponenten) gehören.Die übrigen Primäridea-

le sind dagegen im allgemeinen nicht eindeutig (siehe nachfolgendes Beispiel).

InMacaulay kann man eine Primärzerlegung mit durch primaryDecomposition berechnen.

i1 : R = QQ[x,y,z];

i2 : I = ideal((yˆ2-x*z)*(zˆ2-xˆ2*y),(yˆ2-x*z)*z);

o2 : Ideal of R

i3 : primaryDecomposition I

2 2 3

o3 = {ideal(y - x*z), ideal (z, x ), ideal (z, y )}

o3 : List

Dagegen zeigt der Befehl decompose, den wir schon verwendet haben, nur die minimalen assoziier-

ten Primideale.

i4 : decompose I

2

o4 = {ideal(y - x*z), ideal (x, z)}

o4 : List
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Frage 3.54. Wie sieht das reelle Bild der Komponenten in diesem Beispiel aus?

Beispiele 3.55. Das Ideal ⟨x, xy⟩ ⊂ k[x , y] aus Beispiel 3.46 hat zwei verschiedene minimale
Primärzerlegungen, nämlich

⟨x, xy⟩ = ⟨x⟩ ∩ ⟨x, xy, y⟩ = ⟨x⟩ ∩ ⟨x, y⟩.

Die assozierten Primideale sind ⟨x⟩ und ⟨x , y⟩. Geometrisch entspricht das in A der Geraden
V(x) als irreduzible Komponente und demNullpunkt V(x , y) als eingebettete Komponente. Die
beiden Primärideale zum Nullpunkt sind verschieden.

Bis jetzt war die Geometrie a�n. In der projektiven Situation geht nach Kor. 3.52 alles genau-

so, mit einem Unterschied. Ist I ⊂ k[x, . . . , xn] ein homogenes Ideal und

I = I ∩⋯ ∩ Ir

eine homogene Primärzerlegung, so gibt es für die irreduziblen projektivenVarietätenV+(I) drei
verschiedene Fälle zu unterscheiden:

(i) V+(I j) ist eine irreduzible Komponente von V+(I).
(ii) V+(I j) gehört zu einer eingebetteten Komponente von I.
(iii) V+(I j) = ∅; dann gilt ⟨x, . . . , xn⟩ ⊂

√
I j nach dem projektiven Nullstellensatz 3.12.

In einer minimalen Primärzerlegung gibt es höchstens ein Primärideal vom Typ (iii), dessen

assoziiertes Primideal gerade das irrelevante Ideal ⟨x, . . . , xn⟩ ist. Wenn man statt der projek-
tiven Varietät V+(I) den a�nen Kegel V(I) betrachtet, dann entspricht ein solches Primärideal
also einer einbetteten Komponenten im Ursprung {} = V(x, . . . , xn).

Beispiel 3.56. Betrachtet man zum Ideal I = ⟨x, xy⟩ aus Beispiel 3.46 die projektive Varietät
V+(x, xy) = {[, ]} ⊂ P, dann ist nur das minimale assoziierte Primideal ⟨x⟩ geometrisch
relevant, während das assoziierte Primideal ⟨x , y⟩ sich in der Geometrie nicht widerspiegelt.

ImZusammenhangmit der Primärzerlegung erwähnenwir noch kurz das folgende nützliche

Lemma, das wir später verwenden. Aussage und Beweis verallgemeinern direkt Lemma 1.30.

Lemma 3.57 (Primvermeidung). Es seien P, . . . , Pr Primideale in einem Ring R und I ein weiteres
Ideal. Falls I ⊂ ⋃ri= Pi gilt, so ist I bereits in einem der Primideale Pi enthalten.

Beweis. Induktion nach r: Für r =  ist nichts zu zeigen. Sei also r ⩾ . Angenommen falsch, also
I ⊂ ⋃ri= Pi aber I ⊄ Pi für alle i. Nach Induktionsvoraussetzung ist I dann in keiner Vereinigung
von weniger als r der Ideale P, . . . , Pr enthalten. Es gibt also für jedes i = , . . . , r ein Element
fi ∈ I, fi ∉ ⋃ j≠i Pj. Wegen I ⊂ ⋃ri= Pi muss also fi ∈ Pi gelten. DDann ist f + f⋯ fr ∈ I in keinem
der Primideale P, . . . , Pr enthalten, ein Widerspruch. ∎

Übungen

Sei stets R ein Ring.

Übung 3.38. Es sei I ≠ R ein Ideal. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:
(i) Das Ideal I ist primär;
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(ii) Jeder Nullteiler in R/I ist nilpotent;
(iii) Das Nullideal in R/I ist primär.

Übung 3.39. Seien I, J Primärideale in R. Zeigen Sie: Falls
√
I =

√
J, so ist I ∩ J primär mit

√
I ∩ J =

√
I.

Übung 3.40. Zeigen Sie: Ein Ideal in R ist genau dann ein Radikalideal, wenn es ein Durchschnitt von
Primidealen ist. (Anleitung: Sei I ein Radikalideal. Zeigen Sie, dass I der Durchschnitt aller Primideale ist,
die I enthalten, wie folgt: Ist f ∉ I, dann hat die Menge

{J ⊂ R∶ J ist Ideal von R mit I ⊂ J und f r ∉ J für alle r ⩾ }

ein maximales Element P. Zeigen Sie, dass P prim ist.)

3.10. Hilbert-Funktion undHilbert-Polynom

Wir betrachtennun genauer die Struktur des homogenenKoordinatenrings einer projektiven

Varietät. Es sei im folgenden immer

S = k[x, . . . , xn]

der Polynomring mit der Graduierung durch den Totalgrad. Sei I ein homogenes Ideal in S. Wie
zuvor bezeichne Sd den homogenen Teil vom Grad d von S und Id = I ∩ Sd den von I. Sei T der
graduierte Restklassenring T = S/I und Td = Sd/Id der homogene Teil vom Grad d. Nach der
Dimensionsformel gilt dann

dim(Id) + dim(Td) = dim(Sd) = (
n + d
n

).

De�nition 3.58. DieHilbert-Funktion von I ist die Funktion

HI ∶{
Z+ → Z+

d ↦ dim(Td)
.

Ist X ⊂ Pn eine projektive k-Varietät mit homogenem Verschwindungsideal I+(X), so schreiben
wir für HI+(X) auch einfach HX , die Hilbert-Funktion von X.

Die Dimension von I(X)d ist die Anzahl unabhängiger Formen vom Grad d, die auf X
verschwinden, also die Anzahl der Hyper�ächen, die X enthalten. Die Hilbert-Funktion von
X drückt dies aus durch die Co-Dimension von I(X)d in Sd .

Beispiele 3.59. (1) Die Hilbert-Funktion des Nullideals (und damit die Hilbert-Funktion von
Pn) ist einfach

HPn(d) = dim Sd = (
n + d
n

).

(2) Es sei k = K und die Varietät X = {p, q, r} bestehe aus drei verschiedenen Punkten in P.
Ob das Ideal I+(X) eine Linearform enthält oder nicht, sagt gerade, ob die drei Punkte p, q, r
kollinear sind oder nicht. Der Wert HX() beantwortet also genau diese Frage, nämlich

HX() = {
 falls p, q, r kollinear sind,
 falls nicht.
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Andererseits gilt immer HX() = . Um das einzusehen, betrachte die Abbildung23

Φ∶{
k[x, x, x] → k

f ↦ ( f (p), f (q), f (r))
.

Für jede Wahl von zwei der drei Punkte p, q, r gibt es eine quadratische Form, die in diesen bei-
den Punkten verschwindet, aber nicht in dem verbleibenden Punkt. (Zum Beispiel ein Produkt

von zwei geeigneten Linearformen). Deshalb liegen die drei Einheitsvektoren im Bild von Φ, so

dass Φ surjektiv ist. Damit hat der Kern von Φ, welcher genau I(X) ist, nach der Dimensions-
formel die Dimension  (siehe hierzu auch Übung 3.41 und 3.42).

Proposition 3.60. Es sei I ein homogenes Ideal in S und ⩽ eine Monomordnung auf S.
(1) Ist f ∈ S homogen vom Grad d, dann auch jeder Standardrest von f modulo I bzgl. ⩽.
(2) Das Ideal I und sein Leitideal L(I) bezüglich ⩽ haben dieselbe Hilbert-Funktion.

Beweis. (1) Sei r ein Standardrest von f modulo I bezüglich ⩽. Per De�nition gilt f − r ∈ I und
r enthält kein Monom aus L(I). Für e ≠ d gilt also re = ( f − r)e ∈ Ie . Wäre re ≠ , so läge das
Leitmonom von re also in L(I), ein Widerspruch dazu, dass r ein Standardrest ist.
(2) Sei d ⩾ . Nach Lemma 2.3 liegt eine Form f vomGrad d genau dann immonomialen Ide-

al L(I)d , wenn alle in f vorkommenden Monome in L(I)d liegen. Deshalb bilden die Monome
xα vom Grad d, die nicht in L(I)d enthalten sind, eine Basis des Vektorraums Sd/L(I)d .
Ist f ∈ S homogen vom Grad d, so ist ein Standardrest r von f modulo I bezüglich ⩽ wieder

homogen vom Grad d, nach (1). Außerdem gilt f − r ∈ Id und kein Monom in r liegt in L(I).
Deshalb bilden die Monome xα vom Grad d, die nicht in L(I)d liegen, auch eine Vektorraum-
Basis von Sd/Id . Damit haben beide Räume die gleiche Dimension und die Hilbert-Funktionen
damit denselben Wert an der Stelle d. ∎

Das Hauptergebnis für diesen Abschnitt ist der folgende Satz.

Satz 3.61 (Hilbert). Für jedes homogene Ideal I in k[x, . . . , xn] gibt es eine Zahl d ⩾  und
ein eindeutig bestimmtes Polynom PI ∈ Q[z]mit

HI(d) = PI(d)

für alle d ⩾ d.

Das Polynom PI heißt dasHilbert-Polynom von I. Ist I = I+(X) das homogene Verschwin-
dungsideal einer projektiven Varietät, dann schreiben wir wieder PX anstelle von PI+(X).

Beweis. Nach Prop. 3.60(2) könnenwir I durch sein Leitideal bezüglich irgendeinerMonomord-
nung ersetzen und deshalb ohne Einschränkung annehmen, dass I ein monomiales Ideal ist. Es
sei also I erzeugt von r Monomen, und wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach r. Für

23Streng genommen ist dies keine wohlde�nierte Abbildung: Wie wir schon bemerkt haben, sind homogene Po-

lynome keine Funktionen auf Pn . Wir müssten also eigentlich Vertreter u, v ,w ∈ K ∖ {} mit p = [u], q = [v],
r = [w] wählen und die Abbildung Φ durch Auswertung in diesen Vektoren de�nieren. Da wir uns aber nur für die
Dimension von Kern und Bild interessieren und diese nicht von der Wahl der Vertreter abhängen, verzichten wir

auf den zusätzlichen Aufwand.
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r =  ist I = ⟨⟩ und die Hilbert-Funktion istH⟨⟩(d) = (n+dn ). Dies ist ein Polynom in d, nämlich

P⟨⟩(z) = (
n + z
n

) =


n!
(z + )⋯(z + n).

Sei r ⩾  und sei I = J + ⟨xβ⟩, wobei J von rMonomen erzeugt ist, etwa

J = ⟨xα , . . . , xαr⟩.

Setze

J′ = (J∶ xβ) = { f ∈ S∶ xβ f ∈ J}.

(Der Idealquotient (J∶ xβ) ist dabei durch die rechte Seite de�niert.) Nach Lemma 2.3 gilt nun

J′ = ⟨
xα i

ggT(xα i , xβ)
∶ i = , . . . , r⟩.

Setze e = ∣β∣ und betrachte für d ⩾ e die lineare Abbildung

Sd−e → (I/J)d , f ↦ xβ f .

Sie ist surjektiv und ihrKern ist gerade J′d−e . NachderDimensionsformel gilt deshalb dim(Sd−e) =
dim(J′d−e) + dim(I/J)d . Außerdem ist dim(I/J)d = dim(Id) − dim(Jd) und deshalb zusammen

dim(Sd−e) = dim(J′d−e) + dim(Id) − dim(Jd).

Daraus folgt dim(Sd−e) − dim(J′d−e) = (dim(Sd) − dim(Jd)) − (dim(Sd) − dim(Id)), also

HI(d) = HJ(d) −HJ′(d − e).

Nach Induktionsvoraussetzung angewandt auf J und J′ gibt es also d ⩾ e mit

HI(d) = PJ(d) − PJ′(d − e)

für alle d ⩾ d. Also ist PJ(z) − PJ′(z − e) das Hilbert-Polynom von I. Die Eindeutigkeit folgt
daraus, dass zwei Polynome, die an unendlich vielen Stellen übereinstimmen, gleich sind. ∎

Bemerkungen 3.62. (1) Der Beweis enthält einen Algorithmus zur Berechnung des Hilbert-
Polynoms eines homogenen Ideals: Berechne das Leitideal (mit Hilfe einer Gröbnerbasis) und

verfahre dann induktiv mit den Erzeugern wie im Beweis.

(2) Der kleinste Grad dmit der Eigenscha�, dass Hilbert-Funktion undHilbert-Polynom in
allen größeren Graden übereinstimmen, wird die Hilbert-Regularität eines homogenen Ideals
genannt. Zwar liefert der Beweis eine Schranke für die Hilbert-Regularität über die Grade der

Erzeuger des Leitideals, aber es ist nicht klar, wie diese wiederum vom Ideal selbst abhängen.

(3) Das Hilbert-Polynom eines homogenen Ideals ist ein numerisches Polynom, das heißt es
nimmt auf allen (hinreichend großen) ganzen Zahlen auch ganzzahlige Werte an. Natürlich ist

jedes Polynommit ganzzahligen Koe�zienten ein numerisches Polynom, aber die Koe�zienten

des Hilbert-Polynoms sind in der Regel nicht ganzzahlig; siehe dazu Übung 3.48.

Beispiele 3.63. (1) Die Hilbert-Funktion von Pn ist bereits ein Polynom und stimmt deshalb mit
dem Hilbert-Polynom überein, nämlich

PPn(z) = (
z + n
n

).
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(2) Es sei X ⊂ P eine Kurve, gegeben durch ein reduziertes homogenes Polynom f ∈ k[x, x, x]
vom Grad d. Dann gilt I+(X) = ⟨ f ⟩, und für e ⩾ d besteht der homogene Teil ⟨ f ⟩e gerade aus
allen Formen vom Grad e, die durch f teilbar sind. Mit anderen Worten, die Multiplikation mit
f de�niert einen Vektorraumisomorphismus

k[x, x, x]e−d
∼
Ð→ ⟨ f ⟩e , g ↦ g ⋅ f .

Es folgt

dim(⟨ f ⟩e) = {
(e−d+


) für e ⩾ d

 für e < d .
und damit

HX(e) = (
e + 


) − (
e − d + 


) = d ⋅ e −
d(d − )


(für e ⩾ d),

PX(z) = dz −
d(d − )


.

(3) Genauso geht das für n > . Das Hilbert-Polynom einer Hyper�äche X ⊂ Pn vom Grad d ist

PX(z) = (
z + n
n

) − (
z − d + n
n

) =


n!
((z + n)⋯(z + ) − (z − d + n)⋯(z − d + ))

=
d

(n − )!
zn− + Terme von niedrigerem Grad in z

Die Werte des Hilbert-Polynoms in den natürlichen Zahlen stimmen per De�nition ab ei-

nem gewissen Gradmit der Hilbert-Funktion überein. Aber auch derGrad und dieKoe�zienten
des Hilbert-Polyoms einer projektiven Varietät enthalten wichtige Informationen. Als erstes be-

kommen wir endlich eine De�nition für die Dimension.

De�nition 3.64. DieDimension einer projektiven k-Varietät X ⊂ Pn ist der Grad ihres Hilbert-
Polynoms.

Diese De�nition der Dimension ist natürlich vollkommen unanschaulich. Der Vorteil ist,

dass man ganz gut damit rechnen kann.

Beispiele 3.65. Die folgendenDimensionen ergeben sich sofort aus denBerechnungendesHilbert-
Polynoms in den Beispiel 3.63 und den Übungen.

(1) Der projektive Raum Pn hat die Dimension n.
(2) Eine Hyper�äche V+( f ) in Pn hat die Dimension n − .
(3) Die rationale Normalkurve in Pn hat die Dimension  (siehe Übung 3.43).
(4) Die Veronese-Varietät vd(Pn) hat die Dimension n (siehe Übung 3.44).
(5) Die Segre-Varietät Σm,n hat die Dimension m + n (siehe Übung 3.45).
(6) Jede endliche Varietät hat die Dimension  (falls k = K; allgemeiner Fall später).

Bemerkung 3.66. Das Hilbert-Polynom enthält noch weitere sogenannte Invarianten der Va-
rietät. Ist X ⊂ Pn eine projektive Varietät der Dimension m, dann ist der Leitkoe�zient von PX
multipliziert mitm! eine positive ganze Zahl (siehe Übung 3.48). Diese Zahl heißt derGrad von
X. Aus der Berechnung des Hilbert-Polynoms in Beispiel 3.63(3) folgt, dass der Grad einer Hy-
per�äche V+( f ) mit deg( f ) = d gerade d ist, so dass die De�nition des Grades in diesem Fall
mit der üblichen übereinstimmt.
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Auch der konstante Term des Hilbert-Polynoms hat einen Namen. Ist X eine projektive Va-
rietät der Dimension m, so heißt die Zahl (−)m(pX() − ) das arithmetische Geschlecht von
X. Besonders wichtig ist diese Invariante für Kurven, also im Fall m = . Nach Beispiel 3.63(2)

hat eine ebene Kurve vom Grad d das arithmetische Geschlecht

ga = (
d − 


) =
(d − )(d − )


.

Das arithmetische Geschlecht spielt eine große Rolle in der systematischen�eorie der algebrai-

schen Kurven und ihrer Gegenstücke in der komplexen Geometrie, den Riemannschen Flächen.

Das Geschlecht ist eine bestimmende Größe im Satz von Riemann-Roch, dessen Aussageman als
eine verfeinerte und abstrahierte Version der Hilbert-Funktion verstehen kann.

Übungen

Übung 3.41. Es gelte k = K. Es sei X eine Menge von m Punkten in Pn und sei HX die Hilbert-Funktion
von X. Zeigen Sie: Für alle d ⩾ m −  gilt HX(d) = m.

Übung 3.42. Es gelte k = K. Es sei X ⊂ Pn eine Menge von m Punkten und sei d ⩾ . Beweisen Sie, dass
die folgenden Aussagen äquivalent sind.

(i) Die Hilbert-Funktion HX erfüllt HX(d) = m.
(ii) Die Punktauswertungen {µp∶ p ∈ X}, gegeben durch µp∶ k[x, . . . , xn], f ↦ f (p), sind linear unab-
hängige Elemente des Dualraums k[x, . . . , xn]∗.

(iii) Für jedes p ∈ X gibt es ein f ∈ k[x, . . . , xn]d mit f (q) =  für alle q ∈ X, q ≠ p und f (p) ≠ .

Übung 3.43. Bestimmen Sie das Hilbert-Polynom, den Grad und das arithmetische Geschlecht der ra-
tionalen Normalkurve in Pn.

Übung 3.44. Bestimmen Sie das Hilbert-Polynom der Veronese-Varietät vd(Pn).

Übung 3.45. Bestimmen Sie das Hilbert-Polynom der Segre-Varietät Σm,n.

Übung 3.46. Zeigen Sie: Eine Hyper�äche vom Grad d in Pn hat das arithmetische Geschlecht (d−n ).

Übung 3.47. Zeigen Sie: Ist I ⊂ k[x, . . . , xn] ein homogenes Ideal mit V+(I) = ∅, so gilt PI = .
(Hinweis: Verwenden Sie Kor. 3.13).

Übung 3.48. Ein Polynom f ∈ Q[z] heißt numerisch, wenn es f (n) ∈ Z für alle n ∈ Z erfüllt. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Polynome

Fm(z) = ( z
m
) = 

m!
z(z − )⋯(z −m + )

für m ⩾  sind numerisch und  = F, F, . . . , Fd bilden eine Basis desQ-VektorraumsQ[z]⩽d .
(b) Ein Polynom f ∈ Q[z] erfüllt f (n) ∈ Z für alle hinreichend großen n ∈ Z genau dann, wenn es eine

Z-Linearkombination der Fi ist. Jedes solche Polynom ist numerisch. (Vorschlag:Drücken Sie f durch
die Basis-Polynome aus und betrachten Sie die Di�erenz f (n + ) − f (n) für hinreichend großes n.)

(c) Das Hilbert-Polynom eines homogenen Ideals in k[x, . . . , xn] ist numerisch.
(d) Sei f ein numerisches Polynom vom Grad d. Dann ist der Leitkoe�zient von f multipliziert mit d!
ganzzahlig und der konstante Term von f ist ganzzahlig.
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. LOKALE GEOMETRIE

Wir haben im vorigen Kapitel einige der Vorteile gesehen, die die projektive Geometrie ge-

genüber der a�nen Geometrie bietet. Auf der algebraischen Seite entsprach das dem Übergang

von Algebren zu graduierten Algebren. Im Gegensatz dazu konzentriert sich die lokale Geome-

trie auf Umgebungen von Punkten. Auf der algebraischen Seite entspricht das dem Lokalisieren,

dem Übergang zu lokalen Ringen. Die algebraische Geometrie wird dadurch insgesamt abstrak-

ter.Wir werden aber auch sehen, wie sich einige der Probleme aus dem vorigenKapitel, vor allem

das allgemeine Studium vonMorphismen, in dieserWeise lösen lassen. Außerdemkümmernwir

uns um eine saubere Behandlung der geometrischen Begri�e Dimension und Glattheit.

4.1. Lokalisierungen und lokale Ringe

Es sei R ein Ring (kommutativ mit Eins). Wenn R ein Integritätsring ist, dann kann man zu
R den Quotientenkörper Quot(R) bilden, der aus allen Brüchen f

g mit f , g ∈ R, g ≠  besteht. Es
sei S ⊂ R einemultiplikative Teilmenge, d.h. es gelte S ⋅ S ⊂ S und  ∈ S. Dann ist

RS = {
f
s
∈ Quot(R)∶ s ∈ S}

ein Teilring von Quot(R), der R = { f

∶ f ∈ R} enthält. Da Nenner sowohl bei der Addition als

auch bei der Multiplikation von Brüchen multipliziert werden, ist es klar, dass RS ein Teilring
von Quot(R) ist. Es gilt Quot(R) = RR∖{}. Der Ring RS heißt die Lokalisierung von R nach S.
Der Grund für diese Bezeichnung wird in den Beispielen klar werden.

Beispiel 4.1. Es sei R = k[x, . . . , xn] und p ∈ kn. Setze

S = { f ∈ R∶ f (p) ≠ }.

O�enbar ist S multiplikativ, so dass wir die Lokalisierung

RS = {
f
s
∈ k(x, . . . , xn)∶ s(p) ≠ }

bilden können. Diese Art Beispiel ist für die Geometrie am wichtigsten.

Es gibt noch eine kleine technische Schwierigkeit: Manchmal braucht man den Begri� der

Lokalisierung auch im Fall, dass R kein Integritätsring ist, also Nullteiler besitzt. Angenommen
S ⊂ R ist eine multiplikative Teilmenge und es gibt f ∈ R ∖ {} und s ∈ S mit

f ⋅ s = .
103
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Wenn wir s nun zu einer Einheit machen, dann kann man diese Gleichung anschließend mit s
multiplizieren und es folgt f = . In der Lokalisierung müssen wir f also zu Null machen.
Deshalb muss die De�nition von Brüchen gegenüber dem Quotientenkörper eines Integri-

tätsbereichs angepasst werden. De�niere dazu die Relation

( f, s) ∼ ( f, s) ⇐⇒ ∃t ∈ S∶ t( fs − fs) = 

auf der Menge R × S. Auf diese Weise entsteht ein Ring von Brüchen wie zuvor.

Proposition 4.2. Sei R ein Ring und S ⊂ R eine multiplikative Teilmenge. Die Relation ∼ ist eine
Äquivalenzrelation.Wir schreiben f

s für die Äquivalenzklasse von ( f , s) und RS für dieMenge aller
Äquivalenzklassen. Mit den üblichen Rechenregeln

f
s
⋅
g
t
=
f g
st

und
f
s
+
g
t
=
f t + gs
st

wird RS zu einem kommutativen Ring mit Eins  und Null



.

Beweis. Übung 4.2 ∎

Wie zuvor heißt RS die Lokalisierung von R nach S. Sie kommt zusammenmit einem Ring-
homomorphismus

φS ∶R → RS , f ↦
f

,

der Lokalisierungsabbildung. Nach Konstruktion werden die Elemente von S unter Lokalisie-
rung zu Einheiten, das heißt φS(S) ⊂ (RS)×. Es gilt φS( f ) = 


per De�nition genau dann, wenn

es t ∈ S gibt mit t f = . Also ist φS genau dann injektiv, wenn S keine Nullteiler von R ent-
hält. (Auch  ∈ S haben wir nicht verboten. In diesem Fall ist dann RS der Nullring.) Natürlich
schreibt man häu�g f statt f


, obwohl R eben im allgemeinen kein Teilring von RS ist.

Beispiel 4.3. Es sei R = k[x , y]/⟨xy⟩ und S = {y i ∶ i ⩾ }. In R gilt xy =  und in RS deshalb

x

=
x


y




y
= .

Es ist ker(φS) = ⟨x⟩ und

RS ≅ k[y]y = {
f (y)
y j

∶ f ∈ k[y], j ⩾ }.

Genauso wie der Quotientenkörper ist die Lokalisierung durch eine sogenannte universelle
Eigenscha� bestimmt.

Proposition 4.4. Es sei ψ∶R → R ein Ringhomomorphismus, R ≠ , und S ⊂ R eine multiplika-
tive Menge. Genau dann exisiert eine Abbildung ψ′∶ (R)S → R mit ψ = ψ′ ○ φS , wenn ψ(S) ⊂ R×
gilt. In diesem Fall ist ψ′ eindeutig bestimmt.

R

(R)S R

ψ

ψ′

φS
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Beweis. Falls ein solches ψ′ existiert, dann folgt aus φS(S) ⊂ R× auch ψ(S) = ψ′(φS(S)) ⊂ R×
(denn jeder Ringhomomorphismus bildet Einheiten auf Einheiten ab). Ist umgekehrt diese Be-

dingung erfüllt, so de�niere ψ′ für f ∈ R und s ∈ S durch

ψ′(
f
s
) = ψ( f ) ⋅ ψ(s)−.

Diesesψ′ ist ein Ringhomomorphismusmit der gewünschten Eigenscha�. Da außerdemψ′( f

) =

ψ( f ) und ψ′( s) = ψ(s)− gelten müssen, folgt die Eindeutigkeit von ψ′. ∎

Als nächstes untersuchen wir die Beziehung zwischen Idealen in einem Ring und Idealen in

einer Lokalisierung. Sei R ein Ring und S eine multiplikative Teilmenge. Ist J ein Ideal von RS ,
so ist φ−

S (J) ein Ideal von R. Ist J prim, so auch φ−
S (J). (Das stimmt für jeden Homomorphis-

mus zwischen beliebigen Ringen.) Ist I ein Ideal von R, dann schreiben wir IS oder manchmal
deutlicher I ⋅ RS für das von φS(I) in RS erzeugte Ideal.

Proposition 4.5. (1) Für jedes Ideal J von RS gilt J = (φ−
S (J))S . Die Abbildung J ↦ φ−

S (J)
ist also eine Injektion von der Menge der Ideale in RS in die Ideale von R.

(2) Die Abbildung P ↦ φ−
S (P) induziert eine Bijektion zwischen der Menge aller Primideale

von RS und der Menge aller Primideale P von R mit P ∩ S = ∅. Die Bijektion erhält
Inklusionen und Durchschnitte. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch P ↦ PS .

Beweis. (1) Es sei J ⊂ RS ein Ideal und sei I = φ−
S (J) = { f ∈ R∶ f


∈ J}. Für jedes fs ∈ J gelten

s ⋅ fs =
f

∈ J und f

s =


s ⋅
f

. Das zeigt, dass J von φS(I) erzeugt wird.

(2) SeiQ ⊂ RS ein Primideal.WegenQ ≠ RS muss dannQ∩R×S = ∅ und damit φ−(Q)∩S = ∅
gelten. Ist andererseits P ⊂ R ein Primideal mit P∩S = ∅, so ist PS ein Primideal; denn ist

f
s ⋅
g
t =

h
u

mit h ∈ P und u ∈ S, so gibt es nachDe�nition der Gleichheit in RS ein v ∈ Smit v( f gu−hst) = .
Wegen u, v ∉ P folgt f ∈ P oder g ∈ P, also f

s ∈ PS oder
g
t ∈ PS . Außerdem gilt P = φ−

S (PS). Denn
ist f ∈ R mit φS( f ) ∈ PS , so heißt das

f

= g
s für ein g ∈ P und ein s ∈ S. Also gibt es t ∈ S mit

f st = gt.

Die rechte Seite liegt in P, also auch f st. Wegen st ∉ P folgt f ∈ P, da P ein Primideal ist. ∎

Beispiel 4.6. Betrachte wie in Beispiel 4.1 die Lokalisierung RS mit

R = k[x, . . . , xn] und S = { f ∈ R∶ f (p) ≠ },

für p ∈ An. Nach Prop. 4.5 sind die Primideale von RS genau die Primideale P von Rmit P∩S = ∅,
was gerade p ∈ V(P) bedeutet. Die Primideale von RS entsprechen also genau den irreduziblen
a�nen k-Varietäten in An, die den Punkt p enthalten.
Wie sieht es mit reduziblen Untervarietäten aus? Sei dazu etwa n =  und p = (, ) und

betrachte das Ideal ⟨(x − )y⟩. Wegen (x − )(p) ≠  gilt dann x −  ∈ S und deshalb ⟨(x − )y⟩ =
⟨ y

⟩ = ⟨y⟩S in RS . Die Varietät V((x−)y) ⊂ A ist die Vereinigung der beiden Geraden x =  und

y = , aber nur eine enthält den Punkt p. Deshalb verschwindet die andere in der Lokalisierung.
In diesem Sinn sieht die Lokalisierung nur noch die Geometrie lokal um den Punkt p.
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Besonders wichtig sind zwei Typen von Lokalisierung: (1) Ist f ∈ R, so ist S = {, f , f , . . . }
eine multiplikative Menge und wir schreiben kurz R f für RS . Diese Lokalisierung nach den Po-
tenzen eines Elements kannman auch anders beschreiben. Betrachte denRinghomomorphismus

R[x]→ R f ,G(x)↦ G(


f
).

Dieser ist o�enbar surjektiv und der Kern ist gerade das Ideal ⟨ f x − ⟩. Nach dem Homomor-
phiesatz gibt es also einen Isomorphismus von R-Algebren

R f ≅ R[x]/⟨ f x − ⟩.

(2) Per De�nition ist ein Ideal P von R genau dann ein Primideal, wenn R ∖ P eine multipli-
kative Teilmenge ist. In diesem Fall schreibt man

RP ∶= RR∖P .

(Das ist zwar auf den ersten Blick etwas verwirrend, aber wenn man aufpasst, ist die Verwechse-

lungsgefahr gering: P selbst kann niemals multiplikativ sein, da es  nicht enthält.) Das ist genau
die Situation in den Beispielen 4.1 und 4.6, in denen P das Verschwindungsideal eines Punkts ist.

De�nition 4.7. Ein Ring heißt lokal, wenn er nur ein einziges maximales Ideal besitzt.

Korollar 4.8. Ist P ⊂ R ein Primideal, so sind die Primideale von RP in inklusionserhaltender
Bijektion mit den Primidealen von R, die in P enthalten sind. Insbesondere ist RP ein lokaler Ring
mit maximalem Ideal PRP.

Beweis. Das folgt einfach, indem man Prop. 4.5(2) auf S = R ∖ P anwendet. ∎

Korollar 4.9. Sei R ein noetherscher Ring und S ⊂ R eine multiplikative Teilmenge. Dann ist RS
wieder noethersch.

Beweis. Sei J ein Ideal von RS . Nach Prop. 4.5(1) gilt J = φ−
S (J)S . Da R noethersch ist, ist φ−

S (J)
endlich erzeugt, und J wird von den Bildern der Erzeuger unter φS erzeugt, ist also ebenfalls
endlich erzeugt. ∎

Bemerkung 4.10. Es ist dagegen nicht wahr, dass eine Lokalisierung einer endlich erzeugten
Algebra über einem Körper wieder eine endlich erzeugte Algebra ist. Das stimmt schon für

den Quotientenkörper nicht. Zum Beispiel kann k(x) = Quot(k[x]) keine endlich erzeugte
k-Algebra sein, denn sonst wäre k(x) nach Satz 1.47 algebraisch über k. (Das kann man auch
direkt sehen; siehe Übung 4.3.)

Für nachher notieren wir noch:

Lemma 4.11. Es sei R ein Integritätsring. Für jedes Primideal P von R ist dann RP ein Teilring von
Quot(R) und es gilt

R = ⋂
M⊂R

maximales Ideal

RM .

Beweis. R ⊂ ⋂RM ist klar. Sei
f
s ∈ Quot(R)∖ R. Dann ist s keine Einheit in R, also ⟨s⟩ ⊊ R. Nach

dem Zornschen Lemma ist s also in einem maximalen IdealM enthalten. Es folgt fs ∉ RM . ∎
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Im Zusammenhang mit projektiven Varietäten brauchen wir auch noch eine homogene Ver-

sion der Lokalisierung.

Lemma4.12. Es sei S einZ+-graduierter Ring und T einemultiplikative Teilmenge von homogenen
Elementen von S,  ∉ T. Dann wird durch

(ST)d = {
f
t
∈ ST ∶ f homogen mit deg( f ) − deg(t) = d}

für d ∈ Z eine Z-Graduierung auf ST de�niert.

Beweis. Übung 4.4. ∎

Übungen

Übung 4.1. Bestimmen Sie für R = Z/⟨⟩ und P = ⟨⟩ die Lokalisierung RP .

Übung 4.2. Beweisen Sie Prop. 4.2.

Übung 4.3. Es sei k ein Körper, A eine endlich erzeugte k-Algebra und S ⊂ A eine multiplikative Menge.
Zeigen Sie: Falls AS eine endlich erzeugte k-Algebra ist, so gibt es f ∈ Amit AS = A f .

Übung 4.4. Beweisen Sie Lemma 4.12.

Übung 4.5. Es sei R ein Ring, S ⊂ R eine multiplikative Teilmenge und I ⊂ R ein Ideal. Zeigen Sie die
Isomorphie RS/IS ≅ (R/I)S .

Übung 4.6. Es sei R ein Ring und S ⊂ R eine multiplikative Teilmenge mit  ∉ S. Sei P ⊂ R ein Ideal, das
maximal ist bezüglich der Eigenscha� P ∩ S = ∅. Zeigen Sie, dass P ein Primideal ist.

4.2. Die Zariski-Topologie und quasiprojektive Varietäten

Erinnerung: Eine Topologie auf einer Menge X ist gegeben durch eine Menge T von Teil-
mengen von X, genannt die o�enen Mengen (bezüglich der Topologie T ), mit den folgenden
Eigenscha�en. Der ganze Raum X und die leere Teilmenge ∅ sind o�en, also in T enthalten.
Außerdem ist der Durchschnitt von endlich vielen o�enen Mengen wieder o�en und die Ver-

einigung von beliebig vielen o�enen Mengen ist wieder o�en. Eine Teilmenge A ⊂ X heißt ab-
geschlossen (bezüglich der Topologie T ), wenn das Komplement X ∖ A o�en ist. Man kann die
Eigenscha�en der Topologie auch genauso gut über dieMenge aller abgeschlossenenTeilmengen

von X charakterisieren. Diese erfüllen die folgenden Eigenscha�en:
(1) Die leere Menge und der ganze Raum X sind abgeschlossen.
(2) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

(3) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

Die Menge aller a�nen k-Varietäten in An und die Menge aller projektiven k-Varietäten in Pn

erfüllen diese Eigenscha�en und de�nieren die Zariski-Topologie auf An und Pn.
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Verglichen mit der euklidischen Topologie, die man aus der Analysis gewohnt ist, ist die

Zariski-Topologie ziemlich schwach. Zum Beispiel sind inA alle abgeschlossenenMengen end-
lich. Ist k = K, so sind die abgeschlossenen Teilmengen genau die endlichen Teilmengen. Die
Zariski-Topologie ist in diesem Fall also gerade die sogenannte co-endliche Topologie.
Eine Abbildung φ∶X → Y zwischen zwei topologischen Räumen heißt stetig, wenn φ−(U)

für jede o�ene Teilmenge U von Y o�en in X ist. Eine stetige Bijektion zwischen X und Y mit
stetiger Umkehrabbildung heißt einHomöomorphismus.
Ist X ein topologischer Raum und V ⊂ X eine Teilmenge, so wird V ebenfalls zu einem

topologischen Raum, versehen mit der Teilraumtopologie (o� auch Spurtopologie genannt).
Eine Teilmenge U ⊂ V ist dann o�en in V , wenn es eine o�ene Teilmenge W von X gibt mit
U =W ∩V . (Dabei brauchtU nicht o�en in X zu sein, wenn V es nicht ist.) Deswegen erbt jede
Teilmenge einer a�nen oder projektiven k-Varietät von dieser die k-Zariski-Topologie.

Lemma und De�nition 4.13. Es sei V eine a�ne k-Varietät. Für f ∈ k[V] sei

D( f ) = {p ∈ V ∶ f (p) ≠ }.

Teilmengen der FormD( f )mit f ∈ k[V] heißen basis-o�en. Es giltD( f )∩D(g) = D( f g) und
jede o�ene Teilmenge von V ist eine endliche Vereinigung von basis-o�enen Mengen.

Beweis. Es giltD( f ) = V ∖V( f ), also istD( f ) o�en. IstU ⊂ V o�en, so gibt es f, . . . , fr ∈ k[V]

mit V ∖U = V( f, . . . , fr). Also gilt U = D( f) ∪⋯ ∪D( fr). ∎

Eine entsprechende Aussage gibt es auch im Projektiven.Wie zuvor seiD+( f ) für ein homo-
genes Polynom f ∈ k[x, . . . , xn] die o�ene Teilmenge Pn ∖V+( f ). Jede o�ene Teilmenge von Pn

ist eine endliche Vereinigung von solchen der Form D+( f ).

Proposition 4.14. Die Bijektion

ρi ∶{
An → Di

(a, . . . , ai−, ai+, . . . , an) ↦ [a, . . . , ai−, , ai+, . . . , an]

zwischen An und Di = D+(xi) ⊂ Pn ist ein Homöomorphismus bezüglich der k-Zariski-Topologie
auf An und der Teilraumtopologie der k-Zariski-Topologie auf Di .

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass eine Teilmenge V von An genau dann k-abgeschlossen ist,
wenn es eine k-abgeschlossene Teilmenge X ⊂ Pn gibt mit ρi(V) = X ∩ Di . Dies folgt leicht aus
Prop. 3.21 (siehe Übung 4.9). ∎

De�nition 4.15. Jede o�ene Teilmenge einer projektiven (bzw. a�nen) k-Varietät heißt eine qua-
siprojektive (bzw. quasia�ne) k-Varietät.

Jede projektive Varietät ist auch quasiprojektiv, jede a�ne auch quasia�n. Nach Prop. 4.14(3)

ist jede quasia�ne Varietät homöomorph zu einer quasiprojektiven Varietät. Deshalb sagen wir

einfach k-Varietät für eine k-Varietät die quasia�n oder quasiprojektiv sein darf.

Korollar 4.16. Jede projektive (bzw. quasiprojektive) k-Varietät W besitzt eine endliche Überde-
ckung W = U ∪ ⋯ ∪Un durch o�ene Teilmengen, die zu a�nen (bzw. quasia�nen) k-Varietäten
homöomorph sind.
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Beweis. IstW ⊂ Pn, dann kannman nach Prop. 4.14(3) die TeilmengenUi =W∩Di nehmen. ∎

De�nition 4.17. Ein topologischer Raum X heißt noethersch, wenn er die absteigende Ketten-
bedingung für abgeschlossene Mengen besitzt: Ist Y ⊃ Y ⊃ ⋯ eine Folge von abgeschlossenen
Mengen, dann gibt es einen Index m mit Ym = Ym+ = ⋯.

Nach Kor. 1.12 ist An mit der k-Zariski-Topologie ein noetherscher topologischer Raum (im
wesentlichen, weil der Polynomring noethersch ist). Ebenso ist Pn noethersch (gleicher Beweis).

De�nition 4.18. Es sei X ein topologischer Raum. Eine nicht-leere Teilmenge Y von X heißt
reduzibel, wenn es abgeschlossene Teilmengen Y,Y von Y gibt mit

Y = Y ∪ Y und Y,Y ≠ Y .

Eine nicht-leere Menge heißt irreduzibel, wenn sie nicht reduzibel ist. Die leere Menge ist nicht
irreduzibel. Eine k-Varietät heißt irreduzibel, wenn sie irreduzibel in der k-Zariski-Topologie ist.

O�enbar stimmt diese De�nition für a�ne oder projektive k-Varietätenmit der vorigen überein.

Bemerkung 4.19. Man beachte die große Ähnlichkeit zwischen der allgemeinen De�nition von
Irreduzibilität in topologischen Räumen und der von Zusammenhang. Jede irreduzible Teilmen-

ge ist zusammenhängend, aber die Umkehrung ist völlig falsch (siehe auch Übung 4.8)

Lemma 4.20. Sei φ∶X → Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Räumen. Ist Z ⊂ X
irreduzibel, so ist auch φ(Z) irreduzibel.

Beweis. Ist φ(Z) ⊂ Z ∪ Z mit Z, Z ⊂ Y abgeschlossen, so folgt Z ⊂ φ−(Z) ∪ φ−(Z). Da φ
stetig ist, sind φ−(Z) und φ−(Z) abgeschlossen. Also folgt Z ⊂ φ−(Z) oder Z ⊂ φ−(Z) und
damit φ(Z) = Z oder φ(Z) = Z. ∎

Proposition 4.21. In einem noetherschen topologischen Raum X ist jede nicht-leere abgeschlossene
Teilmenge Y eine endliche Vereinigung

Y = Y ∪⋯ ∪ Ym

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen Y, . . . ,Ym mit Yi ⊄ Yj für i ≠ j. Diese Teilmengen
sind bis auf Vertauschung eindeutig bestimmt und heißen die irreduziblen Komponenten von X.

Beweis. Geht genauso wie Satz 1.13. ∎

Proposition 4.22. Es sei X ein topologischer Raum.
(1) Der Abschluss einer irreduziblen Teilmenge von X ist irreduzibel.
(2) Ist X irreduzibel, so ist jede nicht-leere o�ene Teilmenge von X irreduzibel und dicht in X,
das heißt je zwei nicht-leere o�ene Teilmengen von X haben nicht-leeren Schnitt.

Beweis. (1) Sei Y ⊂ X irreduzibel. Falls Y = Y ∪ Y mit Y,Y abgeschlossen in Y , so folgt Y ⊂ Y
oder Y ⊂ Y, weil Y irreduzibel ist. Weil Y und Y abgeschlossen sind, folgt Y = Y oder Y = Y.
(2) SeiU ⊂ X o�en,U ≠ ∅. Dann gilt X = U ∪(X∖U). Weil X irreduzibel ist und X∖U ⊊ X,

folgt U = X. Seien Y und Y abgeschlossene Teilmengen von X mit U = (Y ∩ U) ∪ (Y ∩ U).

Wäre Y ∪ Y ⊊ X, so wäre U ⊊ X. Also folgt Y = X oder Y = X, weil X irreduzibel ist. ∎
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Übungen

Übung 4.7. Zeigen Sie, dass die Zariski-Topologie auf A = A ×A nicht die Produkttopologie ist.

Übung 4.8. Zeigen Sie: Eine Teilmenge vonRn ist in der euklidischen Topologie genau dann irreduzibel,
wenn sie aus einem einzigen Punkt besteht.

Übung 4.9. Beweisen Sie Prop. 4.14.

Übung 4.10. Es sei X ein topologischer Raum, W ⊂ X eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen äquivalent sind:

(i) Jeder Punkt p ∈W besitzt eine o�ene Umgebung U in X derart, dass Y ∩U abgeschlossen in U ist;
(ii) es gibt eine o�ene Teilmenge U ⊂ X mitW ⊂ U derart, dassW abgeschlossen in U ist;
(iii) es gibt eine o�ene Teilmenge U ⊂ X und eine abgeschlossene Teilmenge Z ⊂ X mitW = U ∩ Z.
Eine TeilmengeW von X mit diesen Eigenscha�en heißt lokal abgeschlossen.

Die quasiprojektiven (bzw. quasia�nen) k-Varietäten sind nach (iii) also genau die lokal abgeschlossenen
Teilmengen von Pn (bzw. An) in der k-Zariski-Topologie.

Übung 4.11. Ein topologischer Raum X heißt quasikompakt, wenn jede o�ene Überdeckung von X eine
endliche Teilüberdeckung besitzt1. Zeigen Sie:

(a) Jeder noethersche topologische Raum ist quasikompakt.

(b) Jeder Teilraum eines noetherschen Raums ist noethersch.

(c) Jeder noethersche Hausdor�raum ist endlich und diskret. (Das heißt alle Teilmengen sind o�en.)

4.3. Reguläre Funktionen

Zu jeder a�nen Varietät haben wir den Koordinatenring als einen Ring von Polynomfunk-

tionen de�niert. Wir führen nun Funktionenringe für beliebige Varietäten ein.

De�nition 4.23. (1) Es sei V ⊂ An eine quasia�ne k-Varietät und sei p ∈ V ein Punkt. Eine
Funktion f ∶V → K heißt regulär in p, wenn es eine o�ene Umgebung U von p in V gibt und
Polynome g , h ∈ k[x, . . . , xn] derart, dass

f (q) =
g(q)
h(q)

und h(q) ≠  für alle q ∈ U .

(2) Es sei V ⊂ Pn eine quasiprojektive k-Varietät und sei p ∈ V ein Punkt. Eine Funktion
f ∶V → K heißt regulär in p, wenn es eine o�ene Umgebung U von p in V gibt und homogene
Polynome g , h ∈ k[x, . . . , xn]mit deg(g) = deg(h) derart, dass

f (q) =
g(q)
h(q)

und h(q) ≠  für alle q ∈ U .

In beiden Fällen heißt die Funktion f regulär auf V , wenn sie in jedem Punkt von V regulär ist.

Lemma 4.24. Jede reguläre Funktion auf V ist stetig bezüglich der k-Zariski-Topologie.

1Manche Autoren nennen diese Eigenscha� auch schon kompakt. In der hier verwendeten Terminologie heißt ein

Raum kompakt, wenn er quasikompakt ist und die Hausdor�sche Trennungseigenscha� besitzt.
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Beweis. Sei V ⊂ Pn quasiprojektiv und f ∶V → K eine reguläre Funktion. Es genügt zu zei-
gen, dass Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind. Sei also Y ⊂ K = A eine k-
abgeschlossene Menge, also Y = V(r), r ∈ k[x]. Es genügt zu zeigen, dass V überdeckt durch

o�eneMengenU überdeckt wird,mit der Eigenscha�, dassU∩ f −(Y) abgeschlossen inU ist. Sei
p ∈ V undU eine o�eneUmgebungmit f (q) = g(q)/h(q) für alle q ∈ U , mit g , h ∈ k[x, . . . , xn]
homogen und vom selben Grad. Dann gilt also q ∈ f −(Y) ∩ U genau dann, wenn r( f (q)) =

r(g(q)/h(q)) = . Wir bereinigen die Nenner und setzen

F(x, . . . , xn) = hdeg(r) ⋅ r(
g
h
) ∈ k[x, . . . , xn],

dann ist F homogen und es folgt f −(Y) ∩U = V+(F) ∩U . Damit ist f −(Y) ∩U abgeschlossen
in U . Weil f auf V regulär ist, wird V von solchen o�enen Umgebungen überdeckt und die
Behauptung ist bewiesen. Für quasia�nes V geht der Beweis genauso. ∎

Lemma und De�nition 4.25. Für jede k-Varietät V bilden die regulären Funktionen V → K
eine k-AlgebraO(V), den Ring der regulären Funktionen auf V .

Beweis. Es seien f, f∶V → K zwei reguläre Funktionen. Ist p ein Punkt von V und Ui eine
o�ene Umgebung von pmit fi(q) = gi(q)/hi(q) für Polynome gi , hi (i = , ), dann ist U ∩U
eine o�eneUmgebung von p, auf der f+ f bzw. f ⋅ f durch

gh+gh
hh bzw. durch

g g
hh repräsentiert

werden. Also sind f + f und f f regulär. Dass die Ringgesetze erfüllt sind, ist klar, weil es sich
um Funktionen handelt. ∎

Bemerkung 4.26. Die Abbildung O∶U ↦ O(U), die jeder o�enen Teilmenge der Varietät V
einen Ring zuordnet, hat die Eigenscha�en einer sogenanntenGarbe und heißt die Strukturgar-
be von V . Das systematische Studium von Garben und ihrer Cohomologie ist ein wichtiges Ele-
ment dermodernen algebraischen und komplexenGeometrie (siehe zumBeispiel [Hartshorne]).

Die De�nition einer regulären Funktion ist lokal im Sinn der Topologie, d.h. sie spielt sich
in Umgebungen von Punkten ab. Im allgemeinen ist es aber nicht so einfach, den ganzen Ring

O(V) für eine beliebige Varietät zu bestimmen. Wir machen uns jetzt an diese Bestimmung für

a�ne und projektive Varietäten. Dazu stellen wir als erstes die Beziehung zu lokalen Ringen her.

Lemma und De�nition 4.27. Es sei V eine k-Varietät und p ∈ V ein Punkt. Sind U und U
o�ene Umgebungen von p und f ∈ O(U) und f ∈ O(U) reguläre Funktionen, so de�niere

f ∼ f ⇐⇒ f∣U∩U = f∣U∩U .

Die Relation ∼ ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Paare ( f ,U) bestehend aus einer

o�enen Umgebung U von p und einer regulären Funktion f ∈ O(U). Wir schreiben [ f ] für die
Äquivalenzklasse von f und nennen [ f ] den durch f bestimmten Funktionenkeim in p. Wir
schreiben Op,V für die Menge aller Funktionenkeime. Gegeben [ f], [ f] ∈ Op,V mit f ∈ O(U)
und f ∈ O(U), dann de�nieren wir Summe und Produkt durch

[ f]+̇[ f] = [ f∣U∩U +̇ f∣U∩U].
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Mit diesen Operationen wirdOp,V zu einem Ring, genannt der lokale Ring von V im Punkt p.
Die Konstruktion von Op,V ist lokal um p, d.h. istW ⊂ V eine o�ene Umgebung von p, so ist
durch [ f ]↦ [ f ∣W] ein IsomorphismusOp,V → Op,W gegeben.

Beweis. Übung. ∎

Ein Funktionenkeim im Punkt p ist keine Funktion, da der De�nitionsbereich variabel ist.
Nur im Punkt p selbst ist der Wert wohlde�niert. Insbesondere können wir de�nieren:

mp,V = {[ f ] ∈ Op,V ∶ f (p) = }.

Proposition 4.28. Der RingOp,V ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal mp,V .

Lemma 4.29. Sei R ein Ring und M ein Ideal in R. Genau dann ist R ein lokaler Ring mit maxi-
malem Ideal M, wenn R ∖M = R× gilt.

Beweis. Sei R ein lokaler Ring und M sein maximales Ideal. Wegen M ⊊ R gilt M ⊂ R ∖ R×. Ist
umgekehrt f ∈ R ∖ R×, so folgt  ∉ ⟨ f ⟩. Also ist ⟨ f ⟩ in einem maximalen Ideal enthalten (nach
dem Zornschen Lemma). Da R lokal ist, muss f ∈ M gelten. Umgekehrt gelte R ∖M = R×. Ist
I ⊊ R ein Ideal, so gilt I ∩ R× = ∅, also I ⊂ M. Damit ist R lokal mit maximalem IdealM. ∎

Beweis von Prop. 4.28. Dies folgt nun leicht aus dem Lemma. Denn ist [ f ] ∈ Op,V ∖ mp,V mit
f ∈ O(U), so gilt also f (p) ≠ . Dann istW = {p ∈ U ∶ f (p) ≠ } o�en und nicht-leer und es gilt


f ∈ O(W). Also ist [ f ] ∈ Op,V das Inverse von [ f ], so dass [ f ] eine Einheit inOp,V ist. ∎

Statt sich auf einen einzelnen Punkt zu konzentrieren, kann man auch Funktionen betrach-

ten, die nur irgendwo regulär sind.

Lemma und De�nition 4.30. Es sei V eine irreduzible k-Varietät. Eine rationale Funktion auf
V ist eine Äquivalenzklasse [ f ] von Paaren ( f ,U) bestehend aus einer nicht-leeren o�enen Teil-

menge U von V und einer regulären Funktion f ∈ O(U), wobei [ f] = [ f] für f ∈ O(U) und
f ∈ O(U) genau dann gilt, wenn f∣U∩U = f∣U∩U , wie zuvor.
Die rationalen Funktionen auf V bilden einer Körper k(V), den Funktionenkörper von V .

Die lokalen Ringe Op,V sind Teilringe von k(V) und es gilt k(V) = ⋃p∈V Op,V . Ist U ⊂ V eine
beliebige nicht-leere o�ene Teilmenge von V , so gilt k(V) ≅ k(U).

Beweis. Die Addition undMultiplikation vonÄquivalenzklassen sind de�niert wie zuvor im Fall
der lokalen Ringe.2 Beachte, dass der Schnitt von je zwei nicht-leeren o�enen Teilmengen nicht

leer ist, weil V irreduzibel ist (siehe Prop. 4.22(2)). Ist außerdem [ f ] ∈ k(V) gegeben durch

f ∈ O(U), f ≠ , so ist die MengeW = {p ∈ U ∶ f (p) ≠ } o�en und nicht-leer, also / f ∈ O(W)

und [ f ] ⋅ [/ f ] =  in k(V). Die weiteren Behauptungen sind leicht zu überprüfen (Übung). ∎

Als nächstes stellenwir die Beziehung zwischenden abstrakt de�niertenRingenundKörpern

von regulären Funktionen und dem Koordinatenring einer a�nen Varietät her.

2Die Konstruktionen von k(V) und Op ,V kann man auch beide formal als einen direkten Limes der Ringe O(U)
(indiziert über alle o�enen Mengen bzw. alle Umgebungen von p) beschreiben und so auf einmal abhandeln.
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Satz 4.31. Es sei V ⊂ An eine a�ne k-Varietät.
(1) Es gilt k[V] ≅ O(V).
(2) Ist V irreduzibel, so gilt Quot(k[V]) ≅ k(V).
(3) Für jedes p ∈ V sei mp = { f ∈ k[V]∶ f (p) = }. Dann gilt k[V]mp ≅ Op,V .

Beweis. (3)Wir können den Isomorphismus explizit angeben. Ist p ∈ V und fs ∈ k[V]mp , dann ist

also s ∈ k[V]mit s(p) ≠ . IstU die o�eneMengeV ∖V(s), so ist durch q ↦ f (q)/s(q) also eine
reguläre Funktion U → K gegeben. Der so de�nierte Ringhomomorphismus k[V]mp → Op,V

ist surjektiv nach De�nition der Funktionenkeime. Er ist auch injektiv: Denn ist U eine o�ene
Umgebung von p mit f (q)/s(q) =  für alle q ∈ U , dann gibt es nach Lemma 4.13 ein Element
h ∈ k[V] ∖mp mit p ∈ D(h) ⊂ U . Damit gilt (h f )(q) =  für alle q ∈ V , also h ⋅ ( f ⋅  −  ⋅ s) = 
in k[V] und damit fs =




=  in k[V]mp .

(1) Sei zunächst V irreduzibel. Per De�nition gilt dann O(V) = ⋂p∈V Op,V (wobei wir den

Durchschnitt innerhalb von k(V) bilden). Aus (3) folgt deshalbO(V) = ⋂ k[V]mp . Nach Lemma

1.39 kommen unter denmp, p ∈ V , allemaximalen Ideale von k[V] vor (tatsächlich sind es genau

die maximalen Ideale). Deshalb folgt ⋂ k[V]mp = k[V] aus Lemma 4.11.

Ist V = V ∪⋯∪Vr die Zerlegung von V in irreduzible Komponenten, so können wirO(V)

als Teilring des direkten ProduktsO(V)×⋯O(Vr) au�assen, durch die injektive Abbildung f ↦
( f ∣V , . . . , f ∣Vr). Das gleiche gilt für k[V], das wir als Teilring von k[V]×⋯×k[Vr] interpretieren
können. Damit folgtO(V) ≅ k[V] aus dem irreduziblen Fall.

(2) Aus (3) folgt Quot(Op,V) = Quot(k[V]mp) = Quot(k[V]) für jedes p ∈ V . Außer-
dem gilt Quot(Op,V) ⊂ k(V), einfach weil k(V) ein Körper ist, der Op,V enthält. Also folgt

Quot(k[V]) ⊂ k(V). Andererseits ist jedes Element von k(V) in einem der RingeOp,V enthal-

ten, was die umgekehrte Inklusion zeigt. ∎

Bei einer projektiven Varietät sieht die Sache etwas anders aus, denn die Elemente des homo-

genen Koordinatenrings sind ja keine Funktionen auf der Varietät. Stattdessenmuss man immer

Brüche von homogenen Polynomen desselben Grades bilden.

Satz 4.32. Es sei X ⊂ Pn eine projektive k-Varietät.
(1) Für die a�ne Varietät Vi = X ∩ D+(xi) gilt k[Vi] ≅ (k+[X]x i) (für i = , . . . , r).
(2) Ist X irreduzibel, so gilt k(X) ≅ Quot(k+[V]).
(3) Für jeden Punkt p ∈ X sei mp = I+({p}) ⊂ k+[X]. Dann giltOp,X ≅ (k+[X]mp).

Der Index  bezieht sich dabei auf den graduierten Teil vom Grad , wie in Lemma 4.12.

Beweis. (1) Die Abbildung α∶ k[y, . . . , yi−, yi+, . . . , yn] → (k[x, . . . , xn]x i) gegeben durch
y j ↦ x j/xi ist ein Isomorphismus von k-Algebren, und es gilt

α(I(Vi)) = (I+(X)x i).

Denn ist f ∈ I(Vi), so gilt α( f ) = g/xdi mit g ∈ k[x, . . . , xn] homogen vom Grad d, und
es folgt xi g ∈ I+(X), also g/xdi ∈ (I+(X)x i). Umgekehrt gilt für f /xdi ∈ (I+(X)x i) o�enbar
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f /xdi = α(g)mit g = f (y, . . . , yi−, , yi+, . . . , n) ∈ I(Vi). Außerdem gilt (Übung 4.5):

k+[X]x i ≅ (k[x, . . . , xn]x i)/(I+(X)x i)

Nach dem Homomorphiesatz induziert α einen Isomorphismus α∶ k[Vi]
∼
Ð→ (k+[X]x i).

(2) Wähle i ∈ {, . . . , n}mit Vi ≠ ∅, dann gilt k(X) ≅ k(Vi) und damit k(X) ≅ Quot(k[Vi])
nach 4.31(2). Damit folgt die Behauptung aus (1).

(3) Sei p ∈ X und wähle i mit p ∈ Vi . Nach (1) und 4.31(3) gilt dann Op,X = Op,Vi = k[Vi]m′p ,
mit m′

p = I(p) ⊂ k[Vi]. Mit α wie oben gilt dann α(m′
p) = mp ⋅ (k+[X]x i). Wegen p ∈ Vi gilt

xi ∉ mp, deshalb folgt

(k+[X]mp) = ((k+[X]x)mp) ≅ k[Vi]m′p ≅ Op,X . ∎

Übungen

Übung 4.12. Es sei V eine irreduzible quasiprojektive Varietät und seien f , g ∈ O(V). Zeigen Sie: Falls
es eine nicht-leere o�ene Teilmenge U ⊂ V gibt mit f ∣U = g∣U , dann gilt f = g.

Übung 4.13. Sei V eine k-Varietät und p ∈ V ein Punkt. Finden Sie eine Bijektion zwischen den Prim-
idealen des lokalen Rings Op,V und der Menge aller abgeschlossenen irreduziblen Untervarietäten von
V , die p enthalten.

Übung 4.14. Es sei V eine k-Varietät mit irreduziblen Komponenten V, . . . ,Vr . Zeigen Sie
(a) Falls Vi ∩ Vj = ∅ für alle i ≠ j gilt, so ist die Abbildung

O(V)→ O(V) ×⋯ ×O(Vr), f ↦ ( f ∣V , . . . , f ∣Vr)

ein Isomorphismus von k-Algebren.
(b) Ist V endlich, so ist die Voraussetzung Vi ∩ Vj = ∅ für i ≠ j immer erfüllt.
(Vorschlag: Sei V =W ∪W mitWi abgeschlossen in V . Wende Lemma 1.30 aufW undW an.)

4.4. Morphismen

Morphismen von a�nen Varietäten haben wir schon im ersten Kapitel untersucht. Für pro-

jektive Varietäten haben wir uns dagegen bisher auf die sogenannten globalen und lokalen Po-

lynomabbildungen beschränkt. Wir erweitern nun den Begri� des Morphismus auf beliebige

(quasiprojektive oder quasia�ne) Varietäten.

De�nition 4.33. Es seien X und Y zwei k-Varietäten. Ein Morphismus zwischen X und Y ist
eine stetige Abbildung

φ∶X → Y

mit folgender Eigenscha�: Für jede o�ene Teilmenge U ⊂ Y und jede reguläre Funktion f ∈
O(U) ist die Funktion f ○ φ∶φ−(U)→ K wieder regulär.
Aus der De�nition ist klar, dass Kompositionen von Morphismen wieder welche sind. Der

Morphismus φ heißt ein Isomorphismus, wenn es einenMorphismus ψ∶Y → X gibt mit ψ ○φ =

idX und φ ○ ψ = idY . Die Varietäten X und Y heißen isomorph, wenn es einen Isomorphismus
zwischen ihnen gibt, in Zeichen X ≅ Y .
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Lemma 4.34. Es seien X und Y zwei k-Varietäten und φ∶X → Y eine stetige Abbildung. Genau
dann ist φ ein Morphismus, wenn jeder Punkt p ∈ X eine o�ene Umgebung U in X besitzt derart,
dass die Einschränkung φ∣U ∶U → Y ein Morphismus ist.

Beweis. Übung 4.17. ∎

Korollar 4.35 (Verklebung). Es seien X undY zwei k-Varietäten. Gegeben eine o�eneÜberdeckung
X = ⋃i∈I Ui von X und Morphismen φi ∶Ui → Y für jedes i ∈ I mit φi ∣U i∩U j = φ j∣U i∩U j für alle
i , j ∈ I, dann ist

φ∶X → Y , p ↦ φi(p) für p ∈ Ui
ein Morphismus.

Beweis. Nach dem Lemma genügt es zu bemerken, dass φ stetig ist. Das ist klar, weil dieUi o�en
und die φi stetig sind. ∎

Schon vorher haben wir den Schnitt einer projektiven Varietät in Pnmit Di als a�ne Varietät
behandelt, durch ’Identi�kation’ Di ≅ An. Das können wir jetzt präziser machen, indem wir die
De�nition einer a�nen Varietät entsprechend erweitern.

De�nition 4.36. Eine k-Varietät X heißt a�n, wenn es n ∈ N und eine k-abgeschlossene Teil-
menge Y ⊂ An gibt mit X ≅ Y .

Proposition 4.37. Der Homöomorphismus

ρi ∶{
An → Di

(a, . . . , ai−, ai+, . . . , an) ↦ [a, . . . , ai−, , ai+, . . . , an]

zwischen An und Di = D+(xi) ⊂ Pn ist ein Isomorphismus von Varietäten.

Beweis. Betrachte ohne Einschränkung den Fall i = . Eine reguläre Funktion auf D ist lo-
kal durch einen Bruch f /g von homogenen Polynomen gleichen Gerades gegeben. Dann ist
durch ( f /g) ○ ρ = f (, y, . . . , yn)/g(, y, . . . , yn) entsprechend lokal eine reguläre Funktion
auf An gegeben. Die Umkehrabbildung von ρ ist ρ− ∶ [a, . . . , an] ↦ (a/a, . . . , an/a). Ei-
ne reguläre Funktion auf An ist lokal durch einen Bruch f /g, f , g ∈ k[y, . . . , yn] gegeben. Sei
d =max{deg( f ), deg(g)}, dann gilt

f
g
○ ρ− =

f (x/x, . . . , xn/x)
g(x/x, . . . , xn/x)

=
xd f (x/x, . . . , xn/x)
xd g(x/x, . . . , xn/x)

=
xd−deg( f ) f ∗

xd−deg(g) g∗
,

wobei f ∗, g∗ die Homogenisierung von f , g bezüglich x ist. Dadurch ist lokal eine reguläre
Funktion auf D de�niert. ∎

Die Teilmengen D+(xi) sind also o�ene a�ne Untervarietäten von Pn.

Lemma 4.38. Es sei X eine k-Varietät, Y ⊂ An eine a�ne k-Varietät. Eine Abbildung φ∶X → Y ist
genau dann ein Morphismus, wenn xi ○ φ für jedes i = , . . . , n eine reguläre Funktion auf X ist,
wobei xi ∶An → K die i-te Koordinatenfunktion ist.

Beweis. Ist φ ein Morphismus, so sind die xi ○ φ nach De�nition regulär. Umgekehrt seien die
xi ○φ alle regulär. Dann ist auch f ○φ für jedes f ∈ k[x, . . . , xn] regulär. Da die abgeschlossenen
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Teilmengen vonAn von der Form V( f)∩⋯V( fr)mit f, . . . , fr ∈ k[x, . . . , xn] sind und reguläre
Funktionen stetig sind, folgt, dass auch φ stetig ist. Außerdem sind die regulären Funktionen auf
Y lokal durch Quotienten von Polynomen de�niert. Deshalb ist g ○φ für jede reguläre Funktion
g auf Y wieder regulär. Also ist φ ein Morphismus. ∎

Aus dem Lemma folgt, dass die Morphismen X → A von einer k-Varietät X in die a�ne
Gerade genau die regulären Funktionen auf X sind. Außerdem folgt, dass die neue De�nition
vonMorphismus für a�neVarietätenmit der alten übereinstimmt, das heißt es gilt das Folgende:

Proposition 4.39. Es seien V ⊂ Am und W ⊂ An a�ne k-Varietäten. Genau dann ist eine Abbil-
dung φ∶V →W ein Morphismus, wenn es f, . . . , fn ∈ k[V] gibt mit φ = ( f, . . . , fn).

Beweis. Ist φ = ( f, . . . , fn) durch Elemente von k[V] gegeben, so gilt xi ○φ = fi ∈ O(V) = k[V].

Also ist φ ein Morphimus nach Lemma 4.38. Die Umkehrung folgt entsprechend. ∎

Auch o�eneUntervarietäten von a�nenVarietäten (also quasia�neVarietäten) könnenwie-

der a�n sein, wie die folgende Aussage zeigt.

Proposition 4.40. Es sei V eine a�ne k-Varietät und f ∈ k[V], f ≠ . Dann ist auchU = V∖V( f )
a�n, mit Koordinatenring k[U] = k[V] f .

Beweis. Betrachte die a�ne Varietät

W = {(p, t) ∈ V ×A∶ t ⋅ f (p) = }.

Per De�nition ist / f ∈ O(U). Also ist

φ∶U →W , p ↦ (p, / f (p))

ein Morphismus. Die Projektion π∶W → U , (p, t) ↦ p ist ein Morphismus und erfüllt o�enbar
π ○ φ = idU und φ ○ π = idW . Also ist φ ein Isomorphismus. Der Koordinatenring ist k[W] =

k[V][t]/(t f − ) und damit isomorph zu k[Vf ] (siehe §4.1). ∎

Die Beschreibung der Primideale von k[V] f in Prop. 4.5 entspricht genau der Tatsache, dass

die irreduziblen Untervarietäten von V ∖ V( f ) in Bijektion sind mit den irreduziblen Unterva-
rietäten von V , die nicht in V( f ) enthalten sind.

Beispiele 4.41. (1) Es sei V = A und f = x. Die o�ene Untervarietät V ∖ V( f ) = A ∖ {}

ist a�n mit Koordinatenring k[x]x . Dieser Ring ist, genauso wie oben im Beweis, isomorph zu
k[x , y]/(xy − ). Also ist A ∖ {} zu einer Hyperbel isomorph.

(2) Dagegen ist An ∖ {}, der a�ne Raum ohne den Ursprung, für n ⩾  nicht a�n. Siehe
dazu Übung 4.18.

Korollar 4.42. Sei X eine k-Varietät. Jede o�ene Teilmenge von X ist eine endliche Vereinigung von
a�nen o�enen Untervarietäten. Insbesondere besitzt jeder Punkt eine a�ne o�ene Umgebung.

Beweis. Ist X ⊂ Pn quasiprojektiv, so gilt zunächst X = ⋃ni=(X ∩D+(xi)) und diese Teilmengen
von X sind o�en und quasia�n. Es reicht deshalb, die Behauptung für den Fall zu zeigen, dass
X selbst quasia�n ist. Sei also Y ⊂ An eine a�ne k-Varietät und X ⊂ Y o�en in Y . Dann ist jede
o�ene Teilmenge von X auch o�en in Y und damit von der Form Y ∖V( f, . . . , fr) für f, . . . , fr ∈
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k[Y]. Nach Prop. 4.40 istY∖V( fi) a�n für jedes i und es gilt Y∖V( f, . . . , fr) = ⋃ri=(Y∖V( fi)).
Damit ist die Behauptung bewiesen. ∎

Proposition 4.43. Es seien X ⊂ Pm, Y ⊂ Pn quasiprojektive Varietäten, und φ∶X → Y eine stetige
Abbildung. Genau dann ist φ ein Morphismus, wenn zu jedem Punkt p ∈ X eine o�ene Umgebung
U und homogene Polynome f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xm] vom selben Grad existieren, derart, dass

φ(q) = [ f(q), . . . , fn(q)]

für alle q ∈ U gilt. Insbesondere ist jede globale Polynomabbildung (siehe §3.5) ein Morphismus.

Beweis. Es sei φ ein Morphismus und p ∈ X ein Punkt. Wähle i mit φ(p) ∈ Di ⊂ Pn und setze
V = φ−(Di). Ohne Einschränkung sei i = . Betrachte die regulären Funktionen y j/y ∈ O(D)
für j = , . . . , n. Dann sind die Kompositionenψ j = (y j/y)○φ regulär aufV . Deshalb gibt es eine
o�ene Umgebung U von p in V und homogene Polynome g, . . . , gn , h, . . . , hn ∈ k[x, . . . , xm]
mit deg(gi) = deg(hi), V+(hi) ∩U = ∅ und ψ j = g j/h j auf U . Es gilt deshalb für alle q ∈ U :

φ(q) = [,ψ(q), . . . ,ψn(q)] = [,
g(q)
h(q)

, . . . ,
gn(q)
hn(q)

]

= [(h⋯hn)(q), (gh⋯hn)(q), . . . , (h⋯hn−gn)(q)].

Diese Produkte sind alle homogen vom selben Grad. Die Umkehrung folgt wieder analog. ∎

Beispiel 4.44.

Es sei C = V(x + y − z) ⊂ P und betrachte

φ∶{
C → P

[x , y, z] ↦ [x , y − z]

So wie es da steht, ist φ unde�niert, falls x =  and y = z,
also im Punkt p = [, , ]. Diese Abbildung ist die stereo-
graphische Projektion vom Punkt p, die r ∈ C, r ≠ p auf
den Schnittpunkt der Geraden pr mit {y = } abbildet.
Betrachte die o�ene Menge D = {[s, t] ∈ P∶ s ≠ } und
setze U = φ−(D). Für [x , y, z] ∈ U gilt dann

φ[x , y, z] = [x , y − z] = [,
y − z
x

]. Bild in der a�nen Ebene D
Bildquelle: [Harris], S. 20

Wegen x + y = z folgt aber auch

y − z
x

=
y − z

x(y + z)
=

−x

x(y + z)
=

−x
y + z

.

Also ist die Einschränkung von φ auf U gegeben durch

φ[x , y, z] = [,
−x
y + z

] = [y + z,−x],

und dieser Ausdruck ist de�niert im Punkt [, , ], nämlich φ[, , ] = [, ], dafür aber nicht

de�niert in [,−, ]. Also ist φ∶C → P ein Morphismus, lokal gegeben auf den o�enen Mengen
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U = C ∖ {[, , ]} und U = C ∖ {[,−, ]} durch

φ[x , y, z] = [x , y − z] für [x , y, z] ∈ U und φ[x , y, z] = [y + z,−x] für [x , y, z] ∈ U.

Das war unser erstes Beispiel für einen Morphismus von projektiven Varietäten, der nicht

durch eine globale Polynomabbildung gegeben ist. (Man kann beweisen, dass das in diesem Bei-

spiel auch nicht möglich ist.) Wir diskutieren jetzt zwei allgemeinere Fälle: Die Projektion auf

der Segre-Varietät sowie die Umkehrung der Veronese-Abbildung.

Satz 4.45. Es sei σd ,e ∶Pm ×Pn → Σd ,e die Segre-Abbildung und π∶Pm ×Pn → Pm die Projektion auf
den ersten Faktor. Dann ist

π ○ σ−∶Σm,n → Pm

ein Morphismus.

Beweis. Per De�nition ist σm,n∶Pm × Pn → Pmn+m+n für [u] ∈ Pm und [v] ∈ Pn gegeben durch

σm,n([u], [v]) = [uvT] = [uv, . . . , uvn , uv, . . . , uvn , . . . , umv, . . . , umvn].

Wähle homogene Koordinaten zi j auf Pmn+m+n = P(Mat(m+)×(n+)(K)) und sei Ui = D+(zi)
die o�ene Menge von Matrizen, in denen der erste Eintrag in der i-ten Spalte ungleich  ist. Ist
[uvT] ∈ Σm,n ∩ Ui , dann muss vi ≠  gelten. Es gilt deshalb [uvT] = [v−i ⋅ uvT] und in dieser
Matrix ist die i-te Spalte gleich u. Deshalb stimmt π ○ σ− auf Ui ∩ Σm,n mit der Projektion

πi ∶ [ai j]↦ [ai, . . . , aim]

auf die i-te Spalte überein. Da π ○ σ− stetig ist, ist es damit ein Morphismus nach Prop. 4.43. ∎

Satz 4.46. DieVeronese-Abbildung vd ∶Pn → PN−, N = (n+dn ), ist ein IsomorphismusPn ∼
Ð→ vd(Pn).

Beweis. Da vd selbst eine globale Polynomabbildung ist, ist es ein Morphismus. Nach Prop. 3.36
ist vd außerdem injektiv. Sei Z = vd(Pn). Dann müssen wir zeigen, dass die Umkehrabbildung
v−d ∶Z → Pn ein Morphismus ist. Auf PN− arbeiten wir wieder mit homogenen Koordinaten zα,

α ∈ Σ, Σ = {α ∈ Zn++ ∶ ∣α∣ = d}. Wir haben gesehen, dass Z durch die quadratischen Gleichungen

Z = V+(zαzβ − zγzδ ∶ α + β = γ + δ, α, β, γ, δ ∈ Σ)

gegeben ist. Betrachte für i ∈ {, . . . , n} und α ∈ Σ mit αi ⩾  die Abbildung

φα,i ∶Z ∩D+(zα)→ Pn , z ↦ [zα−e i+e , zα−e i+e , . . . , zα−e i+en].

Diese Abbildung ist wohlde�niert, weil zα ≠  auf der rechten Seite vorkommt. Für z ∈ Z ∩
D+(zαzβ)mit αi ⩾  und β j ⩾  gilt außerdem φα,i(z) = φβ, j(z) wegen

zα−e i+ekzβ−e j+e l = zα−e i+e l zβ−e j+ek .

Nach Kor. 4.35 verkleben die φα,i zu einem Morphismus φ∶Z → Pn. Es gilt φ ○ vd = id, denn

ist x ∈ Pn mit xi ≠ , so kann man x = [a, . . . , ai−, , ai+, . . . , an] schreiben und sieht direkt
φα,i(vd(x)) = x für α = d ⋅ ed . Also gilt φ = v−d und die Behauptung ist bewiesen. ∎

Korollar 4.47. Es sei f ∈ k[x, . . . , xn] ein homogenes Polynom vom Grad d. Dann ist die o�ene
Untervarietät D+( f ) ⊂ Pn a�n.



4.4. MORPHISMEN 119

Beweis. Sei f = ∑∣α∣=d cαxα. Unter der Veronese-Abbildung vd ∶Pn → PN− gilt dann vd(D+( f )) =
vd(Pn) ∩D+(ℓ)mit ℓ = ∑∣α∣=d cαzα (vgl. Kor.3.38). Diese Varietät ist a�n nach Prop. 4.37 (denn

durch einen Koordinatenwechsel auf PN− können wir zum Beispiel ℓ = ze erreichen). ∎

Beispiel 4.48. Es sei k = R und f = x + ⋯ + xn. Nach dem vorangehenden Korollar ist V =

Pn∖V+( f ) eine a�neVarietät. Andererseits hat dieQuadrikV+( f ) keine reellen Punkte. Deshalb
haben V und Pn dieselben reellen Punkte. Für n =  gibt es also zum Beispiel eine a�ne Fläche
V ⊂ An derart, dass V ∩Rn zum reellen projektiven Raum homöomorph ist. Allerdings besitzt
V keine Einbettung in A. Als reelle Mannigfaltigkeit erlaubt PR nur eine Immersion in R (mit
Selbstdurchdringung). Eine solche Immersion ist zum Beispiel die sogenannte Boysche Fläche.

Boysche Fläche (Bildquelle: virtualmathmuseum.org)

Schließlich können wir den Hauptsatz der Eliminationstheorie auf die allgemeinere Situati-

on von Morphismen zwischen projektiven Varietäten übertragen.

Satz 4.49. Es sei X eine projektive k-Varietät und φ∶X → Pn einMorphismus. Dann ist φ(X)
abgeschlossen.

Beweis. Es gelte X ⊂ Pm. Betrachte den Graph

Γφ = {(p, q) ∈ Pm × Pn∶ f (p) = q}.

Dann ist Γφ eine abgeschlossene Teilmenge von Pm×Pn. Um das zu sehen, seiU eine o�ene Teil-
menge von X, auf der φ∣U = ( f, . . . , fn) durch homogene Polynome f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xm]
gleichen Grades gegeben ist. In homogenen Koordinaten y, . . . , yn auf Pn gilt dann

Γφ ∩ (U × Pn) = V(yi f j − y j fi ∶ i < j, i , j = , . . . , n).

Denn ist (p, q) = ([u], [v]) in der linken Seite, so bedeutet φ(p) = q gerade, dass die Vektoren
( f(u), . . . , fn(u)) und (v, . . . , vn) bis auf Skalierung übereinstimmen, was genau dann der Fall
ist, wenn sie die angegebenen bihomogenen Gleichungen erfüllen. Also ist Γφ ∩ (U × Pn) abge-
schlossen in U × Pn. Da X von solchen o�enen Mengen U überdeckt wird, zeigt dies, dass Γφ

abgeschlossen ist. (Unter der Projektion auf den ersten Faktor ist Γφ zu X isomorph).
Nach dem Hauptsatz der Eliminationstheorie wie in Kor. 3.41 ist die Projektion von Γφ auf

Pn abgeschlossen. Das ist gerade φ(X). ∎
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Das zeigt einen ganz wesentlichen Unterschied zwischen projektiven und a�nen Varietäten.

A�ne Varietäten, die zunächst als abgeschlossene Teilmengen von An de�niert sind, können
auch zu nicht-abgeschlossenen Untervarietäten von a�nen oder projektiven Räumen isomorph

sein (so wie die o�enen a�nen Untervarietäten Di ⊂ Pn). Dagegen kann eine projektive Varietät
immer nur als abgeschlossene Teilmenge eines projektiven Raums au�reten.

Beispiel 4.50. Im Unterschied zu projektiven Varietäten ist das Bild einer quasiprojektiven Va-
rietät unter einem Morphismus im allgemeinen nicht nur nicht abgeschlossen, sondern noch

nicht einmal wieder eine quasiprojektive Varietät. Betrachte zum Beispiel den Morphismus

φ∶A → A, (x, x)↦ (x, xx).

Das Bild von φ in Koordinaten y, y ist die die Menge

W = (A ∖ V(y)) ∪ {(, )}.

Dies ist keine quasiprojektive Varietät, dennW ist nicht o�en in seinem Abschluss A.

Allzu wild können die Bilder vonMorphismen dann allerdings doch nicht werden. Eine Teil-

menge von Pn heißt konstruierbar, wenn sie eine endliche Vereinigung von quasiprojektiven
Varietäten ist.3 Es gilt dann der folgende allgemeine Satz, der auf Chevalley4 zurückgeht, den wir

allerdings weder beweisen noch verwenden.

Satz 4.51. Das Bild einer konstruierbaren Menge unter einem Morphismus ist konstruierbar.

Beweis. Siehe zum Beispiel [Harris], Satz 3.16. ∎

Als Folgerung aus Satz 4.49 bekommenwir auch eine Charakterisierung des RingsO(X) der
regulären Funktionen auf einer irreduziblen projektiven Varietät.

Korollar 4.52. Es sei X ⊂ Pn eine irreduzible projektive k-Varietät.
(1) Der RingO(X) ist isomorph zu einer endlichen Körpererweiterung von k.
(2) Falls X ∩ Pnk ≠ ∅, so gilt O(X) = k. Insbesondere gilt O(X) = k, falls k algebraisch
abgeschlossen ist.

Beweis. (1)Da X irreduzibel ist, ist X nicht-leer. Es sei p ∈ X ein Punkt.Dann gibt es eine endliche
Körpererweiterung L/k mit p ∈ PnL (nämlich L = k(a, . . . , an), p = [a, . . . , an]). Es sei

µp∶O(X)→ L, f ↦ f (p)

der Auswertungshomomorphismus im Punkt p. Jedes f ∈ O(X) ist ein Morphismus X → A

und durch Komposition mit der Inklusion A ≅ D ⊂ P können wir f als Morphismus X → P

au�assen. Nach Satz 4.49 ist f (X) abgeschlossen in P. Wegen f (X) ⊂ D ⊊ P muss f (X)
endlich sein. Da X irreduzibel ist, ist außerdem f (X) irreduzibel. Ist also µp( f ) = f (p) = , so
folgt bereits f (X) = {}, also f = . Dies zeigt, dass µp injektiv ist. Also ist O(X) ein Teilring
der endlichen Körpererweiterung L/k und damit selbst eine endliche Körpererweiterung, was
(1) beweist. (2) folgt mit dem gleichen Argument, indem wir p ∈ X ∩ Pnk und L = k wählen. ∎
3Äquivalent ist dies die kleinste Menge von Teilmengen von Pn , die die projektiven Varietäten enthält und unter
endlichen booleschen Operationen (also Vereinigung, Durchschnitt und Komplementbildung) abgeschlossen ist.
4Claude Chevalley (1909–1984), französisch-amerikanischer Mathematiker
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Bemerkung 4.53. In der komplexen Geometrie gilt die Aussage, dass jede holomorphe Funktion
auf einer zusammenhängenden kompakten komplexen Mannigfaltigkeit konstant ist (eine Ver-

allgemeinerung des Satzes von Liouville über beschränkte holomorphe Funktionen auf C). Wir
haben gerade bewiesen, dass die entsprechende Aussage für reguläre Funktionen auf einer kom-

plexen projektiven Varietät gilt. Diese Tatsache ist einer der Ausgangspunkte für eine äußerst

weitgehende Analogie zwischen (glatten) projektiven Varietäten über C und kompakten kom-
plexen Mannigfaltigkeiten, die historisch weit zurückreicht und in ihrer modernen Form häu�g

unter dem Stichwort ’GAGA’ läu� (nach einer ein�ussreichen Arbeit von J.P. Serre mit dem Titel

’Géométrie Algébrique et Géométrie Analytique’).

Korollar 4.54. Eine k-Varietät ist genau dann gleichzeitig a�n und projektiv, wenn sie endlich ist.

Beweis. Ist X eine projektive Varietät, so ist O(X) eine endliche Körpererweiterung von k. Ist
X auch a�n, so gilt dasselbe für den Koordinatenring k[X]. Dann muss X endlich sein (siehe
Übung 4.20 oder Kor. 4.80). Umgekehrt ist jede endliche projektive Varietät bis auf Koordinaten-

wechsel in einer der a�nen o�enen Untervarieäten Di enthalten und damit a�n. Jede endliche
a�ne Varietät ist isomorph zu ihrem projektiven Abschluss. ∎

Als Anwendung der vorangehenden Resultate bekommen wir eine Verallgemeinerung von

Kor. 3.27, mit einem überraschend einfachen Beweis.

Korollar 4.55. Es sei X ⊂ Pn eine unendliche projektive k-Varietät und Y ⊂ Pn eine Hyper�äche.
Dann gilt X ∩ Y ≠ ∅.

Beweis. Wenn Y eine Hyper�äche ist, dann ist das KomplementU = Pn ∖Y a�n nach Kor. 4.47.
Falls X∩Y = ∅, dann ist die projektive Varietät X also inU enthalten und damit auch a�n. Nach
dem vorangehenden Korollar ist das nur möglich, wenn X endlich ist. ∎

Übungen

Übung 4.15. Betrachte den Morphismus φ∶A → A, φ(t) = (t, t). Das Bild von φ ist die Neilsche
Parabel C = V(y − x). Zeigen Sie, dass φ ein Homöomorphismus vonA auf C ist. (Andererseits wissen
wir nach Beispiel 1.53, dass φ kein Isomorphismus ist, weil k[C] ≇ k[t] gilt.)

Übung 4.16. Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung von Prop. 1.51 und Prop. 4.39. Es sei X eine
k-Varietät, Y eine a�ne k-Varietät. Dann gibt es eine natürliche (funktorielle) Bijektion zwischen den
Morphismen X → Y und den Homomorphismen k[Y]→ O(X) von k-Algebren.

Übung 4.17. Beweisen Sie Lemma 4.34

Übung 4.18∗. Es seiW = A ∖ {(, )} die a�ne Ebene ohne den Ursprung. Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung k[x , y] = O(A)→ O(W), f ↦ f ∣W ist ein Isomorphismus.
(Hinweise: Sei f ∈ O(W) und U eine o�ene Teilmenge von W mit f ∣U = g/h, g , h ∈ k[x , y], mit
ggT(g , h) =  und deg(h) > . Zeigen Sie, dass U echt inW enthalten sein muss. Überlegen Sie, was
geltenmuss, wenn f auf zwei verschiedenen o�enenMengen durch solcheDarstellungen gegeben ist.)

(b) Folgern Sie, dassW keine a�ne Varietät sein kann.
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Übung 4.19. Es sei C ⊂ P die verdrehte Kubik. Unter der Veronese-Abbildung ist C isomorph zu P.
Zeigen Sie, dass k+[C] und k+[P] jedoch nicht-isomorphe k-Algebren sind. Dies zeigt, dass Kor. 1.52
sich nicht auf a�ne Varietäten überträgt. (Vorschlag: Sei Ĉ ⊂ A der a�ne Kegel über C, p = (, , , )
und m = I(p) ⊂ k[Ĉ]. Bestimmen Sie die Dimension des k-Vektorraums m/m.)

Übung 4.20. Es sei V eine a�ne k-Varietät. Zeigen Sie: Falls dimk(k[V]) < ∞, so ist V endlich. (Siehe
Übung 1.35 für die Umkehrung.) (Vorschlag: Nehmen Sie k = K an und zeigen Sie, dass V nicht mehr als
dim(k[V]) Punkte enthalten kann. Für den allgemeinen Fall muss man etwas Körpertheorie benutzen.)

Übung 4.21. Es seien X ,Y ⊂ An a�ne k-Varietäten und sei

∆ = {(p, p) ⊂ An ×An = An∶ p ∈ An}

dieDiagonale in An ×An. Zeigen Sie, dass die Abbildung

φ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

X ∩ Y → (X × Y) ∩ ∆
p ↦ (p, p)

ein Isomorphismus von k-Varietäten ist.

Übung 4.22. Es sei X eine quasiprojektive k-Varietät und seien U ,V ⊂ X o�ene a�ne Untervarietäten.
Zeigen Sie, dass U ∩ V wieder a�n ist. (Hinweis: Verwenden Sie Übung 4.21).

Übung 4.23. Es sei k ein Körper, der nicht algebraisch abgeschlossen ist. Zeigen Sie:
(a) Für jedes n ⩾  gibt es ein homogenes Polynom f ∈ k[x, . . . , xn], f ∉ k, mit V+( f ) ∩ Pnk = ∅.
(Vorschlag: Induktion nach n.)

(b) Zu jeder projektiven k-Varietät X existiert eine o�ene a�ne Untervarietät V ⊂ X mit X ∩ Pnk ⊂ V .

4.5. Rationale Abbildungen und Varietäten

In der projektiven Geometrie haben wir schon die Bedeutung von Abbildungen gesehen, die

nicht überall de�niert sind, wie zumBeispiel Projektionen. Solche Abbildungen untersuchen wir

jetzt allgemein und stellen die Beziehung zum Funktionenkörper her.

De�nition 4.56. Seien X und Y zwei irreduzible k-Varietäten. Eine rationale Abbildung von X
nach Y ist eine Äquivalenzklasse [φ] von Paaren (φ,U) bestehend aus einer nicht-leeren o�enen

TeilmengeU von X und einemMorphismus φ∶U → Y . Dabei ist die Äquivalenz wieder de�niert
durch (φ,U) ∼ (φ,U), falls

φ∣U∩U = φ∣U∩U
gilt. Wir schreiben kurz

φ∶X Ð→ Y .

Beispiele 4.57. Sei X ⊂ Pm eine irreduzible quasiprojektive k-Varietät.
(1) Jede rationale Funktion f ∈ k(X) de�niert eine rationale Abbildung X Ð→ A. Denn per

De�nition ist f regulär auf einer nicht-leeren o�enen Teilmenge U von X und f ∶U → A ist ein
Morphismus.

(2) Ist p ∈ X ein Punkt, so ist durch die Projektion πp∶X ∖ {p} → Pm− mit Zentrum p eine
rationale Abbildung X Ð→ Pm− gegeben.
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(3) Allgemeiner de�niert jede lokale Polynomabbildung von X nach Pn, gegeben durch ho-
mogene Polynome f, . . . , fn ∈ k[x, . . . , xm] gleichen Grades mit X ⊄ V( f, . . . , fn), eine ratio-
nale Abbildung X Ð→ Pn, repräsentiert durch den Morphismus

X ∖ V( f, . . . , fn)→ Pn , p ↦ [ f(p), . . . , fn(p)].

Tatsächlich hat jede rationale Abbildung φ∶X Ð→ Pn einen Repräsentanten von dieser Form.
Denn ist ψ∶U → Pn ein Morphismus auf einer nichtleeren o�enen Teilmenge U ⊂ X, der φ
repräsentiert, so gibt es nach Prop. 4.43 eine nichtleere o�ene Teilmenge V ⊂ U , so dass ψ∣U wie

oben durch homogene Polynome vom selben Grad gegeben ist. Per De�nition repräsentiert ψ∣U

dieselbe rationale Abbildung wie ψ.

Ist φ∶X Ð→ Y eine rationale Abbildung zwischen irreduziblen k-Varietäten, dann gibt es eine
maximale o�ene Teilmenge U von X derart, dass φ durch einen Morphismus U → Y repräsen-
tiert wird, nämlich die Vereinigung

dom(φ) = ⋃
(ψ,U)∈[φ]

U

aller De�nitionsbereiche von Repränsentaten von φ. Die o�ene Teilmenge dom(φ) heißt der

De�nitionsbereich von φ. Das Bild im(φ) von φ ist de�niert als φ(dom(φ)).

Beispiel 4.58. Sei πp∶X → Pn− die Projektion von einem Punkt wie oben. Dann gilt X ∖ {p} ⊂
dom(πp) perDe�nition.Das Zentrumder Projektion p kann ebenfalls in dom(πp) liegen, womit
πp dann einMorphismus ist wie die stereographische Projektion inBeispiel 4.44, oder auch nicht,
wie zum Beispiel im Fall X = Pn.

Eine rationale Abbildung φ∶X Ð→ Y zwischen irreduziblen Varietäten heißt dominant,
wenn im(φ) dicht in Y ist (äquivalent: wenn im(φ) eine o�ene Teilmenge enthält). Ist φ do-
minant und ψ∶Y → Z eine weitere rationale Abbildung, so ist die Komposition

ψ ○ φ∶X Ð→ Z

wohlde�niert, nämlich durch die Einschränkung von ψ ○ φ auf dom(φ) ∩ φ−(dom(ψ)).

Nicht-dominante rationale Abbildungen lassen sich dagegen im allgemeinen nicht kompo-

nieren. Ist zum Beispiel φ∶X Ð→ Pn die konstante Abbildung, die X auf einen Punkt p ∈ Pn

abbildet und ist ψ∶Pn Ð→ Pn− die Projektion mit Zentrum p, so ist ψ ○ φ nicht de�niert.

De�nition 4.59. Eine rationale Abbildung φ∶X Ð→ Y heißt birational, wenn es eine rationale
Abbildung ψ∶Y Ð→ X mit ψ ○φ = idX und φ ○ψ = idY gibt. Die irreduziblen k-Varietäten X und
Y heißen birational äquivalent, wenn es eine birationale Abbildung zwischen ihnen gibt.

Per De�nition sind X und Y birational äquivalent, wenn es o�ene Untervarietäten U ⊂ X
undW ⊂ Y gibt mit U ≅ W . Insbesondere ist eine irreduzible Varietät birational äquivalent zu
jeder nicht-leeren o�enen Untervarietät. Damit sind zum Beispiel der projektive und der a�ne

Raum derselben Dimension birational äquivalent.

Beispiel 4.60. Die Parabel C = V(y − x) und die Hyperbel C′ = V(− xy) in der a�nen Ebene
sind nicht isomorph (siehe Übung 1.38), denn es gilt C ≅ A aber C′ ≅ A ∖ {} (Beispiel 4.41).

Parabel und Hyperbel sind also nicht isomorph, aber birational äquivalent.
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Proposition 4.61. Jede dominante rationale Abbildung φ∶X Ð→ Y zwischen zwei irreduziblen
k-Varietäten induziert eine Inklusion

φ#∶ k(Y)↪ k(X), f ↦ f ○ φ

der Funktionenkörper. Umgekehrt kommt jede auf k konstante Inklusion k(Y) ↪ k(X) in dieser
Weise von einer dominanten rationalen Abbildung X Ð→ Y.

Beweis. Weil φ dominant ist, ist φ#( f ) = f ○ φ für jedes f ∈ k(Y) eine rationale Abbildung
X Ð→ A und damit ein Element von k(X). Es ist klar, dass φ# ein Ringhomomorphismus

ist und  auf  abbildet. Also ist φ# Homomorphismus von Körpern und damit injektiv. Sei

umgekehrt α∶ k(Y) ↪ k(X) irgendein solcher Homomorphismus. Sei V ⊂ Y eine nichtlee-
re o�ene a�ne Untervarietät von Y . Dann gibt eine abgeschlossene Teilmenge W ⊂ An mit
V ≅ W und es gilt O(V) ≅ k[W] = k[x, . . . , xn]/I(W) und damit k(Y) ≅ k(V) ≅ k(W) ≅

Quot(k[x, . . . , xn]/I(W)). Setze fi = α(xi) ∈ k(X). Dann ist φ = ( f, . . . , fn)∶X Ð→ An die
gesuchte rationale Abbildung mit φ# = α (vgl. Beweis von Prop. 1.51(3)). ∎

Korollar 4.62. Genau dann sind zwei Varietäten X und Y birational, wenn ihre Funktionen-
körper isomorph sind. ∎

De�nition 4.63. Eine Varietät heißt rational, wenn sie birational zu einem projektiven (oder
a�nen) Raum ist. Der Funktionenkörper

k(Pn) ≅ k(An) = k(x, . . . , xn)

heißt der rationale Funktionenkörper in n Variablen über k.

Nach Prop. 4.61 ist eine Varietät also genau dann k-rational, wenn ihr Funktionenkörper zu
einem rationalen Funktionenkörper isomorph ist.

Proposition 4.64. Ist k ein unendlicher Körper und X ⊂ Pn eine rationale irreduzible k-Varietät,
dann ist die Menge der k-rationalen Punkte X ∩ Pnk Zariski-dicht in X.

Beweis. Da X rational ist, gibt es nicht-leere o�ene Teilmengen U ⊂ Am für ein m ⩾  und

W ⊂ X und einen Isomorphismus φ∶U ∼
Ð→W . Da φ ein Isomorphismus von k-Varietäten ist, gilt

φ(U ∩ kn) ⊂ Pnk . Da km Zariski-dicht inAm ist (weil k unendlich ist), ist U ∩ km Zariski-dicht in
U . Deshalb ist φ(U ∩ km) Zariski-dicht inW und damit in X. ∎

Die Bezeichnung rationale Punkte kommt dabei vom Fall k = Q, der für die Zahlentheorie
besonders relevant ist. Zum Beispiel benutzt man eine rationale Parametrisierung des Einheits-

kreises V(x+ y− ) (siehe Übung 4.25), um alle pythagoräischen Zahlentripel aufzulisten (also
alle Tripel a, b, c ∈ Z mit a + b = c; teilen durch c in einer solchen Gleichung gibt einen
rationalen Punkt auf der Einheitskreislinie). Die berühmte Fermatsche Vermutung5, bewiesen

im Jahr 1995 von A. Wiles und R. Taylor, besagt, dass die Kurve V(xn + yn − ) für n ⩾  keine
rationalen Punkte mit x , y ≠  besitzt. Diese Kurve kann also insbesondere nicht rational sein
(was im Unterschied zur Fermatschen Vermutung lange bekannt und nicht besonders schwer

5aufgestellt von Pierre de Fermat (1607–1665)
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zu beweisen ist; den Fall n =  diskutieren wir gleich). Der Teil der Zahlentheorie, der sich mit
rationalen Punkten auf algebraischen Varietäten beschä�igt, ist die arithmetische Geometrie.

Beispiel 4.65. Im Fall von Quadriken hat Prop. 4.64 auch eine einfache Umkehrung: Es sei
char(k) ≠  und f ∈ k[x, . . . , xn] eine nicht-ausgeartete quadratische Form. Genau dann ist
die Quadrik X = V+( f ) ⊂ Pn rational, wenn V( f ) ∩ Pnk ≠ ∅ gilt. Die eine Richtung ist klar

aus Prop. 4.64. Umgekehrt sei p ∈ X ∩ Pnk ein k-rationaler Punkt. Wir können durch Koordi-
natenwechsel p = [, , . . . , ] annehmen. Betrachte die Projektion πp mit Zentrum p auf die
Hyperebene H = V+(x) ≅ Pn−, gegeben durch q ↦ pq ∩H. Diese Projektion ist birational. Der
anschauliche Grund ist folgender: Für jedes r ∈ H ist die Gerade pr entweder in X enthalten oder
hat zwei Schnittpunkte mit X. Einer davon ist p, der andere das eindeutige Urbild von r unter
πp; die genaue Umsetzung dieser Beweisidee ist Übung 4.28.

Zum Abschluss diskutieren wir noch den Fall kubischer Kurven in der Ebene. Diese sind im

allgemeinen nicht rational. Deshalb kann man ihre rationalen Punkte nicht durch Parametrisie-

rung �nden, was in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielt (Stichwort: Elliptische Kurven).

Satz 4.66. Es gelte char(k) ≠ ,  und sei f ∈ k[x] mit deg( f ) = . Genau dann ist die ebene
kubische Kurve V(y − f ) ⊂ A rational, wenn f eine doppelte Nullstelle hat.

Diese Aussage wird meistens mit etwas mehr�eorie bewiesen. Den folgenden direkten Be-

weis habe ich von [Reid] kopiert. Zur Vorbereitung ein Lemma, das auf Fermat zurückgeht.

Lemma 4.67 (Fermats unendlicher Abstieg). Es gelte char(k) ≠  und seien f , g ∈ k[t] zwei
teilerfremde Polynome. Angenommen es gibt vier verschiedene Punkte [λ, µ] ∈ Pk derart, dass

λ f + µg

bis auf Skalierung ein Quadrat in k[t] ist. Dann folgt f , g ∈ k.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung für Polynome f , g vom Grad höchstens d durch Induk-
tion nach d. Für d =  ist nichts zu zeigen. Sei also d ⩾ . Wir können den Körper k durch
seinen algebraischen Abschluss ersetzten, ohne dass das an Voraussetzung oder Behauptung et-

was ändert. Es gelte also k = k. Ist T ∈ GL(k), so gilt

(λ µ)(
f
g
) = (λ µ)T− ⋅ T (

f
g
) .

und o�enbar gilt ( f , g)t ∈ k genau dann, wenn T( f , g)t ∈ k. Wir können deshalb auf die vier
Punkte in P aus der Voraussetzung eine Projektivität anwenden und (nach Kor. 3.3) annehmen,
dass diese gerade [, ], [, ], [,−], [,−λ] ∈ Pk sind, mit λ ∈ k ∖ {, }. Also sind

f , g , f − g , f − λg

Quadrate. Es gibt also zwei teilerfremde Polynome u, v ∈ k[t]mit f = u und g = v. Da

f − g = u − v = (u + v)(u − v)

f − λg = u − λv = (u +
√

λv)(u −
√

λv).
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ebenfalls Quadrate sind und u und v teilerfremd sind, sind die u + v , u − v , u +
√

λv , u −
√

λv
ebenfalls Quadrate. Nach Induktionsvoraussetzung folgt u, v ∈ k und damit auch f , g ∈ k. ∎

Beweis von�m. 4.66. Es sei C = V( f ). Falls f eine doppelte Nullstelle hat, dann muss diese
in k liegen. Durch Koordinatenwechsel können wir dann annehmen, dass f = x(c − x) für
c ∈ k gilt. Eine Parametrisierung dieser Kubik haben wir schon ziemlich zu Anfang in Übung
1.17 konstruiert: Sie ist das Bild des Morphismus φ∶ t ↦ (c − t, t(c − t)). Die Umkehrung ist
die Abbildung ψ∶ (x , y) ↦ y/x; denn es gilt ψ(φ(t)) = t für t ≠ c und aus y = x(c − x) folgt
(y/x) = c − x und deshalb φ(ψ(x , y)) = (c − (y/x), y/x(c − (y/x))) = (x , y) für x ≠ .
Angenommen f hat keine doppelte Nullstelle. Wir können k = k annehmen, denn wenn

C über k schon keine rationale Parametrisierung hat, dann erst recht nicht über k. Durch Ko-
ordinatenwechsel können wir dann erreichen, dass f = x(x − )(x − c) für c ∈ k ∖ {, } gilt.

Es sei φ∶A Ð→ C eine rationale Abbildung, gegeben durch ein Paar (p/q, r/s) von rationalen
Funktionen. Das heißt also p, q, r, s ∈ k[t] sind Polynome mit ggT(p, q) = , ggT(r, s) =  und

(
r
s
)



= (
p
q
)(
p
q
− )(

p
q
− c).

Bereinigen der Nenner gibt

rq = sp(p − q)(p − cq).

Weil p, q sowie r, s teilerfremd sind, folgt s∣q und q∣s, also s = aq für a ∈ k×. Dann ist

aq = (
s
q
)



ein Quadrat in k[t]. Außerdem folgt durch Einsetzen von s = aq in die obige Gleichung

r ∼ p(p − q)(p − cq).

Es folgt, dass p, q, p − q, p − cq bis auf Skalierung Quadrate in k[t] sind. Nach dem Lemma von
Fermat folgt daraus p, q ∈ k und aus den obigen Gleichungen dann auch r, s ∈ k. Also ist die
rationale Abbildung φ konstant und damit nicht birational. ∎

Bemerkung 4.68. Eine irreduzible k-Varietät X heißt unirational, wenn es eine dominante ra-
tionale Abbildung Pn Ð→ X (über k) für ein n ∈ Z+ gibt. Äquivalent ist nach Prop. 4.61, dass der

Funktionenkörper k(X) in einem rationalen Funktionenkörper k(x, . . . , xn) enthalten ist.
Nach einem klassischen Satz von Lüroth6 ist jede unirationale Kurve rational. Entsprechen-

des gilt nach einem Satz von Castelnuovo7 für Flächen, falls char(k) = . In Primzahlcharakte-
ristik ist dies dagegen falsch, Gegenbeispiele sind die sogenannten Zariski-Flächen. Schließlich
zeigten Clemens und Gri�ths8 sowie (unabhängig) Iskowskich und Manin9 in den Jahren 1971-

72 die Existenz von unirationalen komplexenVarietäten derDimension , die nicht rational sind.

Diese Sätze sind ziemlich kompliziert.

6Jacob Lüroth (1844–1910)
7Guido Castelnuovo (1865–1952)
8C. H. Clemens und P. A. Gri�ths,

”
�e Intermediate Jacobian of the cubic threefold“, Annals of Mathematics,

Vol. 95, No. 2 (1972)
9V. A. Iskowskich und Ju. I. Manin,

”
�ree-dimensional quartics and counterexamples to the Lüroth problem“,

Matematicheskii Sbornik Novaya Seriya 86 (1971)
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Elementar betrachtet sind die unirationalen Varietäten per De�nition genau die
”
parametri-

sierbaren“ Varietäten. Unirationalität ist etwas besser fassbar als Rationalität. Zum Beispiel kann

man verhältnismäßig leicht beweisen, dass jede kubische Hyper�äche in Pn für n ⩾  unirational
ist. Welche kubischen Hyper�ächen rational sind, ist dagegen im allgemeinen unbekannt.

Übungen

Übung 4.24. Betrachten Sie die quadratische Cremona-Transformation

φ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

P Ð→ P

[x, x, x] ↦ [xx, xx, xx]
.

Zeigen Sie, dass φ birational ist mit φ− = φ. Bestimmen Sie De�nitionsbereich und Bild. Beschreiben Sie
die Einschränkung von φ auf die drei Geraden V+(xxx).

Übung 4.25. Es gelte char(k) ≠  und sei C = V(x + y − ) ⊂ A. Zeigen Sie, dass durch

φ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

A Ð→ C
t ↦ ( t

t+ ,
t−
t+)

.

eine birationale Abbildung gegeben ist. Bestimmen Sie Umkehrabbildung, De�nitionsbereich und Bild.

Übung 4.26. Es seien V undW zwei irreduzible k-Varietäten und φ∶V → W eine rationale Abbildung.

Zeigen Sie, dass φ(V) irreduzibel ist.

Übung 4.27. Es sei φ∶P Ð→ Pn eine rationale Abbildung. Zeigen Sie, dass dom(φ) = P gilt, mit anderen
Worten, dass φ ein Morphismus ist. (Das erklärt die Beobachtung in Übung 3.36.)

Übung 4.28. Es gelte char(k) ≠  und es sei f ∈ k[x, . . . , xn] eine nicht-ausgeartete quadratische Form.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Gibt es a ∈ kn+ ∖ {}mit f (a) = , so lässt sich f durch linearen Koordinatenwechsel in die Form

xx + f̃ (x, . . . , xn)

bringen, wobei f̃ ∈ k[x, . . . , xn] eine nicht-ausgeartete quadratische Form ist.
(b) Ist p ∈ V+( f ) ⊂ Pnk , so ist die Projektion πp∶V+( f )Ð→ Pn− mit Zentrum p birational.
(c) Die Quadrik V+( f ) ist genau dann rational, wenn sie einen k-rationalen Punkt besitzt.
(d)∗Zeigen Sie, dass (a)–(c) nicht notwendig richtig sind, wenn f ausgeartet ist.

Übung 4.29. (Cayley-Transformation) Es sei char(k) ≠  und sei M = Matn×n(K) der a�ne Raum der
n × n-Matrizen. Betrachte die Abbildung

φ∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

M Ð→ M
A ↦ I−A

I+A
,

wobei I die Einheitsmatrix ist. (Die Notation als Bruch ist gerechtfertigt, denn ist I +A invertiebar, so gilt
(I + A)−(I − A) = (I − A)(I + A)−.) Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung φ ist eine rationale Abbildung mit φ = idM .
(b) Die Einschränkung von φ auf den Raum S ⊂ M der schiefsymmetrischen Matrizen in M induziert
eine birationale Abbildung S Ð→ SOn(K). (Hinweis: Aus A = −AT folgt det(I + A) = det(I − A).)
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4.6. Dimension

Wir haben dieDiskussion desDimensionsbegri�s lange aufgeschoben. InKapitel 3 wurde die

Dimension einer projektiven Varietät mit Hilfe des Hilbert-Polynoms de�niert. Jetzt diskutieren

wir den allgemeinen Fall, wobei allerdings einiges unbewiesen bleiben wird. Tatsächlich gibt es

mehrere äquivalente Möglichkeiten die Dimension zu de�nieren. Die erste ist rein topologisch:

De�nition 4.69. Es sei X ein topologischer Raum. Die (kombinatorische) Dimension von X
ist de�niert als das Supremum aller n ∈ Z+ derart, dass eine Kette

Z ⊊ Z ⊊ ⋯ ⊊ Zn

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von X existiert. Sie wird mit dim(X) bezeichnet.
Die Dimension der leeren Menge ist als −∞ de�niert. Die Dimension einer Teilmenge von An

oder Pn de�nieren wir als ihre Dimension als topologischer Raum, mit der durch die k-Zariski-
Topologie gegebenen Teilraumtopologie. Insbesondere ist die Dimension einer quasiprojektiven

Varietät in dieser Weise de�niert.

Diese De�nition der Dimension passt intuitiv zur Dimension in der linearen Algebra: Die

Dimension eines Vektorraums ist die maximale Länge einer strikt aufsteigenden Kette von li-

nearen Unterräumen (also einer sogenannten Fahne).
Der kombinatorische Dimensionsbegri� ist intuitiv, aber seine formale Behandlung ist nicht

ganz einfach.Umdie grundlegendenAussagenderDimensionstheorie zu beweisen, brauchtman

eine ganze Menge kommutative Algebra. Die Dimension hat die folgenden Eigenscha�en:

(D1) Der a�ne Raum An und der projektive Raum Pn haben die Dimension n.
(D2) Sind X und Y Varietäten, so gilt dim(X × Y) = dim(X) + dim(Y).
(D3) Ist X eine Varietät mit irreduziblen Komponenten X, . . . , Xr, so gilt

dim(X) =max{dim(Xi)∶ i = , . . . , r}.

(D4) Für jede quasiprojektive (bzw. quasia�ne) Varietät U in Pn (bzw. An) gilt

dim(U) = dim(U).

(D5) Sind X und Y Varietäten mit Y ⊂ X, so gilt dim(Y) ⩽ dim(X). Ist zusätzlich X
irreduzibel und Y ≠ X abgeschlossen in X, so folgt dim(Y) < dim(X).

(D6a) IstV ⊂ An eine irreduzible a�neVarietät und f ∈ k[x, . . . , xn] ein nicht-konstantes
Polynom mit V ⊄ V( f ), dann gilt

dim(V ∩ V( f )) = dim(V) − .

(D6p) Ist X ⊂ Pn eine irreduzible projektive Varietät und f ∈ k[x, . . . , xn] ein nicht-
konstantes homogenes Polynom mit X ⊄ V+( f ), dann gilt

dim(X ∩ V+( f )) = dim(X) − .

(D7) Eine Varietät ist genau dann nulldimensional, wenn sie endlich ist.
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Hinter einigen dieser Aussagen verbergen sich dicke Sätze der kommutativen Algebra. Sie wer-

den deshalb in dieser Vorlesung nicht bewiesen. Wir werden aber die Eigenscha�en (D1)–(D7),

ihre Folgerungen und ihre algebraischen Grundlagen diskutieren.

(D1) Die Fahne

{} = V(x, . . . , xn) ⊊ V(x, . . . , xn) ⊊ ⋯ ⊊ V(xn) ⊊ An .

zeigt sofort, dass die Dimension von An mindestens n ist. Sie übersetzt sich in eine gleichlange
Kette von Primidealen

⟨⟩ ⊊ ⟨xn⟩ ⊊ ⟨xn , xn−⟩ ⊊ ⋯ ⊊ ⟨x, . . . , xn⟩ (∗)

in k[x, . . . , xn], die Verschwindungsideale der betre�enden irreduziblen Mengen.

Frage 4.70. Wie sieht eine entsprechende Kette von Untervarietäten und homogenen Idealen aus, die
dim(Pn) ⩾ n zeigt?

De�nition 4.71. Es sei R ein Ring. Die Krull10-Dimension von R ist die größte Zahl n derart,
dass eine Kette

P ⊊ P ⊊ P ⊊ ⋯ ⊊ Pn ⊊ R

von Primidealen in R existiert.

Proposition 4.72. Die Dimension einer a�nen k-Varietät stimmt mit der Krull-Dimension ihres
Koordinatenrings überein.

Beweis. Eine Inklusion Z ⊊ Z von irreduziblen abgeschlossenen Untervarietäten einer a�nen
Varietät V entspricht der Inklusion von Primidealen I(Z) ⊊ I(Z) in k[V], und umgekehrt.

Außerdem gilt P = I(V(P)) für jedes Primideal P ⊂ k[V]. Daraus folgt die Behauptung. ∎

Eigenscha� (D1) sagt also für den a�nen Raum gerade, dass sich die Kette (∗) von Primidea-

len im Polynomring nicht weiter verfeinern lässt und es auch sonst keine längere Kette gibt11.

(D2) Die Dimensionsformel für das Produkt dim(X × Y) = dim(X) + dim(Y) ist klar aus
(D1) für a�ne Räume X = Am, Y = An. Mit (D3) folgt sie auch leicht für X = Pm und Y = Pn,
indem man bemerkt, dass Am ×An ≅ D+(x) × D+(y) eine dichte Teilmenge von Pm × Pn ist.
Für den allgemeinen Fall kannman genauso darauf reduzieren, dass X undY a�n sind.Dann

verwendetman, dass der Koordatenring k[X×Y] isomorph ist zumTensorprodukt k[X]⊗kk[Y],
waswir nicht diskutiert haben.Dann beweistman dieDimensionsaussage für das Tensorprodukt

(zum Beispiel mit Hilfe der Noether-Normalisierung).

(D3) Das ist nun zur Abwechslung eine leichte Folgerung der De�nition. Denn jede Kette
von irreduziblen Teilmengen von Xmuss in einer der irreduziblen Komponenten enthalten sein,
woraus die Behauptung sofort folgt.

10Wolfgang Krull (1899–1971)
11Die Frage, ob sich jede Kette von Primidealen zu einer Kette maximaler Länge verfeinern lässt, ist eine weitere

ringtheoretische Frage, die wir nicht vertiefen wollen. Tatsächlich gibt es noethersche Ringe, in denen das nicht der

Fall ist. Allerdings sind solche Ringe ziemlich exotisch und tauchen kaum in der algebraischen Geometrie auf.
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(D4) Diese Aussage ist dagegen nicht rein topologisch. (Man kann exotische Beispiele von
topologischen Räumen konstruieren, in denen (D4) für die kombinatorische Dimension nicht

gilt.) Der Beweis benutzt die algebraische Charakterisierung über Primidealketten.

(D5) Das folgt wieder leicht aus der De�nition. Denn in einer Kette Z ⊊ Z ⊊ ⋯ ⊊ Zn
von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von Y hat jedes Zi die Form Zi = Z̃i ∩ Y mit Z̃i
abgeschlossen und irreduzibel in X. Daraus folgt sofort dim(Y) ⩽ dim(X). Ist Y abgeschlossen
mit Y ⊊ X und ist X irreduzibel, dann kann man Z̃i = Zi setzen und außerdem die Kette in X
mit Zn+ = X verlängern, so dass dim(Y) < dim(X) gelten muss.

(D6) Aus (D5) folgt sofort dim(V ∩V( f )) < dim(V), aber es nicht klar, dass die Dimension

nicht ummehr als  sinken kann. VonAnfang an habenwirHyper�ächen de�niert als Varietäten,
die durch eine einzige Gleichung gegeben sind. Eigenscha� (D6) sagt für V = An oder X = Pn

gerade, dass jede Hyper�äche die Dimension n −  hat. Tatsächlich gilt auch die Umkehrung:

Satz 4.73. Eine irreduzible a�ne Varietät V ⊂ An hat genau dann die Dimension n − , wenn es
ein irreduzibles Polynom f ∈ k[x, . . . , xn]mit V = V( f ) gibt. ∎

Das projektive Analogon gilt ebenfalls und folgt relativ leicht aus der a�nen Version durch

Übergang zum projektiven Abschluss. Der algebraische Hintergrund ist der Krullsche Haupt-
idealsatz, ein weiteres Ergebnis der kommutativen Algebra, das wir nicht beweisen; siehe dazu
[Eisenbud], Kapitel 10.

Aus (D6) folgt durch Induktion:

Proposition 4.74. Für jedes r ⩾  und Polynome f, . . . , fr ∈ k[x, . . . , xn] bzw. homogene Polyno-
me f, . . . , fr ∈ k[x, . . . , xn] gilt

dim(V( f, . . . , fr)) ⩾ n − r bzw. dim(V+( f, . . . , fr)) ⩾ n − r ∎

Im Unterschied zum Fall r =  ist es aber weit schwieriger, die Gleichheit in dieser Aussage
zu charakterisieren. In der linearen Algebra kann man die Dimension des Lösungsraums eines

linearen Gleichungssystems leicht bestimmen, indem man den Rang der Koe�zientenmatrix

ausrechnet, also die Abhängigkeiten zwischen den Gleichungen bestimmt. Insbesondere lässt

sich jeder lineare Unterraum der Dimension n−r inAn durch genau r Gleichungen beschreiben.
Für nicht-lineare Gleichungssysteme ist das nicht wahr, sobald mehr als eine Gleichung im

Spiel ist. Wir betrachten die Situation im projektiven Raum. Eine projektive Varietät X ⊂ Pn der
Dimension n− r heißt einmengentheoretisch vollständiger Durchschnitt, wenn es homogene
Polynome f, . . . , fr ∈ k[x, . . . , xn] gibt derart, dass

X = V+( f, . . . , fr)

gilt. Mit anderen Worten, X ist der Durchschnitt von r Hyper�ächen. Die Varietät X heißt ein
vollständiger Durchschnitt, wenn es f, . . . , fr mit der stärkeren Eigenscha�

I+(X) = ⟨ f, . . . , fr⟩

gibt. Meistens ist man eher an dieser stärkeren Eigenscha� interessiert als an der mengentheo-

retischen. Aus Satz 4.73 folgt, dass jede Hyper�äche in Pn ein vollständiger Durchschnitt ist.
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Beispiel 4.75. Das einfachste Beispiel für eine Varietät, die kein vollständiger Durchschnitt ist,
ist die verdrehte Kubik in P:

C = V+( f, f, f), mit

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

f = xx − x ,
f = xx − xx,
f = xx − x .

Per De�nition liegen die drei quadratischen Formen f, f, f im homogenen Verschwindungs-
ideal I+(C), und sie sind linear unabhängig. Da C nicht in einer Ebene liegt, enthält I+(C)
keine Linearformen. Deshalb muss jedes homogene Erzeugendensystem von I+(C) die Poly-
nome f, f, f enthalten. Andererseits ist C ein mengentheoretisch vollständiger Durchschnitt.
Man kann zwar keine der drei Gleichungen weglassen (wennman das tut, erhält man immer die

Kurve C und zusätzlich noch eine Gerade). Es gilt aber

C = V+(xx − x , x(xx − x) − x(xx − xx)).

Das alles haben wir in Übung 3.24 gezeigt. Es ist ein ungelöstes Problem, ob jede Kurve in P der
Durschnitt von zwei Flächen, also ein mengentheoretisch vollständiger Durchschnitt ist.

Im a�nen Raum oder in lokalen Ringen wird die Sache etwas einfacher. (ZumBeispiel ist die

verdrehte Kubik in A ein vollständiger Durchschnitt.) Auch hier kann es allerdings Probleme
geben, wenn Singularitäten ins Spiel kommen (siehe Übung 4.32).

(D7) Das ist leicht zu sehen, wenn k = K gilt. Denn in diesem Fall ist eine endliche Teilmen-
ge einer Varietät genau dann irreduzibel, wenn sie aus einem einzigen Punkt besteht. Deshalb ist

jede endliche Varietät nach (D3) nulldimensional. Ist umgekehrt V eine nulldimensionale Va-
rietät, dann kann V keine irreduzible Komponente mit mehr als einem Punkt haben (denn die
hätte Dimension ⩾ ). Da eine Varietät nur endlich viele irreduzible Komponenten hat, muss V
dann endlich sein. Im Fall k ⊊ K braucht man etwas mehr Körpertheorie, um (D7) zu beweisen.
Siehe dazu Übung 1.35, Übung 4.20 und Kor. 4.80.

Damit ist unsere Diskussion der Eigenscha�en (D1)-(D7) abgeschlossen.

Der Befehl dim berechnet inMacaulay die Dimension eines Rings oder einer a�nen Varietät. Für

ein Ideal I in einem Ring R ist dim(I) dabei die kombinatorische Dimension des Restklassenrings
R/I, im Fall des Polynomrings also die Dimension der zugehörigen a�nen Varietät.
i1 : R=QQ[x,y,z];

i2 : I=ideal(1-xˆ3-yˆ3-zˆ3);

i3 : dim(I)

o3 = 2

i4 : V=Spec(R/I)

o4 = V

o4 : AffineVariety

i5 : dim(V)

o5 = 2
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DieDimension einer projektiven Varietät, de�niert durch ein homogenes Ideal, ist dagegen bekannt-

lich um eins kleiner als die Dimension des a�nen Kegels. Man kann Macaulay explizit mitteilen,

dass man eine projektive Varietät betrachten möchte, mit dem Befehl Proj.

i6 : S=QQ[x0,x1,x2,x3];

i7 : I=ideal(x0ˆ3-x1ˆ3-x2ˆ3-x3ˆ3);

i8 : dim(I)

o8 = 3

i9 : X=Proj(S/I)

o9 = X

o9 : ProjectiveVariety

i10 : dim(X)

o10 = 2

Es gibt noch eine andere algebraische Charakterisierung der Dimension, nämlich über den

Transzendenzgrad des Funktionenkörpers. Dazu etwas Terminologie aus der Algebra.

De�nition 4.76. Es sei K/k eine Körpererweiterung. Eine Familie (ai ∶ i ∈ I) von Elementen aus
K heißt algebraisch unabhängig über k, wenn der k-Algebren-Homomorphismus

k[ti ∶ i ∈ I]→ K , ti ↦ ai

injektiv ist, andernfalls algebraisch abhängig. Jede maximale algebraisch unabhängige Fami-
lie heißt eine Transzendenzbasis von K über k. Der Transzendenzgrad von K über k ist die
Mächtigkeit einer Transzendenzbasis, geschrieben trdegk(K).

Eine Familie von Elementen aus K ist also genau dann algebraisch unabhängig, wenn es zwi-
schen ihren Elementen keine nicht-triviale polynomiale Identitität mit Koe�zienten in k gibt.
Natürlich muss man die Existenz von maximalen algebraisch unabhängigen Familien und die

Wohlde�niertheit des Transzendenzgrads beweisen. Im wesentlichen zeigt man dazu, dass sich

algebraische Unabhängigkeit formal genauso verhält, wie lineare Unabhängigkeit. Der entschei-

dende Schritt ist dabei, wie in der linearen Algebra, der Austauschsatz:

Lemma 4.77. Es seien B und B′ zwei endliche Transzendenzbasen von K/k und sei b ∈ B. Dann
gibt es b′ ∈ B′, so dass auch (B ∖ {b}) ∪ {b′} eine Transzendenzbasis ist.

Für den Beweis und alle weiteren Details siehe [Bosch], Kapitel 7. Der Zusammenhang mit

der Dimension steckt in der folgenden algebraischen Aussage.

Satz 4.78. Es sei A eine endlich erzeugte, nullteilerfreie k-Algebra. Dann gilt

dim(A) = trdegk(Quot(A)).

Beweis. siehe [Eisenbud], Kapitel 13,�m. A. ∎

Aus Satz 4.78 folgt sofort die Dimensionseigenscha� (D1) für den a�nen Raum, da der Quo-

tientenkörper des Polynomrings der rationale Funktionenkörper k(x, . . . , xn) vom Transzen-
denzgrad n ist. Außerdem folgt:
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Korollar 4.79. Die Dimension einer irreduziblen k-Varietät X stimmt mit dem Transzendenzgrad
des Funktionenkörpers k(X) über k überein.

Beweis. Wegen Eigenscha� (D3) der Dimension gilt dim(X) = dim(U) für jede nicht-leere

o�ene a�ne Untervarietät U von X, außerdem k(X) ≅ k(U). Mit Satz 4.78 folgt dim(X) =

dim(U) = trdegk(k(U)) = trdegk(k(X)). ∎

Korollar 4.80. Eine a�ne Varietät V ⊂ An ist genau dann endlich, wenn dimk(k[V])) <∞ gilt.

Beweis. Es sei V endlich und seien V, . . . ,Vr die irreduziblen Komponenten von V . (Das sind
die einzelnen Punkte von V , wenn k = K gilt.) Nach Übung 4.14 gilt dann

k[V] = k[V] ×⋯ × k[Vr].

Weil jedes Vi endlich ist, hat k(Vi) den Transzendenzgrad . Also ist k(Vi)/k endlich und alge-
braisch. Damit ist auch k[Vi] ⊂ k(Vi) endlich dimensional über k. Ist umgekehrt k[V] endlich

dimensional, so auch alle k[Vi] und damit haben alle k(Vi) den Transzendenzgrad . Also haben
alle Vi die Dimension  und sind damit endlich. ∎

Die Charakterisierung der Dimension über den Funktionenkörper zeigt auch, dass sich die

Dimension unter birationaler Äquivalenz nicht ändert. Für später halten wir fest:

Satz 4.81. Jede irreduzible k-Varietät ist birational zu einer a�nen Hyper�äche.

Beweisskizze. Wir beschränken uns im Beweis auf den Fall char(k) = . Es seien x, . . . , xn ∈

k(X) eine Transzendenzbasis über k. Die Körpererweiterung k(X)/k(x, . . . , xn) ist dann also
endlich und algebraisch. Weil k die Charakteristik  hat, ist sie außerdem separabel und es grei�
der Satz vom primitiven Element (siehe [Bosch], §3.6, Satz 12): Es gibt also ein Element xn+ ∈
k(X)mit k(X) = k(x, . . . , xn)(xn+), das eine Polynomgleichung

F(xn+) = adxdn+ + ad−xd−n+ +⋯ + a

mit a, . . . , ad ∈ k(x, . . . , xn) erfüllt. Bereinigen der Nenner liefert ein irreduzibles Polynom
f ∈ k[x, . . . , xn]. Nach Konstruktion gilt dann k(X) = k(V( f )), so dass X nach Kor. 4.62 zur
Hyper�äche V( f ) birational äquivalent ist.
Falls k positive Charakteristik hat, geht der Beweis im Prinzip genauso. Man muss aber

x, . . . , xn geschickt so wählen, dass die Körpererweiterung k(X)/k(x, . . . , xn) separabel ist.
(Siehe dazu zum Beispiel [Hulek], §1.1.5.) ∎

Zum Schluß dieses Abschnitts zeigen wir, dass die Dimension einer projektiven Varietät mit

dem Grad des Hilbert-Polynoms übereinstimmt, was ja unsere erste De�nition war. Zur Vorbe-

reitung brauchen wir eine Hilfsaussage, die die Primärzerlegung eines Ideals aus §3.9 benutzt.

Lemma 4.82. Es sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein homogenes Ideal mit homogener Primärzerlegung

I = I ∩⋯ ∩ Ir .
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Sei S = k[x, . . . , xn]/I der graduierte Restklassenring und X = V+(I) ⊂ Pn. Angenommen f ∈
k[x, . . . , xn] ist homogen vom Grad e mit der Eigenscha�, dass V+( f ) keine der irreduziblen Va-
rietäten V+(I j) enthält, es sei denn V+(I j) = ∅. Dann gibt es e′ ⩾ e so, dass die lineare Abbildung

αd ∶{
Sd−e → Sd
g ↦ f g

für alle d ⩾ e′ injektiv ist.

Beweis. Für die Ideale I j in der Primärzerlegung müssen wir zwei Fälle unterscheiden. Falls
V+(I j) = ∅ gilt, so gibt es d j ⩾ mit Sd j ⊂ I j nach demprojektivenNullstellensatz (Kor. 3.13). Falls
keine solche Komponente existiert, setze e′ = e, andernfalls setze e′ =max{e , d j∶V+(I j) = ∅}. Ist

nun g ∈ Sd−e mit d ⩾ e′ und f g =  in Sd , dann also f g ∈ I und damit f g ∈ I j für j = , . . . , r. Falls
V(I j) ≠ ∅, so folgt f ∉

√
I j aus der Voraussetzung an f und deshalb g ∈ I j. Falls V(I j) = ∅, so

folgt ebenfalls g ∈ I j wegen deg(g) ⩾ d j. Es folgt also g ∈ I und damit g = , wie behauptet. ∎

Beispiel 4.83. Es sei I = ⟨xx, x ⟩ ⊂ k[x, x] und X = V+(I). Dann gilt X = {[, ]} ⊂ P, so
dass x auf keiner irreduziblen Komponenten von X verschwindet. Es ist aber I ⊊ I+(X) wegen
x ∈ I+(X) ∖ I. Betrachte wie im Beweis des Lemmas die lineare Abbildung

αd ∶{
(k[x, x]/I)d− → (k[x, x]/I)d

g ↦ g ⋅ x
.

Dann ist α nicht injektiv, denn es gilt α(x) = xx = , aber x ≠ . Aber α ist injektiv, da I
jede quadratische Form enthält, die in [, ] verschwindet.

Satz 4.84. Es sei I ⊂ k[x, . . . , xn] ein homogenes Ideal und X = V+(I) ⊂ Pn. Die Dimension
von X ist äquivalent gegeben durch die folgenden Größen:
(i) die kombinatorische Dimension von X;
(ii) den Transzendenzgrad des Funktionenkörpers k(X) über k, falls X irreduzibel ist;
(iii) den Grad des Hilbert-Polynoms PI .

Beweis. Es sei m = dim(X). Die Gleichheit von (i) und (ii) haben wir bereits diskutiert. Wir
zeigen die Gleichheit mit dem Grad des Hilbert-Polynoms durch Induktion nach m. Als In-
duktionsanfang nehmen wir den Fall X = ∅. Nach dem projektiven Nullstellensatz (Kor. 3.13)

gilt dann Id = k[x, . . . , xn]d für alle hinreichend großen d. Also gilt für die Hilbert-Funktion
hI(d) =  für hinreichend großes d und damit PI = . Es ist also dim(X) = deg(PI) = −∞, wie
gewünscht12. Sei nun m ⩾ . Dann können wir durch Koordinatenwechsel ohne Einschränkung

annehmen, dass die Voraussetzungen des vorangehenden Lemmas für f = x erfüllt sind (siehe
Übung 4.33). Es sei also S = k[x, . . . , xn]/I. Nach dem Lemma ist die lineare Abbildung

αd ∶ Sd− → Sd , g ↦ g ⋅ x.

12Wenn man sich an dem seltsamen Induktionsanfang bei −∞ stört, kann man formal auch die Dimension der

leeren Menge und den Grad des Nullpolynoms als − de�nieren. Es spielt keine Rolle, so lange man sich überzeugt,
dass im Induktionsschritt alles in Ordnung ist.
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injektiv für alle hinreichend großen d. Das Bild von αd ist gerade das Ideal ⟨x⟩d . Für die Hilbert-
Funktionen gilt HI(d) = dim Sd und

HI+⟨x⟩(d) = dim(S/⟨x⟩)d = dim(Sd) − dim(⟨x⟩d) = dim Sd − dim Sd−

= HI(d) −HI(d − )

für alle hinreichend großen d. Also gilt dieselbe Gleichheit auch für die Hilbert-Polynome. Nach
Induktionsvoraussetzung und dem nachfolgenden Lemma folgt

m −  = dim(X ∩ V(x)) = deg(PI+⟨x⟩) = deg(PX) − 

(fallsm ⩾ ; fürm =  entsprechend). Die letzte Gleichheit benutzt folgende Beobachtung: Ist P ∈
Q[t] ein normiertes Polynom, dann ist P(t)−P(t− ) ein normiertes Polynom vomGrad genau
deg(P)− , wie man durch Koe�zientenvergleich sieht. Damit ist die Behauptung bewiesen. ∎

Da wir Hilbert-Polynome mit dem Algorithmus aus Satz 3.61 konkret ausrechnen können,

haben wir damit auch eine gute Möglichkeit, die Dimension einer projektiven Varietät zu be-

stimmen. Man beachte, dass man dafür nach Satz 4.84 direkt mit de�nierenden Gleichungen

rechnen kann und es nicht nötig ist, das homogene Verschwindungsideal der Varietät, also das

Radikal, zu bestimmen.

Übungen

Übung 4.30. Es seien X ,Y ⊂ An irreduzible a�ne k-Varietäten. Es gelte dim(X) = n −  und Y ⊄ X.
Zeigen Sie, dass jede irreduzible Komponente von X ∩ Y die Dimension dim(Y) −  hat.

Übung 4.31. Für jeden Morphismus φ∶X → Y von Varietäten gilt dim(φ(X)) ⩽ dim(X).

Übung 4.32. Es sei φ∶A → A, t ↦ (t, t, t). Zeigen Sie:
(a) Das Bild C = φ(A) ist abgeschlossen und -dimensional.
(b) Das Ideal I(C) wird nicht von zwei Elementen erzeugt.

Übung 4.33. Es seien P, . . . , Pr ⊂ k[x, . . . , xn] homogene Primideale mit ∅ ⊊ V+(Pi) ⊊ Pn für i =
, . . . , r. Zeigen Sie, dass es eine Linearform ℓ ∈ k[x, . . . , xn] gibt mit V+(Pi) ⊄ V+(ℓ) für i = , . . . , r.
(Vorschlag: Lemma 3.57).

Übung 4.34∗. Verfeinern Sie das Argument im Beweis von Satz 4.84 im Induktionsschritt, um einen neu-
en Beweis von Satz 3.61 (Existenz des Hilbert-Polynoms) zu geben. (Hinweis:Verwenden Sie Übung 3.48).
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4.7. Tangentialraum und Glattheit

Tangentialraum undGlattheit sind geometrische Begri�e, die aus der Analysis und der Di�e-

rentialgeometrie entlehnt sind. Ihre Bedeutung ist auch in der algebraischenGeometrie immens.

Da es sich aber um punktweise De�nitionen handelt, setzen wir in diesem Abschnitt k = K vor-
aus, so dass alle Punkte von Varietäten über dem Grundkörper de�niert sind.

Sei im folgenden immer k = K ein algebraisch abgeschlossener Körper.

De�nition 4.85. Es sei f ∈ k[x, . . . , xn] ein irreduzibles Polynom und V = V( f ) die zugehörige
Hyper�äche. Ein Punkt p ∈ V heißt regulär, wenn der Gradient (∇ f )(p) nicht der Nullvektor
ist. Der Tangentialraum an V in einem regulären Punkt p ist die Hyperebene (∇ f )(p)⊥.

Tangentialraum an eine Kurve Tangentialraum an eine Sphäre (Bildquelle:Wikimedia Commons)

Beispiele 4.86. DerNullpunkt ist genau dann ein regulärer Punkt vonV( f ), wenn der konstante
Term von f gleich  ist und der lineare Term ungleich .

x − y =  x + x − y =  x + x − y + x = 

De�nition4.87. Es seiV ⊂ An eine a�ne k-VarietätmitVerschwindungsidealI(V) ⊂ k[x, . . . , xn].
Für v ∈ kn, betrachte den Richtungsableitungs-Operator

Dv =
n

∑
i=
vi

∂
∂xi
.

Der Tangentialraum an V in einem Punkt p ∈ V ist der lineare Raum

Tp(V) = {v ∈ kn∶ (Dv f )(p) =  für alle f ∈ I(V)}.
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Die Ableitungen von Polynomen sind dabei wie üblich formal durch die Ableitungsregeln

gegeben (was über Cmit der Grenzwert-De�nition übereinstimmt). Aus der Linearität der Ab-
leitung ist klar, dass Tp(V) ein linearer Raum ist, genauer gesagt einUntervektorraumdes Raums

Tp(An) = kn aller Richtungsableitungen. Für eine Hyper�äche V = V( f ), mit f reduziert,
stimmt diese De�nition wegen I(V) = ⟨ f ⟩mit der vorigen überein (nach der Produktregel):

Tp(V) = {v ∈ kn∶Dv( f )(p) = } = {(v, . . . , vn) ∈ kn∶
n

∑
i=

∂ f
∂xi

(p) ⋅ vi = } = {(∇ f )(p)}
⊥
.

Per De�nition ist der Tangentialraum ein linearer Unterraum von TP(An) und geht damit durch
den Ursprung. Für unsere geometrische Anschauung ist es dagegen o� besser, den a�nen Tan-
gentialraum p+Tp(V) zu betrachten, der durch denPunkt p geht. Für dieHyper�ächeV = V( f )
bedeutet das explizit

p + Tp(V) = {v ∈ kn∶
n

∑
i=

∂ f
∂xi

(p) ⋅ (vi − pi) = }.

Ist zum Beispiel n = , f ∈ k[x , y] ein irreduzibles Polynom und p = (a, b) ein regulärer Punkt
auf der ebenen a�nen Kurve V( f ), so ist der a�ne Tangentialraum also die Gerade

∂ f
∂x

(a)(x − a) +
∂ f
∂y

(b)(y − b) = 

Proposition 4.88. Es sei V ⊂ An eine a�ne Varietät. Seien f, . . . , fℓ ∈ k[x, . . . , xn] Erzeuger des
Ideals I(V) und sei J die ℓ × n-Matrix mit Einträgen

Ji j = (∂ fi/∂x j)i , j.

Dann ist Tp(V) der Kern von J(p).

Beweis. Gegeben f ∈ I(V), schreibe f = ∑ℓ
j= g j f j. Dann gilt

Dv( f )(p) =∑
ℓ
j= g j(p)Dv( f j)(p)

nach der Produktregel und wegen f j(p) = . Ist also v im Kern von J(p), so folgt Dv( f )(p) =
∑

ℓ
j= g j(p)(∑

n
i= vi(∂ f j/∂xi)(p)) = . Also enthält Tp(V) den Kern von J(p). Ist umgekehrt v ∈

Tp(V), so gilt Dv( f j)(p) =  für alle j = , . . . , ℓ und damit v ∈ ker(J(p)). ∎

Die De�nition des Tangentialraums über Richtungsableitungen führt zu zwei technischen

Problemen: (1) Es ist nicht klar, wie sie sich auf nicht-a�ne Varietäten verallgemeinern lässt. (2)

Es ist nicht klar, wie sie sich unter Isomorphismen von Varietäten verhält. Um diese Probleme

zu beheben, verwenden wir die folgende abstraktere Beschreibung des Tangentialraums.

Satz 4.89. Es sei V ⊂ An eine a�ne Varietät, p ∈ V ein Punkt und mp = { f ∈ k[V]∶ f (p) = }
das zugehörige maximale Ideal von k[V]. Dann gibt es einen natürlichen Isomorphismus

Tp(V)
∼
Ð→ (mp/mp)∗

von k-Vektorräumen, wobei (mp/mp)∗ den Dualraum des Vektorraums mp/mp bezeichnet.

Beweis. Zuerst etwas Erinnerung aus der linearenAlgebra. SeienV undW zwei endlich-dimensionale
k-Vektorräume und

α∶V ×W → k
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eine bilineare Abbildung. Dann induziert α die beiden linearen Abbildungen

α∶{
V → W∗

v ↦ α(v ,−)
und α∶{

W → V∗

w ↦ α(−,w)
.

(Dabei ist α(v ,−)∶W → k die lineare Abbildung w ↦ α(v ,w) und entsprechend α(−,w).)
Wenn α und α injektiv sind, dann sind sie auch surjektiv. Denn ist α injektiv, so impliziert
das dim(V) ⩽ dim(W∗) = dim(W) und umgekehrt für α, also dim(V) = dim(W). Damit

sind α und α injektive lineare Abbildungen zwischen Vektorräumen der gleichen endlichen
Dimension und damit Isomorphismen. In diesem Fall wird α eine perfekte Paarung genannt.
Sei nun p = (p, . . . , pn) undMp = ⟨x − p, . . . , xn − pn⟩ ⊂ k[x, . . . , xn] das maximale Ideal

zum Punkt p, so dass also mp = Mp/I(V) gilt.

Bemerke zunächst, dass für f ∈ Mp genau dann Dv( f )(p) =  für alle v ∈ Tp(An) gilt, wenn
f inM

p enthalten ist. (Taylor-Formel; Übung 4.35). Es folgt, dass die bilineare Abbildung

α∶{
Tp(An) ×Mp/M

p → k
(v , f ) ↦ Dv( f )(p)

eine perfekte Paarung ist. Die Behauptung ist also richtig für V = An.
Wir behaupten, dass α auch modulo I(V) eine perfekte Paarung

α∶Tp(V) × (mp/mp) → k, (v , f )↦ Dv( f )(p)

induziert. Dafür müssen wir als erstes zeigen, dass α wohlde�niert ist. Gegeben v ∈ Tp(X) und
f ∈ I(V), dann giltDv( f )(p) =  nachDe�nition. Sind also f und g inMmit f − g ∈ I(X)+M

p

und v ∈ Tp(X), so folgt Dv( f )(p) = Dv(g)(p). Also ist α wohlde�niert.
Um zu zeigen, dass α perfekt ist, müssen wir zeigen, dass die Kerne auf beiden Seiten (also

von α und α) Null sind. Auf der linken Seite ist das klar, denn wir haben lediglich von Tp(An)
auf Tp(V) eingeschränkt.

Auf der rechten Seite arbeiten wir im VektorraumMp/M
p. Dieser wird von den Restklassen

xi − pi aufgespannt und ist deshalb endlich-dimensional. Seien f, . . . , fℓ Erzeugende von I(V)

und seiU der inMp/M
p von f, . . . , fℓ aufgespannte Unterraum. SeiU ′ ein Komplement vonU ,

also Mp/M
p = U ⊕ U ′ und seien g, . . . , gr ∈ Mp so gewählt, dass g, . . . , gr eine Basis von U ′

bilden. Da α eine perfekte Paarung ist, gibt es eine duale Basis, also Elemente v, . . . , vr ∈ Tp(An)
mit Dv i(g j)(p) = δi j und für den von v, . . . , vr aufgespannten Unterraum W von Tp(An) gilt
Tp(An) = Tp(V)⊕W . Nun istW gerade der Kern der Abbildung

Tp(An)→ (U ′)∗, v ↦ α(v ,−).

Wegen mp/mp ≅ (Mp/M
p)/U ≅ U ′ zeigt das, dass die Abbildung Tp(V) → (mp/mp)∗, v ↦

α(v ,−) injektiv ist, wie behauptet. Damit ist alles bewiesen. ∎

Korollar 4.90. Es sei V ⊂ An eine a�ne k-Varietät und p ∈ V ein Punkt. SeiOp,V der lokale Ring
von V im Punkt p und mp,V sein maximales Ideal. Dann gibt es einen natürlichen Isomorphismus
Tp(X)

∼
Ð→ (mp,V/mp,V)∗ von k-Vektorräumen.

Beweis. Es giltOp,V = k[V]mp (wobei mp = { f ∈ k[V]∶ f (p) = }). Nach dem Satz gilt also

Tp(V) ≅ (mp/mp)∗ ≅ (mp,V/mp,V)∗,
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wobei die letzte Isomorphie darauf beruht, dass Lokalisierung und Quotientenbildung mitein-

ander vertauschen (siehe Übung 4.5). ∎

De�nition 4.91. Es sei X eine quasiprojektive Varietät und p ∈ X ein Punkt. Sei mp,X das ma-
ximale Ideal des lokalen Rings Op,X von X in p. Der Tangentialraum an X im Punkt p ist der
k-Vektorraum (mp,X/mp,X)∗. Der Punkt p heißt regulär, wenn

dim(T(X)) = dim(X)

gilt. Ein Punkt von X, der nicht regulär ist, heißt ein singulärer Punkt oder eine Singularität.
Ist p ∈ X ein regulärer Punkt, dann sagt man auch, dass X glatt im Punkt p ist. Die Varietät

X heißt insgesamt glatt (oder regulär13), wenn sie in jedem ihrer Punkte glatt ist.
DieMenge aller regulärenPunkte von X heißt der reguläreOrtundwirdmit Xreg bezeichnet.

Die Menge der singulären Punkte von X heißt der singuläre Ort und wird mit Xsing bezeichnet.

Aufgrund der neuen De�nition mithilfe von lokalen Ringen, ist klar, dass sich Regularität

unter Isomorphismen überträgt: Sind X und Y zwei Varietäten, φ∶X → Y ein Isomorphismus,
dann ist p ∈ X genau dann ein regulärer Punkt, wenn φ(p) ∈ Y ein regulärer Punkt ist.

Beispiele 4.92. Die Veronese-Varietäten vd(Pn) sind glatt, da sie zu Pn isomorph sind. Insbe-
sondere sind die verdrehte Kubik und die rationalen Normalkurven glatt. Die Segre-Varietäten

Σm,n sind ebenfalls glatt. (Allgemein ist das kartesische Produkt glatter Varietäten glatt.)

InMacaulay kann man den singulären Ort mit dem Befehl singularLocus berechnen lassen.

i1 : S=QQ[x0,x1,x2,x3];

i2 : I=ideal(x0ˆ3-x1ˆ3-x2ˆ3-x3ˆ3);

i3 : V=Spec(S/I);

i4 : W=singularLocus(V)

o4 : AffineVariety

i5 : dim(W)

o5 = 0

Die Varietät V hat also nur endlich-viele singuläre Punkte.

i6 : decompose(ideal(W))

o6 = {ideal (x3, x2, x1, x0)}

Genauer besteht der singuläre Ort nur aus dem Nullpunkt. Da I ein homogenes Ideal ist, ist diese
Singularität auf der zugehörigen projektiven Varietät nicht zu sehen.

i7 : X=Proj(S/I);

i8 : dim(singularLocus(X))

o8 = -infinity

Die projektive Varietät X ist also glatt.

13In der modernen algebraischen Geometrie wird ’glatt’ häu�g nur als eine Eigenscha� vonMorphismen verwendet

bzw. ist für Varietäten anders de�niert. Der Unterschied ist nur in Charakteristik p relevant. In vielen Büchern
werden die Begri�e ’glatt’ und ’regulär’ synonoym verwendet, aber in Charakteristik p ist Vorsicht geboten.
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Satz 4.93. In jeder quasiprojektiven Varietät ist der reguläre Ort o�en und dicht. Insbesondere
besitzt jede Varietät einen regulären Punkt.

Beweis. Es sei V eine quasi-projektive Varietät. Zunächst bemerken wir, dass die Menge der
Punkte von V , die nur in einer einzigen irreduziblen Komponenten von V enthalten sind, o�en
und dicht in V ist (siehe Übung 4.36). Deshalb können wir für den Beweis ohne Einschränkung
annehmen, dass V irreduzibel ist. Außerdem wird V von o�enen a�nen Untervarietäten über-
deckt (Kor. 4.42). Deshalb können wir weiter auf den Fall reduzieren, dass V a�n ist.
Wir zeigen die Behauptung nun zunächst für eine irreduzible a�ne Hyper�äche. Es sei f ∈

k[x, . . . , xn] irreduzibel und V = V( f ). Per De�nition sind die singulären Punkte genau die
Punkte von V , in denen der Gradient ∇ f verschwindet. Es gilt also

Vsing = V( f , ∂ f /∂x, . . . , ∂ f /∂xn).

Das ist eine abgeschlossene Untervarietät von V , also ist Vreg = V ∖ Vsing o�en. Wir müssen nur
noch zeigen, dass Vsing ≠ V gilt. Da das Polynom ∂ f /∂xi in der Variablen xi kleineren Grad als
f hat, kann es nicht durch f teilbar sein, es sei denn, es ist (identisch) Null. In Charakteristik
 geschieht das genau dann, wenn die Variable xi in f nicht vorkommt. Da eine der Variablen
x, . . . , xn in f vorkommenmuss, kann∇ f also nichtüberall aufV verschwinden. Falls char(k) =
p > , so gilt ∂ f /∂xi =  genau dann, wenn f ein Polynom in x

p
i ist. Wäre dies für alle i =

, . . . , n der Fall, dann könnten wir aus jedem Koe�zienten von f die p-te Wurzel ziehen (da k
algebraisch abgeschlossen ist) und f = g p für ein g ∈ k[x, . . . , xn] folgern, im Widerspruch zur
Irreduzibilität von f . Damit ist die Behauptung im Fall von a�nen Hyper�ächen bewiesen.
Wenn V keine Hyper�äche ist, dann können wir Satz 4.81 anwenden: Da V birational zu

einer a�nenHyper�äche ist, gibt es eine o�ene dichte TeilmengeU vonV die isomorph zu einer
o�enen dichten Teilmenge einer Hyper�äche ist. Daher enthält U eine o�ene dichte Teilmenge
von regulären Punkten.

Es bleibt zu zeigen, dass Vsing abgeschlossen in V ist. Es sei V ⊂ An abgeschlossen mit Ver-
schwindunsideal I(V) = ⟨ f, . . . , fr⟩. Sei J die Matrix mit Einträgen (∂ fi/∂x j) wie zuvor. Nach
Prop. 4.88 sind die regulären Punkte von V genau die Punkte p ∈ V , in denen J(p) den Rang
n−dim(V) hat. Da Vreg dicht in V ist, kann J(p) niemals größeren Rang als n−dim(V) haben.

Denn angenommen es gäbe p ∈ V mit Rang(J(p)) > n − dim(V), dann gäbe es einen Minor

von J der Größe r > n − dim(V) + , der in p nicht verschwindet (siehe Aufgabe 1.14). Dann be-
sitzt p aber eine o�ene Umgebung, in der dieser Minor nicht verschwindet, imWiderspruch zur
Dichtheit von Vreg. Also ist die Menge der singulären Punkte von V genau die Menge der Punkte
p ∈ V , in denen J(p) kleineren Rang als n − dim(V) hat. Das ist die abgeschlossene Menge von

V , die durch das Verschwinden aller Minoren der Größe n − dim(V) gegeben ist. ∎

Der Beweis hat zusätzlich folgendes gezeigt:

Korollar 4.94. Ist X eine k-Varietät der Dimension d, dann gilt

dimTp(X) ⩾ d

für alle p ∈ X, mit Gleichheit auf der o�enen dichten Menge Xreg. ∎
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Bemerkung 4.95. Im Beweis von Satz 4.93 haben wir auf den irreduziblen Fall reduziert. Tat-
sächlich ist die Menge aller Punkte p ∈ X, die in mehr als einer irreduziblen Komponenten von
X liegen, immer im singulären Ort von X enthalten. Für Hyper�ächen ist das klar: Ist f = f f
mit f und f reduziert und ohne gemeinsame Faktoren, dann gilt alsoV( f )sing = V(

∂ f
∂x , . . . ,

∂ f
∂xn ).

Für p ∈ V( f) ∩ V( f) ist dann
∂ f
x i
(p) = ∂ f

x i
(p) f(p) +

∂ f
x i

(p) f(p) =  nach der Produktregel,

also p ∈ V( f )sing. Für den allgemeinen Fall siehe etwa [Shafarevich], II.2,�m. 6.

Tangentialräume sind zunächst a�n de�niert. Der Tangentialraum an eine projektive Varie-

tät sollte aber auch ein projektiver Unterraum sein: Sei X ⊂ Pn eine projektive Varietät und p ∈ X.
Dann ist p in einer o�enen a�nen Teilmenge Di ≅ An enthalten.Wir de�nieren den projektiven
Tangentialraum Tp(X) an X in P als den projektiven Abschluss des a�nen Tangentialraums

p + Tp(X ∩ Di) ⊂ Di ⊂ Pn .

Diese De�nition hängt nicht von der Wahl von Di ab, ist aber technisch nicht sehr bequem.
Wir betrachten zunächst wieder den Fall einer Hyper�äche X = V+( f ), mit f ∈ k[x, . . . , xn]

homogen und irreduzibel. Betrachte die a�ne o�ene Teilmenge Dmit a�nen Koordinaten yi =
xi/x. Dann ist X ∩ D beschrieben durch f̃ (y, . . . , yn) = f (, y, . . . , yn). Für einen Punkt p =
(w, . . . ,wn) ∈ X ∩ D ist der a�ne Tangentialraum gegeben durch

p + Tp(X) = {(y, . . . , yn)∶
n

∑
i=

∂ f
∂yi

(p) ⋅ (yi −wi) = }.

Der projektive Tangentialraum wird durch die homogenisierte Gleichung beschrieben:

Tp(X) = {[x, x, . . . , xn]∶
n

∑
i=

∂ f
∂xi

(,w, . . . ,wn) ⋅ (xi −wix) = }.

Das können wir weiter vereinfachen, indem wir die Euler-Identität
n

∑
i=

∂ f
∂xi

⋅ xi = d ⋅ f ,

mit d = deg( f ), benutzen. Wegen f (,w, . . . ,wn) =  folgt
n

∑
i=

∂ f
∂xi

(,w, . . . ,wn) ⋅ (−wi ⋅ x) =
∂ f
∂x

(,w, . . . ,wn) ⋅ x.

Daraus folgt

Tp(X) = {[x, . . . , xn] ∈ Pn∶
n

∑
i=

∂ f
∂xi

(p) ⋅ xi = }.

Der Punkt p ist genau dann singulär, wenn die partiellen Ableitungen von f in p verschwinden,
also genau dann, wenn Tp(X) = Pn gilt. Wegen der Euler-Identität impliziert das Verschwinden
aller partieller Ableitungen auch das Verschwinden von f (es sei denn, die Charakteristik von k
teilt d). Der singuläre Ort von V+( f ) wird also genau von den partiellen Ableitungen de�niert.
Ist X ⊂ Pn eine projektive Varietät, nicht notwendig eine Hyper�äche, dann ist Tp(X) der

Durchschnitt aller Tangentialräume in p an alle Hyper�ächen, die X enthalten. Wenn also das
homogene Verschwindungsideal I+(X) von f, . . . , fℓ erzeugt wird, dann gilt

Tp(X) =
ℓ
⋂
i=

Tp(V+( fi)) = {[x, . . . , xn] ∈ Pn∶
n

∑
i=

∂ f j
∂xi

(p) ⋅ xi = , j = , . . . , ℓ} = P(kerJ),
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wobei J die ℓ × n-Matrix mit Einträgen Ji j = (∂ fi/∂x j)(p) ist.
Eine projektive Hyper�äche V+( f ) in Pn ist genau dann glatt, wenn V+( ∂ f

∂x , . . . ,
∂ f
∂xn ) = ∅ gilt

(wennwir der Einfachheit halber char(k) ∤ d annehmen).Wie sieht dieMenge aller homogenen
Polynome mit dieser Eigenscha� aus? Sei dazu Vd = k[x, . . . , xn]d (d ⩾ ) und betrachte

Θd = {(p, [F]) ∈ Pn × PVd ∶ (∇ f )(p) = }.

DieMenge Θd ist abgeschlossen in Pn×PVd , denn (∇ f )(p) =  ist ein System von Polynomglei-
chungen in p und den Koe�zienten von f . Es folgt aus dem Hauptsatz der Eliminationstheorie,
dass die Projektion ∆d = π(Θd) von Θd auf den zweiten Faktor abgeschlossen in PVd ist.
Die Varietät ∆d besteht aus allen f ∈ k[x, . . . , xn]d , für die V+( f )sing ≠ ∅, sowie allen f ,

die einen mehrfachen irreduziblen Faktor haben. Es gilt ∆d ⊊ PVd , denn für jeden Grad d und
jeden Körper k gibt es glatte projektive k-Hyper�ächen. (Falls char(k) ∤ d gilt, so ist zum Bei-
spiel V+(xd +⋯+ xdn)d eine glatte Hyper�äche). Tatsächlich ist ∆d eine Hyper�äche, genannt die
Diskriminante. Sie ist also durch ein einziges Polynom in den Koe�zienten von f de�niert.
Für d =  gilt o�enbar ∆ = ∅. Der Fall d = , quadratische Formen, ist ebenfalls elementar:

Beschreibt man eine quadratische Form f ∈ k[x, . . . , xn]d durch eine symmetrische (n + ) ×
(n + )-Matrix A als f = x tAx (mit x = (x, . . . , xn), char(k) ≠ ), so gilt V+(∇ f ) = ∅ genau

dann, wenn A invertierbar ist (sieheÜbung 4.37). Die Diskriminante ist also ∆ = V+(det), wobei
det die Determinante als Polynom vom Grad n +  in den (n+


) Einträgen von A ist.

Im allgemeinen hat die Diskriminante den Grad (n+ )(d − )n und über die Struktur dieses
Riesen-Polynoms ist nicht allzu viel bekannt.

Übungen

Übung 4.35. (k=K) Es sei p = (a, . . . , an) ∈ An ein Punkt, Mp = ⟨x − a, . . . , xn − an⟩ und f ∈ Mp.
Zeigen Sie: Genau dann gilt Dv( f )(p) =  für alle v ∈ kn, wenn f ∈ Mp gilt.

Übung 4.36. Es sei X eine quasiprojektive Varietät. Zeigen Sie, dass die Menge der Punkte von X, die nur
in einer einzigen irreduziblen Komponenten von X enthalten sind, o�en und dicht in X ist.

Übung 4.37. Es gelte char(k) ≠ . Sei A eine symmetrische (n + ) × (n + )-Matrix mit Einträgen
in k und f = x tAx ∈ k[x, . . . , xn] die zugehörige quadratische Form. Zeigen Sie: Genau dann gilt
V+( ∂ f

∂x , . . . ,
∂ f
∂xn ) = ∅, wenn A invertierbar ist.

Übung 4.38. Zeigen Sie: Wenn eine projektive Hyper�äche vom Grad  zwei singuläre Punkte enthält,
dann auch die Verbindungsgerade dieser beiden Punkte.

Übung 4.39. Bestimmen Sie für α ∈ k die singulären Punkte der Kurve V+( f ) ⊂ P gegeben durch

f = x + x + x + α(x + x + x).

Übung 4.40. Bestimmen Sie die singulären Punkte der Steiner-Fläche

V+(x x + xx + xx − xxxx) ⊂ P.

Plotten Sie das reelle Bild dieser Fläche (mit x = ).
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