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Definition 11.1 (Vektoren im Zahlenraum)

Ein VEKTOR (im Zahlenraum) mit n Komponenten ist ein n-Tupel reeller
Zahlen, also ein Element aus R™. Wir schreiben die Komponenten eines
Vektors in eine Spalte:

(I (Manchmal benutzt man die platzsparende

o V2 Schreibweise T = (vi,va,...,v,), wobei das

| T andeutet, dass man eigentlich einen Spalten-
Up, vektor meint).

Definition 11.2 (Rechnen mit Vektoren)

U1 w1
Firv= | 1|, W= : | unda € R definieren wir
Up Wy,
U1 + w1y avq
U4 W= : und «-U=
Up + Wy QU

y
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Wir beschrinken uns in den kommenden Betrachtungen auf n = 2 oder

n = 3, obwohl alles auch im Hoherdimensionalen richtig bleibt.
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Satz 11.3 ( Rechenregeln fiir Vektoren)

Es seien i, 7 und W Vektoren und o, 8 € R. Dann gilt:

L v+d =d+7.

2. 4+ (U4 W) = (4 + ) + .

3. Es gibt einen NULLVEKTOR 0 mit 7+ 0 =047 = 7.

4. Zu jedem Vektor ¥ gibt es einen Vektor —7 mit ¥+ (—%) = 0.

5. a-(B-0) =(af) ¥

6. 1-7=17.

7 (a+B) T=a-U+F-7.

8 a - (+wW)=a-+a- -0 )
Bemerkung zu 3. ... nimlich 0 := (0,0,...,0)T.
Bemerkung zu 4. ... nimlich —7 := (=1) -7 = (—vy,...,—v,)T.
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Definition 11.4 (Linearkombination)

Es seien vy, ...,U, € R™ Vektoren und a1, . ..o, € R reelle Zahlen. Eine

Summe der Form
a0 + gty + ...+ o Uy
heiBt LINEARKOMBINATION und die Zahlen o; € R heiBlen

KOEFFIZIENTEN der Linearkombination.

6
Beispiel: Der Vektor <4> ist eine Linearkombination der Vektoren
2

1 0 0
U] = <O> , Uy = (1) ,U3 = (0) mit Koeffizienten a; = 6, a0 = 4, g = 2
0 0 1

sowie eine Linearkombination der Vektoren

1 0 1
U = (1) , Uy = (1) , U3 = (0) mit Koeffizienten oy = 4, g = 0, g = 2.
0 1 1
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Definition 11.5 (Linear abhingig)

Die Vektoren vy,...,vU, € R"™ heiBen LINEAR ABHANGIG, wenn es Zahlen
ai,...,an € R gibt, die nicht alle Null sind, so dass

a1U1 + agts + ...+ ant, = 0.

Sie heiBen LINEAR UNABHANGIG, wenn sie nicht linear abhangig sind.

Bemerkung 11.6

Die Vektoren vy, ... 4, € R"™ sind genau dann linear unabhangig, wenn die
Gleichung (als Gleichung fiir die Zahlen o, . .., o)

a1U1 + ot + ...+ apt, =0

nur die Lésung oy = ... = o, = 0 hat.
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Beispiele:

1 2
Die Vektoren u = | 2| ,#= |6 ] ,w = | 1| sind linear abhingig,
3 8

denn es gilt

2 1
- 4R a+ 28 =0 L
av+ =0 < %+ B =0 S a=p5=0.

Tatsachlich erhilt man aus a4 28 = 0, dass & = —2 und aus der
zweiten Gleichung 2o + 8 = 0 demnach

2(-28)+B=0« -38=0< p=0.

Damit folgt auch a = —-28 =0, also a = 5 = 0.
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Weitere wichtige Begriffe und Bemerkungen:

Das ERZEUGNIS (oder SPANN) der Vektoren ¥y, ..., 0, € R™ ist die
Menge aller Linearkombinationen dieser Vektoren.

Lasst sich ein Vektor eindeutig(!) als Linearkombination der Vektoren
1, ..., U, darstellen, dann nennt man {171, e ,Un} eine BASIS von
R™.

n Vektoren des R™ sind genau dann linear unabhangig, wenn sie eine
Basis bilden.

Die STANDARDBASIS des R" besteht aus den KANONISCHEN

EINHEITSVEKTOREN
1 0 0
0 1 0
0 0 0
é‘]. - 762 - . ) 7gn -
0 0 0
0 0 1
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