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Definition 12.1 (Skalarprodukt, Norm und Winkel)

1. Das Skalarprodukt zweier Vektoren v⃗, w⃗ ∈ Rn ist definiert durch

v⃗ · w⃗ := v1w1 + v2w2 + . . .+ vnwn.

2. Die Norm (oder der Betrag) eines Vektors ist definiert durch

∥v⃗∥ :=
√
v⃗ · v⃗ =

√
v21 + v22 + . . .+ v2n.

3. Der Winkel ψ ∈ [0, π] zwischen zwei Vektoren v⃗, w⃗ ∈ Rn, wobei
beide nicht der Nullvektor sind, ist definiert durch

cosψ =
v⃗ · w⃗

∥v⃗∥∥w⃗∥
.
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Das Winkel wird über das Skalarprodukt so definiert, dass er mit dem
ebenen Winkel im R2 übereinstimmt. Hilfsmittel ist der Kosinussatz:

α

ac

b

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα.

Beispiel: Für v⃗ =

(
4
−3

)
und w⃗ =

(
0
1

)
gilt:

v⃗ · w⃗
∥v⃗∥∥w⃗∥

=

(
4
−3

)
·
(
0
1

)
√
16 + 9 ·

√
1
=

−3

5
⇒ ψ = arccos

(
−3

5

)
≈ 2.2143.
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Satz 12.2 (Eigenschaften des Skalarproduktes und der Norm)

Es seien v⃗, w⃗ ∈ Rn Vektoren und α, β ∈ R. Dann gilt:

1. v⃗ · w⃗ = w⃗ · v⃗.
2. v⃗ ·

(
αw⃗ + βu⃗

)
= α(v⃗ · w⃗) + β(v⃗ · u⃗

)
.

3. v⃗ · w⃗ = 0 genau dann, wenn v⃗ und w⃗ senkrecht aufeinander stehen.

4. Der Vektor

(
−b
a

)
steht senkrecht auf dem Vektor

(
a
b

)
.

5. ∥v⃗∥ ≥ 0 und es gilt: ∥v⃗∥ = 0 genau dann, wenn v⃗ = 0⃗.

6. ∥αv⃗∥ = |α|∥v⃗∥.
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Satz 12.3 (Dreiecksungleichung)

Für Vektoren v⃗, w⃗ ∈ Rn gilt:

1. Dreiecksungleichung:

∥v⃗ + w⃗∥ ≤ ∥v⃗∥+ ∥w⃗∥.

2. Umgekehrte Dreiecksungleichung:∣∣∥v⃗∥ − ∥w⃗∥
∣∣ ≤ ∥v⃗ − w⃗∥.

Satz 12.4 (Parallelogrammgleichung)

Für Vektoren v⃗, w⃗ ∈ Rn gilt:

∥v⃗ + w⃗∥2 + ∥v⃗ − w⃗∥2 = 2∥v⃗∥2 + 2∥w⃗∥2.
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Definition 12.5 (Kreuzprodukt)

Es seien v⃗ =

v1v2
v3

 , w⃗ =

w1

w2

w3

 ∈ R3. Dann ist das Kreuzprodukt

(oder Vektorprodukt) v⃗ × w⃗ definiert durch

v⃗ × w⃗ :=

v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1

 .

v⃗

w⃗

v⃗ × w⃗

Daumen

Zeigefinger

Mittelfinger Rechte-Hand-
Regel
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Satz 12.6 (Eigenschaften des Kreuzproduktes)

Seien v⃗, w⃗ ∈ R3 Vektoren und α, β ∈ R. Dann gilt:

1. v⃗ × w⃗ = −w⃗ × v⃗.

2. v⃗ ×
(
αw⃗ + βu⃗

)
= α(v⃗ × w⃗) + β(v⃗ × u⃗

)
.

3. Ist ψ der Winkel zwischen v⃗ und w⃗ so ist ∥v⃗ × w⃗∥ = ∥v⃗∥∥w⃗∥ sinψ.
4. v⃗ × w⃗ = 0⃗ genau dann, wenn v⃗ und w⃗ linear abhängig sind.

5. (v⃗ × w⃗) · v⃗ = (v⃗ × w⃗) · w⃗ = 0. Der Vektor v⃗ × w⃗ steht also sowohl auf
v⃗ als auch auf w⃗ senkrecht.

6. ∥v⃗ × w⃗∥ entspricht dem Flächeninhalt des von v⃗ und w⃗
aufgespannten Parallelogramms.
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