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3. Zahlen

Zahlenbereiche, denen wir schon begegnet sind, sind
NczZcQQcCR.

Schreibweise von Zahlen als DEZIMALENTWICKLUNGEN bzw.
DEZIMALBRUCHE:

Rationale Zahlen (Briiche):

1 =0.1 H_ 2.2 2_ 8 =0.08
0 7 5 77 925 100
1 1 .
2 =-0.142 — =0.09.
- 0.142857, m 0.09

Vorsicht: 0.9 = 1.

Auf dem Zahlenstrahl ist " kein Platz" fiir eine Zahl zwischen 0.9 und 1,
das sind zwei Darstellungen fiir dieselbe Zahl.

Ebenso: 12.009 = 12.01, —1.49 = —1.5,...
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Definition 3.1 (Rationale und irrationale Zahlen)
Die Menge R der REELLEN ZAHLEN ist die Menge der
Dezimalbriiche (ohne 9).

Die Menge () der RATIONALEN ZAHLEN ist die Menge der
abbrechenden oder periodischen Dezimalbriiche.

Die Elemente der Menge R \ Q, also die nicht-abbrechenden und
nicht-periodischen Dezimalbriiche, heifen IRRATIONALE ZAHLEN.

Beispiele irrationaler Zahlen:

Die Lange der Diagonale eines Quadrates der Seitenldange 1 ist
irrational. Diese Lange ist v/2 = 1,414213562. ..

Der Umfang eines Kreises mit Durchmesser 1 ist irrational. Diese
Lange ist m = 3,141592654 . ..

Die EULERSCHE ZAHL e = 2,718281828. .. ist irrational.
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Definition 3.2 (Rechenoperationen)

Sind z,y € R, so sind die Rechenoperationen x + y, x — y, xy und fiir
y # 0 auch % erklart.

Abkiirzende Schreibweise: —z :=0—z = (—1) -z

Satz 3.3 (Rechenregeln fiir Zahlen z,y, 2 € R)
1. KOMMUTATIVGESETZE:  +y = y + & und xy = yx.
2. ASSOZIATIVGESETZE: = + (y + 2) = (z + y) + z und z(yz) = (zy)z
3. DISTRIBUTIVGESETZ: z(y + 2) = zy + x2
Als direkte Konsequenz erhalten wir die drei BINOMISCHEN FORMELN:
4. (a+0b)%* = a®+ 2ab+ b2,
(a —b)? = a® — 2ab + 1,
(a+0b)(a—b) =a?®— b2
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Definition 3.4 (Kurzschreibweisen fiir Summen und Produkte)

Sind m,n € Ng mit m <n und @, Gm+1,---,0, € R so schreiben wir

Zak ‘= am + @my1 + ...+ an und

H ag ‘= Qm, * Am+41 * - - - A

k=m
Dabei kann der LAUFINDEX eine beliebige (noch nicht anderweitig
verwendete) Variable sein, etwa

n n
Y=
k=m j=m

Vereinbarungen fiir m > n ("leere Summe" bzw. "leeres Produkt”):

n n
Zak::() und Hakzzl
k=m k=m
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Rechenregeln und Beispiele:

(]
N
S
+
g
=
I
¢
S
_l_
=

k=m k=m k=m
n n n
o TLoe T = [T o)
k=m k=m
n+t
o INDEXVERSCHIEBUNG: Zak = Z Afo—t-
k=m k=m-+t
n(n+1
o ARITHMETISCHE SUMMENFORMEL: Zk = (2)

k=1
@ GEOMETRISCHE SUMMENFORMEL:

n

kzl_qn+l

T fiir jede reelle Zahl ¢ # 1.

k=0
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Definition 3.5 (Potenzen)

n
1. Fira € R und n € Nq setzen wir a’* := H a.
k=1

1
2. Fiira € R\ {0} und n € Nq setzen wir ™" := —.

n

a
a € R heiBt die BASIS und n € 7Z der EXPONENT der POTENZ a™.

Insbesondere: a® = 1 und 09 = 1, aber 0™ = 0 fiir alle n > 0.

Satz 3.6 (Potenzregeln)

Fiira,b € R und n,m € Z gilt:
1 ama" =a"tm
2. a"b" = (ab)™,
3. (am)n — CLmn,

falls die Ausdriicke definiert sind.

V.
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Definition 3.7 (Quadratwurzel)

Sind a,b € R und b = a so definieren wir

b falls b > 0,

Vai= {—b falls b < 0.

Die Zahl \/a heiBt QQUADRATWURZEL VON a und ist nicht-negativ.

Satz 3.8 (Existenz der Quadratwurzel)

Die Gleichung x> = a besitzt ...
o ... fiir a < 0 keine reelle Lésung,
o ... fiir a = 0 die eindeutige (reelle) Lésung x = 0 und

o ... fiir a > 0 die zwei (reellen) Lésungen x1 = \/a und xo = —+/a.
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Satz 3.8 lasst sich noch verallgemeinern:

Satz 3.9 (Hohere Wurzeln)
Ist n eine natiirliche ungerade Zahl, dann hat die Gleichung x™ = a
genau eine reelle Lésung. Diese bezeichnen wir mit © = {/a.
Ist n eine natiirliche gerade Zahl mit n # 0, dann hat die Gleichung
" =a ..
... fiir a < 0 keine reelle Lésung,
... fiir a = 0 die eindeutige (reelle) Lésung © = 0 und
.. fiir a > 0 die zwei reellen Lésungen, wovon eine positiv und eine
negativ ist. Die positive Lésung bezeichnen wir mit {/a.
Die negative ist dann durch — /a gegeben. )

Beispiele:

V8l =9, /—27=-3,
=21 =V2TVae=—V2T & 2=3V3Vvze=-3/3
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Definition 3.10
Sein € N,m € Z und a > 0. Wir definieren

1

1 n m 1\m
ar == {/a und an :=(an) .

Somit haben wir das Potenzieren von ganzen auf rationale Exponenten
erweitert.

Man kann zeigen, dass die Rechenregeln aus Satz 3.6 weiterhin giiltig
bleiben.

Bemerkung 3.11

Mittels Potenzen mit rationalen Exponenten kénnen auch Potenzen a® mit
reellen Exponenten x € R definiert werden, indem die reelle Zahl x durch
rationale Zahlen immer feiner "eingeschachtelt” wird. In Kapitel 10 werden
wir beliebige Potenzen etwas anders, ndmlich mittels der Exponential- und
Logarithmusfunktion einfiihren.
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Satz 3.12 (p—qg-Formel)

Es sei D := p? — 4q.

Dann besitzt die quadratische Gleichung x> + px +q =0 ...
o ... die eindeutige (reelle) Lésung x = —g, falls D =0,

p++vD p— VD

day=— :
B una xo 5

o ... die zwei (reellen) Lésungen x; = —
falls D > 0,
o ... keine reelle Lésung, falls D < 0.

Die Zahl D heiBt DISKRIMINANTE der quadratischen Gleichung.

Empfehlung: Statt der p—g-Formel kann auch die Methode der
QUADRATISCHEN ERGANZUNG zur Lésung quadratischer Gleichungen
genutzt werden.
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Definition 3.13 (Fakultdt und Binomialkoeffizient)
1. Fiir zwei Zahlen n € Ny ist die FAKULTAT definiert als

n

Insbesondere gilt 0! = 1 und (n + 1)l =n!- (n+1).
2. Fiir zwei Zahlen k,n € Ng mit k < n ist der BINOMIALKOEFFIZIENT
definiert als

(n) _ k!(nni . n(n — 1)--].€!(n—k+1)

. —
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Satz 3.14 (Eigenschaften der Binomialkoeffizienten)

2 (6)= ()= e (1) = ()

n n n+1
= Additionsth .
° (k) + (k+ 1) (k+ 1) (Additionstheorem)
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Wegen des Additiontheorems lassen sich die Binomialkoeffizienten im
PASCALSCHEN DREIECK anordnen:

() n

1 0

1 1 1
121 2
13 3 1 |3
14 6 4 1|4

Satz 3.15 (Binomischer Lehrsatz)
Fiir x,y € R und n € Ny gilt
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3. Typische Anfangerfehler

Missachtung der binomischen Formeln bzw. des binomischen
Lehrsatzes:
(a+b)" #a"+b".

Falsche Wurzelrechnung:
V2+V3#£V5 und V2+ V2 #£ V2.
Falsche Potenzrechnung:
42.32 4 (4-3)* und  (2%)" £ 27,
Bei quadratischen Gleichungen wird nur die positive Lésung genannt:
??=9er=3Vae=-3
Die Aquivalenz 22 = 9 < x = 3 ist falsch.
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Kapitel 4 — Ordnung und Betrag
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