Kapitel 4 — Ordnung und Betrag
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Definition 4.1 (Ordnung)
Jede reelle Zahl x hat genau eine der folgenden drei Eigenschaften:
o x ist negativ: x < 0,
o x ist gleich Null: x = 0,
o x ist positiv: x > 0.
Wir definieren...
o .x>ydurchx —y >0,
o .x>ydurchz—y>0oderx—y=0
Analog werden x < y und x < y definiert.

Damit gilt fiir alle x,y € R genau eine der drei Relationen:

x <y oder x =y oder x > y.

Die Zeichen <,>,<,> und = heiBen ORDNUNGSZEICHEN.
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Mit Hilfe der Ordnungszeichen definieren wir spezielle Teilmengen von IR.
Seien dazu a,b € R mit a < b.

Definition 4.2 (Intervalle)
Beschrinkte Intervalle:
© ABGESCHLOSSENES INTERVALL: [a,b] := {x € R|a <z < b}
o OFFENES INTERVALL: (a,b) :={z € R|a <z < b}
o HALBOFFENES INTERVALL: [a,b) :={x € R|a <z < b}
o HALBOFFENES INTERVALL: (a,b] := {x € R|a <z < b}
Unbeschrinkte Intervalle:
0 [a,0) :={ze€R|a<z}und]—o00,b:={zecR|z <b}
o (a,00) :={zeR|a<z} und (—o0,b) :={xr € R|z < b}

o (—oo0,00) =R

Notation: Manchmal werden offene Grenzen auch mit eckigen Klammern
notiert, d.h. |a, b statt (a,b), [a, b] statt [a,b) usw.
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Satz 4.3 (Rechenregeln)

Es seien z,y,z € R. Dann gilt
1. Istz <y undy <z dann gilt x < z.
2. Istx <y dannistx +z <y+ z.
3. Ist z>0und x <y, soist xz < yz.

Folgerung 4.4

Es gilt x = y genau dann, wenn x < y und y < x.
Ist x >0 undy >0, so ist auch xy > 0.

Ist z < 0 undx <y, soistxz > yz.
Ist0<w<y,sogilt%>i>0.

e © o o

Ist 0 <z <y, so gilt 2% < y>.
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Satz 4.5 (Vorzeichen von Produkten)

Es seien z1,...,x, € R. Dann gilt:
n

H x; = 0 ist dquivalent dazu, dass
i=1
es mindestens ein j € {1,...,n} gibt mit x; = 0.

n
H:cl- > 0 ist dquivalent dazu, dass
i=1
gar keine oder nur eine gerade Anzahl der Faktoren x; negativ ist.

Beispiel:
Gesucht sind alle z € R, die (z — 3)(z — 5) > 0 erfiillen.

Fallunterscheidung (z = 3 und = = 5 ausgeschlossen):
x <3, x € (3,5), x>5
—— —_———— S~
beide Faktoren <0  ein Faktor <0  beide Faktoren >0

Losung: {z € R|(z —3)(x —5) > 0} = (—00,3) U (5, 0).
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Definition 4.6 (Betrag)

Der BETRAG |z| einer reellen Zahl z € R ist definiert als der Abstand von
x zu 0:

2] T falls x > 0
x| =
—x fallsx <0

Fiir z,y € R ist |x — y| der Abstand von x und y.

Der Betrag "l6scht” das Vorzeichen von .
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Satz 4.7 (Eigenschaften des Betrags)
1. |z| = 0 ist dquivalent zu z = 0.
Nzl =] — =l
. —|x| <2 < |x| mit Gleichheit an genau einer Stelle, wenn x # 0.
eyl = Jzflyl-
Nz oyl <zl + Tyl
Nl =yl < e =yl

Va2 = |z|.
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Satz 4.8 (Quadratische Ungleichungen)
Es gilt

2 p\2 _ D
z +px+q<0©<w+§) <Z,

wobei D = p? — 4q die Diskriminante ist.
e Falls D <0 ,s0 hat x> + px + q < 0 keine LSsung.
o Fiir D > 0 gilt

—-p—vVD — D
22 +pr+q<0 @xG( P 2\F, p—;f)
Fiir die umgekehrte Ungleichung x> + px + q > 0 gilt
o Falls D <0, soist {x € R|x?+px+q>0}=R.
o Fiir D > 0 gilt:

—-p—vD — D
P 4+pr4+qg>0exc (—oo,pz\/>> U(W,oo).
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4. Typische Anfangerfehler

Wourzelziehen und Quadrieren wird gegenseitig aufgehoben:

\/mié —4, sondern \/(—74)2: | — 4] =4.

Bei Multiplikation von Ungleichungen mit negativen Zahlen wird das
Ordnungszeichen nicht umgedreht:

-2z < -8 & x <4
Ungleichungen werden quadriert:
—4< -2 & (—4)? < (-2)2
Falsche Betragsrechnung:

|4—6] # [4] —1|6] und |z + 6| # ||+ |6] (betrachte z.B. z = —2).
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