Kapitel 6 — Trigonometrie
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Schenkel

Winkelbereich

Scheitel S <

1 cot

tan o

Winkel werden in GRAD
oder im BOGENMASS
(auch RAD) angegeben:
360°=27.

Durch diese Betrach-
tungen am Einheitskreis
werden vier Funktionen
definiert.
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Definition 6.1 (Winkelfunktionen)

Name D w
Sinus sin R 1,1
Cosinus cos R [—1,1]
Tangens | tan | R\ {#fr |k € Z} R
Kotangens | cot | R\ {kw|k € Z} R

Die Graphen der Sinus- und Cosinusfunktionen
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Die Graphen der Tangens- und Kotangensfunktionen:

Y
Yy =tanz
Yy =cotx
lA
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Bemerkung 6.2 (Interpretation am rechtwinkligen Dreieck)

C
. Mit diesen Bezeichnungen gilt dann
a ) a c a
sinae= -, cosa=- wund tana= —
A A b b C
A ¢ B
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Spezielle Werte der Winkelfunktionen:

zin Grad || 0 | 30° | 45° | 60° | 90°
rinRad || 0| & z . 5
sinx 0 % %\/ﬁ %\/3 1
CosS T 1 %\/g %\@ % 0
tan x 0 %\/?: 1 V3 | -
cotx — \/§ 1 %\/3 0
Eselsbriicke fiir die Sinus-Werte:
zin Grad || 0 | 30° | 45° | 60° | 90°
e | [VI[VE VB[V
2 2 2 2 2
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Definition 6.3 (Periodische Funktionen)

Es sei T > 0. Eine Funktion f : R — R heiBt T-PERIODISCH, wenn
flx+T) = f(z) fiir alle x € R.

Beispiele:

sin und cos sind 27-periodisch, tan und cot sind w-periodisch.

Definition 6.4 (Symmetrie von Funktionen)

Es sei I C R ein um O symmetrisches Intervall. Eine Funktion f : I — R
heiBt ...

1. ... GERADE, wenn f(—x) = f(x) fiir alle x € I.

2. ... UNGERADE, wenn f(—x) = —f(x) fiir alle z € I.
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Satz 6.5 (Eigenschaften der Winkelfunktionen)

sin sowie cos sind 2m- und tan sowie cot sind w-periodisch.

sin(x 4+ m) = —sinz und cos(x + m) = — cos .
sin(x + %) = cosx und cos(z + %) = —sinz.
2 2
sinx
tanx = und cotx = .
Ccos T tanz
cos ist eine gerade Funktion und sin, tan und cot sind ungerade

Funktionen.

Fiir alle x € R gilt |sinx| < 1 und |cosz| < 1.

sin(z) = 0 genau dann, wenn x = km mit k € 7.

cos(x) = 0 genau dann, wenn © = L;_lﬂ' mitk € 7.

sinz 4+ cos’z =1 (TRIGONOMETRISCHE PYTHAGORAS).
) 1 1

cos’r = ——— undsin’zr = —— .
1+ tan?x 1 + cot?x

2024 70/153



Bemerkung 6.6 (Einschrankungen der Winkelfunktionen)

Die folgenden Einschrinkungen der Winkelfunktionen benutzt man zur
Definition von Umkehrfunktionen:

sin ‘ [-5.2] : [=3,%] = [-1,1] ist streng monoton wachsend.
cos }[O,ﬂ : [0, 7] — [—1,1] ist streng monoton fallend.
tan ‘(—%%) : (=3,%) — R ist streng monoton wachsend.

cot|(0’ﬂ) : (0,m) — R ist streng monoton fallend.

Man kann zeigen, dass diese Einschrankungen jeweils Umkehrfunktionen

besitzen.
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Definition 6.7 (Arcusfunktionen)

Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen werden Arcusfunktionen
genannt und sind

1. arcsin : [—1,1]

2. arccos : [—1,1]

3. arctan : R—)] 5
4. arccot : R — 0, 7|
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Die Graphen der Arcusfunktionen sehen wie folgt aus:

Y
Y
Y = arccos
y = arcsin Yy = arccot x
3 s
r 2
L
T
T y = arctanx 1 x
_z |
2 _T
2
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Beim Rechnen mit Winkelfunktionen sind folgende ADDITIONSTHEOREME
sehr niitzlich:

Satz 6.8 (Additionstheoreme)
1. sin(z £ y) =sinzcosy £sinycosx
2. cos(xr £ y)=coszcosy Fsinxsiny
tanx + tany

3.t +ty)y=——
an(z + y) 1 Ftanztany

Daraus erhilt man:

Folgerung 6.9 (Doppelte Winkel)

1. sin(2z) = 2sinx cosx

2. cos(2r) = cos?x —sin®z
2tanz
3. tan(22) = ———
an(2) 1 —tan?z

4. cos?z = (14 cos(2z)) und sin?z = (1 — cos(2z))

o
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Eine kleine Beweisskizze fiir die Additionstheoreme:

COSX COSY

—— sinxcosy —CcosTsiny—

T

cosy

X

siny

xr+y

—————sin(z +y)

sin x siny

cos(z +y)
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