Kapitel 10 — Logarithmus- und
Exponentialfunktion
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Jede stetige Funktion hat eine Stammfunktion. Die Funktion f(x) = %
tauchte allerdings in unseren Beispielen zur Differentiation nie als
Ableitung auf.

Definition 10.1 (Logarithmusfunktion)

Die LOGARITHMUSFUNKTION (bzw. der NATURLICHE LOGARITHMUS)
ist definiert als

1
In: (0,00) - R, lnx::/ Zdt'
1

Satz 10.2 (Ableitung der Logarithmusfunktion)
Fiir die Ableitung der Logarithmusfunktion gilt

In'(x) = !

T .
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Satz 10.3 (Eigenschaften des Logarithmus)
Fiir alle x,y > 0 gilt:
1. In1=0.

1
2. In—=—-Inx.
T

- In(z-y) =lnz+1Iny.

3

4. In(a") =rlnz (fir alle r € Ny, spater auch fiir alle r € R).

5. In ist streng monoton steigend und besitzt eine Umkehrfunktion.
6

Iim Inz =00 und lim Inx = —o0.
T—00 r—0+
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Definition 10.4 (Exponentialfunktion)

Die EXPONENTIALFUNKTION exp : R — (0, 00) ist als die

Umbkehrfunktion des Logarithmus In : (0,00) — R definiert.
Die Zahl e := exp(1) ~ 2,718281828 ... heift EULERSCHE ZAHL.

Satz 10.5 (Eigenschaften der Exponentialfunktion)

1. exp ist streng monoton wachsend.

2. exp(Inz) = In(expz) = x.

3. exp(0) =1 und exp(x) > 0 fiir alle z € R.
4. lim exp(x) = oo und mli}r_noo exp(z) =0

" 2500

o1

xp(z) - exp(y) = exp(z +y).

o

7. exp'(z) = exp(x).

exp( x) = (exp(x))" (fiir alle r € Ny, spater auch fiir alle r € R).
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Bemerkung 10.6
Satz 10.5, Punkt 6. besagt im Spezialfall xt =1 und r € Ny bzw. r € R:

r

exp(r) =exp(1)" =e".

Definition 10.7 (allgemeine Potenz)

Fiir a,b € R mit a > 0 definieren wir die allgemeine Potenz a® durch

ab ;= exp(blna).

a heiBt BASIS, b ist der EXPONENT.

A. Lamacz-Keymling 2024 112 /153



10. Rechenregeln fiir Potenzen

Fiir a,b,c,d € R mit a,c > 0 gilt:
b
NEGATIVE EXPONENTEN: a® = (1)” = 4.
1

WURZELN: /a=an» (n € N).
POTENZGESETZE:

P =(a-), ab-ad=a"d  (a¥)d =¥
ABLEITUNG NACH Basis: Fir x > 0 gilt

(mb)’ = bz L.

ABLEITUNG NACH EXPONENT: (a¢*)' = a”Ina
Nach der Kettenregel gilt ndmlich

(a”) = (exp(z1lna)) = exp(zIna) - Ina = a” Ina.
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Logarithmus, Exponentialfunktion und allgemeine Potenzen erweitern
unsere Integrationsregeln:

Satz 10.8

1. /exp(m) dx = exp(z) + c.
1

: /—dwzln\x! +c.
T

I'(x) =1Inl|f(x c
./f(x)dx_l 1f(2)] + c.

1
4 [ 2" de = —— g7 +! i —11).
/x dx it +c (firaller e R\ {-1})

5. /rxdmz i—i—c (fiir alle r € (0,00) \ {1}).

Inr

N

w
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