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2.1 - Summen und Produkte

Abkiirzende Schreibweisen fiir Summe und Produkt:

5 5
Beispiele: > k=1+2+3+4+5, [[k=1-2-3-45
k=1 k=1
Warum machen wir das?

Die 5 Zahlen kénnten wir ohne Probleme auch ohne abklrzende Schreibweise
addieren oder multiplizieren. Aber wie sieht’s z.b. bei 100 Zahlen oder gar 1000
Zahlen (oder sogar unendlich vielen !) aus?

Mit der abklirzenden Schreibweise kein Problem:

100

Zk:1+2+3+4+5+... +98 499 + 100, Hk:3~4-5~ ...-54.55.56
k=1

Spéter in H6Ma betrachten wir sogar sogenannte Reihen mit unendlich vielen
Summanden, z.B.:

k=1

+ ...

»\
—k\
r\)\
cm—~



2.1 - Summen und Produkte hJ
Definition (2.1)

Allgemein schreibt man das fiir Zahlen ay, . .., a, dann so:
n n
da=arta+t...+ar1+an| bzw. |[[a=a-a-... a1 a
k=1 k=1

k nennt man dabei den sogenannten Laufindex der Summe bzw. des Produkts.
1 wére in diesem Fall dann der Startwert und n der Endwert.
Beispiele:
7
S =22 +3 1445 +6°+7°=4+9+16+25+36+49 = 139
j=2
Hier ist nun der Laufindex j mit Startwert 2 und Endwert 7.
5
Z(ZI—Z) =3.2-2+4-2-2+4+5-2-2=6-2+8-2+10-2=4+6+8=18
i=3

Hier ist nun der Laufindex / mit Startwert 3 und Endwert 5. | | |!
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2.1 - Summen und Produkte

Spater in Hohere Mathematik | nutzen wir Index-Transformationen.
Ein einfaches Beispiel dazu macht klar, was das soll:

5 6
d k=1+2+3+4+5=> (j—1)
k=1 j=2
Wir prifen mal nach, ob hier wirklich dasselbe herauskommt:
6
dG-1)=1+2+3+4+5
j=2
Tatséachlich... Ergebnis ist gleich.

In der zweiten Summe hat man statt dem k dann j — 1 gesetzt, also k = j — 1.
Daraus ergibt sich dann, umgestellt nach j:

j=k+1

Hier andern sich also auch Start- und Endwert entsprechend (werden um 1 erhéht).

Merke: | Man kann also Summen auf verschiedene Arten schreiben ! \




2.1 - Summen und Produkte
Aufgabe: Finden Sie jeweils zwei verschiedene Summenschreibweisen fir die
folgenden Ausdriicke:

2+4+6+8+10, 1+4+9+16, 1+9+25+49, 2-3+4-5+6

Antworten: i i
2+4+6+8+10=> 2k"L" S 2(j+1)
k=1 j=0
Hinweis: Zur Berechnung der Grenzen ganz rechts in der Summe haben wir k = j + 1
umgestellt nach j, also dann: j = k — 1.

4 . 3
1+4+9+16=> KL S (j+1)
k=1 j=0
3 Ciiiy 4
1+9+25+49=> (2k+172 "L Y (2j—1)

k=0 j=1
6

2-3+4-5+6=> (1)KL S (1Y +1)
k=2 j=1



2.1 - Summen und Produkte

Wie gerade gesehen, muss der Laufindex k natiirlich nicht immer bei 1 anfangen,
sondern kann beliebig aus N, sogar aus Z sein, also z.B.

,
D k—-2)=(-2-2)+(-1-2)+(0-2)+(1-2)= -4-3-2-1= —10

k=—2 7
Hk2:32~42~52-62~72
k=3

Allgemein schreibt man das dann wieder fiir m, n € Z und m < n so:

n n
Zakzam+am+1+...+a,,,1+an, Hak:am~am+1-...~a,,41~an

k=m k=m



2.1 - Summen und Produkte hJ

Bemerkung (2.2)

Sollte beim Summenzeichen oder Produktzeichen die obere Zahl kleiner sein als die
untere, so summiert (bzw. multipliziert) man ja quasi gar nicht los. Es gelten dann
folgende Vereinbarungen (hier nur der Einfachheit halber am Beispiel angegeben):

2 1
Z ax =0, H akx =1
k=5 k=3

Also bei einer Summe kommt dann immer 0 heraus, bei einem Produkt immer 1.

Dies liegt daran, dass bei einer Summe +-0 (also das Addieren der Null) die Summe
unverandert l&sst und bei einem Produkt -1 (also das Malnehmen mit 1) das Produkt
unverandert Iasst.
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2.1 - Summen und Produkte

Rechenregeln und Beispiele:
1. Faktoren vor der Summe in die Summe hineinziehen:

4 4
4.3 k=4-(1+2+3+4)=4-144.244.3+4.4=> 4.k,
k=1 k=1

4 4
also 4~Zk: 4.k
k=1 k=1
n n

Aligemein: a-> a=>Y (a-a)




2.1 - Summen und Produkte

2. Falls Laufindex sowie Start- und Endwert der beiden Summen gleich sind:
Zwei Summen addieren:

4 4
D k+> 2k=(1+2+3+4)+(2-1+2:2+2-3+2-4)=
k=1 k=1

4
=1+2:142+2:2+484+2:3+442-4=) (k+2k) = Zsk
k=1

4 4
also |Y k+) 2k=) 3k
k=1 k=1

Aligemein: ak+ > be= ) (a+bx)

Gleiches gilt natirlich auch fir Produkte.



2.2 - Quantoren

In der Mathematik gibt es - neben den gerade erwdhnten Summen- und
Produktzeichen - weitere sinnvolle Abklrzungen bzw. Zeichen, die oft genutzt werden,
um weniger Text schreiben zu miissen. Man muss sich ein bischen daran gewéhnen...
Sehen wir uns also mal ein paar solcher sogenannter Quantoren an:



2.2 - Quantoren

Definition (2.3)

Folgende Quantoren tauchen bei uns auf:
1. Und: A A B bedeutet: Aund B.
2. Oder: AV B bedeutet: A oder B.

3. Fiir alle: V x € A bedeutet: Fir alle x € A.
4. Es existiert: 3 x € A bedeutet: Es existiert ein x € A.

Beispiele: Was bedeuten die folgenden Aussagen und sind sie wahr?
1.VxeRgit:x>1V x<1

Ausformuliert: Fir alle x € R gilt: x > 1 oder x < 1.

Das stimmt NICHT ! Denn fir x = 1 gilt keines der beiden.
2.3xc@Qmitx>0A VXEN

Ausformuliert: Es existiert ein x € @ mit: x > 0 und v/x € N.

Das stimmt | Nehme zB. x =4 >0und4 =% e Qund V4 =2€ N

n
: n-(n+1)
3.V n e N gilt: k=——--—*
g kX:; 5
Ausformuliert: Fiir alle n € N gilt die folgende Summenformel (zeigen wir spater mit
der Beweismethode Vollstandige Induktion im H6Ma |... stimmt also !) | I |!
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2.2 - Quantoren 'tU

Vielen Dank fur Eure Aufmerksamkeit !
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