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47. Es sei X eine Menge von m Punkten in P™ und sei Hx die Hilbert-Funktion von
X. Zeigen Sie: Fir alle d > m — 1 gilt Hx(d) = m.

48. Ein Polynom f € Q|z] heilt numerisch, wenn es f(n) € Z fir alle n € Z erfiillt.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Polynome

F(2) = <;) = (e 1) (e m )
fir m > 1 sind numerisch und 1 = Fy, F1,..., F; bilden eine Basis des Q-
Vektorraums Q[z]<q.

(b) Ein Polynom f € Q[z] erfiillt f(n) € Z fir alle hinreichend groken n € Z
genau dann, wenn es eine Z-Linearkombination der F; ist. Jedes solche Polynom
ist numerisch. (Vorschlag: Driicken Sie f durch die Basis-Polynome aus und
betrachten Sie die Differenz f(n + 1) — f(n) fiir hinreichend grofes n.)

(¢) Sei f ein numerisches Polynom vom Grad d. Dann ist der Leitkoeffizient von
f multipliziert mit d! ganzzahlig und der konstante Term von f ist ganzzahlig.



