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In den folgenden Aufgaben sei stets R ein kommutativer Ring (mit Eins), M ein R-Modul
und N, P ¢ M zwei Untermoduln.

21. Verifizieren Sie Lemma s5.1: Ist T ¢ M eine Teilmenge, dann ist
{alx1+---+a,1x,1 |ay,...,a, € R x15...,x, €T, 0 ENO}

der Durchschnitt aller Untermoduln von M, die T enthalten.

22. Zeigen Sie: Genau dann ist die Abbildung

NxP - M
o:
{(x,y) Xty

ein Isomorphismus, wenn N + P = M und N n P = {0} gelten.
Wie lautet die richtige Entsprechung fiir endlich viele Untermoduln? Und wie fiir
unendlich viele?

23. (a) Falls P c N, dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus
(M/P)/(N/P) = M/N.
(b) Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus

(N +P)/N=P/(NnP).

24. Setze
(N:P)={aeR|aPc N}.

Insbesondere heifst Ann(M) = (0 : M) der Annulator von M. Zeigen Sie:

(a) Die Teilmenge (N : P) von R ist ein Ideal.

(b) Ist I c R ein Ideal mit I ¢ Ann(M), dann ist M in natiirlicher Weise ein R/I-
Modul. Der Annulator von M in R/Ann(M) ist das Nullideal.

(c) Esgilt Ann(N + P) = Ann(N) n Ann(P).

(d) Esgilt (N: P) = Ann((N +P)/N).



