Prof. Dr. Daniel Plaumann technische universitat
Sommersemester 2017 dortmund

UBUNGEN ZUR ALGEBRA I1

Blatt 7
Abgabe bis Freitag, den 16. Juni

In den folgenden Aufgaben sei stets R ein kommutativer Ring (mit Eins).

25. Sei M ein R-Modul mit Untermoduln Nj, N,. Wenn M/N; und M /N, beide noethersch
(bzw. artinsch) sind, dann ist auch M/(N; n N,) noethersch (bzw. artinsch).

26. Es sei M ein R-Modul. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(1) M ist noethersch.

(2) Jede nicht-leere Menge von endlich erzeugten Untermoduln von M besitzt ein
maximales Element.

(3) Gegeben eine Folge x;, x,, x3,--- von Elementen in M, dann gibt es ein n ¢ N
derart, dass fiir jedes k > n eine Darstellung

n .
X = Zizlaix,' mit ay,...,a, €R

existiert.

27. Betrachte die abelsche Gruppe (Q/Z, +). Fiir x € Q schreibe x = x + Z. Fixiere eine
Primzahl p und betrachte die Untergruppe

G = {x € Q/ZJord(¥X) = p" fiireinr e Ny} = {x e Q/Z|x = ; fiir a € Z und r € Ny }.

(a) Zeigen Sie: Fiir jedes n € Nj besitzt G genau eine Untergruppe G, der Ordnung
p", und dies sind alle echten Untergruppen von G.
(b) Die abelsche Gruppe G ist als Z-Modul artinsch aber nicht noethersch.

28. Ein R-Modul P heifit projektiv, wenn jede exakte Sequenz
0-NLMEPoo

spaltet. Zeigen Sie:

(a) Jeder freie Modul ist projektiv.
(b) Ein endlich erzeugter Modul P ist genau dann projektiv, wenn es ein n € N und
Untermoduln Q, Q" von R” gibt mit R” = Q ® Q" und Q' = P.

Bemerkung: Es gibt projektive Moduln, die nicht frei sind. Uber manchen Ringen ist
aber jeder projektive Modul frei. Ein berithmter Satz von Quillen und Suslin (1976)
sagt, dass jeder endlich erzeugte projektive Modul iiber einem Polynomring frei ist.



