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Sei immer R ein kommutativer Ring mit Eins.
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Es sei A eine R-Algebra. Zeigen Sie: Ist A ganz iiber R und r € R eine Einheit in A,
dann ist r bereits eine Einheit in R.

Beweisen Sie die folgende Variante von Prop. 9.7 aus der Vorlesung: Es sei I ¢ R[¢]
ein Ideal und A = R[t]/I. Schreibe x = ¢ + I fiir die Restklasse von ¢ in S. Fiir n € N
sind dquivalent:

(i) Die Elemente 1, x, x2,...,x" ! sind eine R-Basis von A.
(ii) Der R-Modul A ist frei vom Rang » (also A = R")
(iii) Das Ideal I wird von einem normierten Polynom vom Grad n erzeugt.

Es sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K und sei K c L eine Korperer-
weiterung. Zeigen Sie: Genau dann ist x € L ganz tiber R, wenn das (normierte)
Minimalpolynom von x iiber K Koeffizienten in R hat.

(Hinweis: Verwenden Sie das Gauf$sche Lemma.)

Bemerkung: Diese Aussage stimmt auch, wenn R lediglich ganz abgeschlossen ist
(aber nicht ganz ohne Voraussetzung an R).

Es seien A und B zwei R-Algebren. Zeigen Sie:

(a) Sind xy,...,x, € Aund ist x; ganz tiber R[xy,...,x;] firi =2,...,n, dann ist
R[x1,...,x,] ein endlicher R-Modul.
(b) Ist A c B, A ganz liber R und B ganz {iber A, dann ist B ganz {iber R.



