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5. MODULN

ARBEITSBLATT: MODULN VS. VEKTORRAUME

Lesen Sie den Text sorgfiltig und losen Sie méglichst viele der Ubungsaufgaben. Diskutieren
Sie die Losungen.

Der Unterschied zwischen Moduln und Vektorraumen kommt natiirlich vom Un-
terschied zwischen Ringen und Korpern. Weil man in einem Ring R in der Regel nicht
beliebig teilen kann, kann man die Elemente eines R-Moduls nicht beliebig reskalieren.
Das macht einige ganz grundlegende Konzepte der linearen Algebra kaputt: Lineare Un-
abhingigkeit, Basen und Dimension.

Im folgenden ist wie immer R ein kommutativer Ring (mit Eins).

Definition. Es sei M ein R-Modul. Eine endliche Familie x;, . . ., x,, von Elementen in M
heif3t R-linear unabhdngig, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:

Vap,...a, eR(a1x1+---+anxn =0 = aq=--=a, :0).

Eine beliebige Familie ist linear unabhéngig, wenn jede endliche Teilfamilie linear unab-
hingig ist. Eine Basis von M (iiber R) ist eine linear unabhéngige Familie von Erzeugern.
Ein R-Modul heifdt frei, wenn er eine Basis besitzt.

Beispiel. Die Einheitsvektoren ey, ..., e, sind eine Basis von R”. Allgemeiner hat jede
direkte Summe

DR

i€l
mit R; = R fiir alle i € I eine Basis, deren Elemente die Tupel mit einer 1 an einer Stelle
und 0 an allen anderen sind.

So weit ist das alles wie gewohnt. Es gelten zum Beispiel:

Ubung 5.1. Sind x;,...,x, linear unabhingig in einem R-Modul M, dann hat jedes Element
im erzeugten Untermodul (x;, ..., x,,) eine eindeutige Darstellung als R-Linearkombination von
X1seoersXny.

Ubung 5.2. Seien M, N zwei R-Moduln.
(a) Ist xp,...,x, eine Basis von M, dann gibt es zu jeder Wahl von y,,...,y, € N genau
einen Homomorphismus ¢: M - N mit ¢(x;) = y; furi=1,...,n.
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(b) Istin (a) auch y;, ..., y, eine Basis von N, dann ist ¢ ein Isomorphismus.
(c) Zwei Moduln mit gleichlangen (endlichen) Basen sind isomorph.

(Die Beschrinkung auf endliche Familien in diesen beiden Ubungsaufgaben ist un-
wesentlich.)

Im allgemeinen braucht ein Modul allerdings keine Basis zu besitzen.

Ubung 5.3. Fiir R = Z und M = Z/n gibt es {iberhaupt keine linear unabhiingigen Familien.

Wir betrachten das Problem etwas abstrakter. Fiir einen Vektorraum V der Dimensi-
on n iber einem Korper K entspricht die Wahl einer Basis der Wahl eines Isomorphismus
mit K”. So ist es auch bei freien Moduln.

Ubungs.4. Zurjeder Basis xj, . . ., x,, eines endlich-erzeugten freien R-Moduls M gehért ein Iso-
morphismus M — R" und umgekehrt.

Anders gesagt, die Basis xy, . . ., x, liefert eine Zerlegung von M in eine direkte Summe
der Untermoduln (x;) = R - x;. Siehe dazu auch Aufgabe 22. Das fithrt zu der allgemeine-
ren Frage, wann sich ein Modul tiberhaupt in Untermoduln zerlegen lésst.

Definition. Es sei M ein R-Modul und N ein Untermodul von M. Ein Untermodul N’
von M heifit ein Komplement von N in M oder komplementir zu N, wenn

M=N+N" und NnN'={0}

gelten.

In diesem Fall ist M isomorph zur direkten Summe N @ N’ und wir schreiben auch
einfaich M = N & N'.
Aus Aufgabe 22 folgt: Genau dann gilt M = N ® N’, wenn jedes x € M eine eindeutige
Darstellung
x=y+y mityeN,y eN’

besitzt. Aus der linearen Algebra ist bekannt:
Proposition 5.7. Jeder Unterraum eines Vektorraums besitzt ein Komplement.

Beweis. Ist K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U c V ein Unterraum, dann kdnnen
wir eine Basis By von U wihlen (Satz 3.2) und diese zu einer Basis B o B, von V verlin-
gern (folgt ebenfalls aus Satz 3.2). Ist nun U’ der von B \ B aufgespannte Unterraum von
V, dann ist U’ ein Komplement von U in V. ]

I"Jbung 5.5. Uberpriifen Sie die letzte Aussage im Bewetis.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, ein Skalarprodukt auf V zu definieren und das
orthogonale Komplement von U in V zu bilden.



ARBEITSBLATT: MODULN VS. VEKTORRAUME 3
Ubung 5.6. Welche komplementiren Unterraume besitzt der Unterraum U = Span(e; ) in K*?
Bei Moduln ist das nicht so:

Ubungs.7. SeiR =7, M =Zund N = 2Z = {2m | m € Z}. Zeigen Sie, dass N kein Komplement
in M besitzt.

Ein recht allgemeines Kriterium fiir die Existenz eines Komplements steckt in folgen-
dem Lemma.

Lemma 5.8. Fiir eine kurze exakte Sequenz
0-NLmMLPoo

von R-Moduln sind dquivalent:
(1) Es gibt einen Homomorphismus o: M — N mit 0 o ¢ = idy.
(2) Es gibt einen Homomorphismus 1: P — M mit y o T = idp.
In diesem Fall folgen M = ¢(N) + 7(P) und ¢(N)n1(P) = {0}, insbesondere M =~ N & P.

Man sagt in diesem Fall, dass die kurze exakte Sequenz spaltet.

Beweis. (1)=>(2): Sei y € P und wihle x € M mit y(x) = y. Setze

7(y) =x - ¢(a(x)).

Dann gilt y(7(y)) = v(x — ¢(0(x))) = w(x) — 0 = y(x) = y wie gewiinscht. Auflerdem
ist T wohldefiniert: Denn ist x” € M mit y(x') = y, dann folgt w(x — x’) = 0, also x — x’ €
Ker(y) = Im(¢). Es gibt also z € N mit ¢(z) = x — x’. Es folgt

x=g¢(o(x)) - (x"=p(a(x))) =x—x" = (p(c(x)) —9(a(x))) = ¢(2) - p(a(x - x"))
= 9(2) - 9(a(9(2))) = 9(2) - 9(2) = 0.

Weil ¢ und 0 Homomorphismen sind, ist aufSerdem auch 7 ein Homomorphismus.

(2)=(1): Fir x e M gilt w(x — 7(y(x))) = 0. Es gibt also eindeutig y € N mit ¢(y) =
x—1(y(x)). Setze 0(x) = y. Weil 7 und v Homomorphismen sind, ist auch o einer. Fiir
y € N gilt auflerdem 7(y(¢(y))) = 7(0) = 0 und deshalb o (¢(y)) = y.

Wenn (2) erfiillt ist, dann konnen wir jedes x € M als

(*) x = (x - 1(y(x))) + 7(y(x))

schreiben. Dabei gilt y(x — 7(w(x))) = w(x) —w(x) = 0. Der erste Summand in (*) liegt
also in Ker(y) = Im(¢) = ¢(N). Der zweite Summand liegt in 7(P). Ist x € (N)n7(P),

etwa x = ¢(y) = 7(z), so folgt w(x) = y(¢(y)) = 0 und damit z = y(7(z)) = y(x) =0,
also x = 7(0) = 0.
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Man beachte, dass ¢ und 7 injektiv sind (warum?) und ¢(N) und 7(P) damit iso-
morph zu N bzw. P. Es folgt also M = N & P. |

Korollar 5.9. Es sei M ein R-Modul, N c M ein Untermodul. Genau dann besitzt N ein
Komplement in M, wenn die kurze exakte Sequenz

0>N->M->M/N-0

(mit der Inklusion N ¢ M bzw. der Restklassenabbildung M — M /N) spaltet.

Beweis. Wenn N ein Komplement N’ besitzt, dannistalso a: Ne N’ — M, (y,y') = y+y'
ein Isomorphismus. Ist 1: N @ N’ - N, (y, y’) = y die Projektion auf den ersten Faktor,
dannist 0 = moa™: M - N ein Homomorphismus mit ¢ o ¢ = idy;, so dass die Sequenz
spaltet.

Wenn die Sequenz umgekehrt spaltet, dann ist 7(M/N), mit 7 wie im Lemma, ein
Komplement von N. ]

Ubung 5.8. Jede exakte Sequenz
0-ULvEw-o

von Vektorrdumen iiber einem Korper K spaltet. (Hinweis: Wihle ein Komplement von ¢(U).)
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