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Zeigen Sie, dass f(x) = x3+x +1irreduzibel tiber Q ist. Sei « € C eine Nullstelle von
f. Bestimmen Sie das Inverse von 1 + « im Kérper Q(«) in der Form

(1+a)'=a+ba+ca®, a,b,ceQ.

(a) Bestimmen Sie alle irreduziblen normierten Polynome vom Grad 2 iiber F;.

(b) Bestimmen Sie fiir jede Primzahl p die Anzahl der irreduziblen Polynome vom
Grad 2 iiber IF),.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jede Primzahl p ein Kérper mit genau p? Elementen existiert.

Es sei K c L eine Korpererweiterung und seien a, b € L. Zeigen Sie: Sind a + b und
ab beide algebraisch iiber K, dann auch a und b.

Es sei K ein Korper und f € K[x]. Ein Element a € K heifit eine mehrfache Nullstelle
von f, wenn (x — a)?|f gilt.

(a) Zeigen Sie: Genau dann ist a € K eine mehrfache Nullstelle von f, wenn a eine
gemeinsame Nullstelle von f und seiner Ableitung f” ist. (Dabeiist f’ € K[x] die
formale Ableitung von f nach x und es gelten die {iblichen Ableitungsregeln.)

(b) Es gelte char(K) = 0 und sei g € K[x] irreduzibel. Zeigen Sie: Aus g|f und g|f"
folgt ¢%|f. (Hinweis. Wegen char(K) = 0 ist ¢’ nicht das Nullpolynom.)

(c) Essei p = char(K). Fiir welche p € Ny und welche natiirlichen Zahlen n > 2 hat
das Polynom x" — x € K[x] eine mehrfache Nullstelle in K?



