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��. Es sei ζ = e �π i
� , η = e �π i

� und � = e �π i
� . Überprüfen Sie, ob

(�) η ∈ Q(�) (�) � ∈ Q(ζ , η)
gelten. (Hinweis: Bestimmen Sie den Grad dieser Körpererweiterungen.)

��. (a) Zeigen Sie, dass das Polynom f irreduzibel in K[x] ist und bestimmen Sie den
Zerfällungskörper von f und seinen Grad über K:

(�) K = Q, f = x� + � (�) K = F�, f = x� + �x + �
(b) Es sei f ∈ Q[x] ein kubisches Polynom. Zeigen Sie: Falls der Zerfällungskörper

von f den Grad � überQ hat, dann sind alle Nullstellen von f reell.

��. (a) Es sei G eine Gruppe und seien H�,H� zwei Untergruppen von G. Zeigen Sie:
Falls G = H� ∪H�, dann muss G = H� oder G = H� gelten. (Mit anderenWorten,
eine Gruppe ist niemals die Vereinigung zweier echter Untergruppen.)

(b) Finden Sie eine Gruppe, die die Vereinigung von drei echten Untergruppen ist.

��. Es sei G eine nicht-leere Menge mit assoziativer Verknüpfung

G ×G → G , (g , h)� gh.

Zeigen Sie: Genau dann ist G eine Gruppe, wenn die beiden Gleichungen

gx = h und yg = h
für alle g , h ∈ G Lösungen x , y ∈ G besitzen. Wenn das der Fall ist, dann sind die
Lösungen außerdem eindeutig.


