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��. Es sei G eine endliche Gruppe. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Sind H und K zwei Untergruppen von G von teilerfremder Ordnung (also mit
ggT(�H�, �K�) = �), dann gilt H ∩ K = {�}.

(b) Es gelte �G� = �n und seiH eineUntergruppe vonG derOrdnung n. Sind a, b ∈ G
mit a, b ∉ H, dann gilt ab ∈ H.

��. Es sei G eine Gruppe. Zeigen Sie:

(a) Falls jedes Element ungleich � in G die Ordnung � hat, dann ist G abelsch.
(b) Angenommen H � G ist eine echte Untergruppe, die jede andere echte Unter-

gruppe von G enthält. Dann ist G zyklisch von Primpotenzordnung.

��. (a) Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen mit höchstens fünf Elementen.
(b) Zeigen Sie, dass S� bis auf Isomorphie die einzige nicht-abelsche Gruppe mit

höchstens sieben Elementen ist.
(Vorschlag. Zeigen Sie zunächst, dass eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung
� ein Element der Ordnung � und ein Element der Ordnung � enthalten muss.
Wie sehen dann die übrigen Elemente der Gruppe aus?)

��. Es sei σ ∈ S�� eine Permutation der Ordnung ��.

(a) Wie sieht die Zerlegung von σ in disjunkte Zykel aus? Ist σ eine gerade oder eine
ungerade Permutation?

(b) Zeigen Sie, dass es genau ein i ∈ {�, . . . , ��}mit σ(i) = i gibt.
(c) Zeigen Sie: Ist σ ′ ∈ S�� eine weitere Permutation der Ordnung ��, dann gibt es

τ ∈ S�� mit στ = τσ ′.


