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Allgemeine Hinweise

— Die Bearbeitungszeit betriagt drei Stunden.

— Bitte schreiben Sie Thre Losungen jeweils unter die Aufgabenstellung und ggf. auf die
Riickseite. Wenn der Platz nicht ausreicht, bitten Sie die Aufsicht um zuséatzliches
Aufgabenpapier. Verwenden Sie kein eigenes Papier.

— Bitte schreiben Sie nicht mit Bleistift und nicht in roter Farbe.

— Bitte verwenden Sie kein Tippex, keine Tintenkiller oder Ahnliches.

— Verwenden Sie immer fiir jede Aufgabe ein separates Blatt.

— Vermerken Sie auf jedem Blatt IThren Namen und Thre Matrikelnummer.

— Alle Antworten sind zu begriinden und die Losungswege nachvollziehbar aufzu-
schreiben.

— Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

— Sie diirfen auf Resultate aus der Vorlesung zur Algebra (Wintersemester 2016/17)
verweisen (zum Beispiel durch ein Stichwort wie ,Chinesischer Restsatz* oder durch
eine kurze Beschreibung des Ergebnisses), es sei denn die Aufgabe besteht gerade
darin, ein solches Resultat zu beweisen.

Wir wiinschen viel Erfolg!



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1 (5 Punkte)

(a) Bestimmen Sie alle Einheiten im Ring Z/8.
(b) Bestimmen Sie die Struktur der Einheitengruppe (Z/8)*.

Lésung. (a) Die Einheiten in Z/8 sind gerade die Restklassen modulo 8 von Zahlen, die teilerfremd
zu 8 sind. Das sind 1, 3, 5 und 7.

(b) Nach (a) hat die Einheitengruppe vier Elemente. Sie ist also nach Vorlesung entweder die
Kleinsche Vierergruppe Cs x C5 oder zyklisch der Ordnung vier. Wegen 1’=3=5=7=That
jedes Element die Ordnung 2. Also liegt der erste Fall vor.

O



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 2 (7 Punkte)

(a) Definieren Sie die Begriffe ’irreduzibel’ und 'prim’ fiir Elemente in einem Integritétsring.
(b) Zeigen Sie, dass der Ring Z[v/—31] nicht faktoriell ist.
(Hinweis: Betrachten Sie etwa Zerlegungen der Zahl 32 in diesem Ring.)

Lésung. (a) Sei R ein Integritétsring. Ein Element ¢ € R heift irreduzibel, wenn es nicht die Null
ist und keine Einheit und fiir jede Zerlegung ¢ = ab mit a,b € R eines der Elemente a, b eine Einheit
ist.

Ein Element p € R heifit prim, wenn es nicht die Null ist und keine Einheit und folgendes gilt: Fiir
alle a,b € R ist p genau dann ein Teiler des Produkts ab, wenn p ein Teiler von a oder ein Teiler
von b ist.

(b) Es gilt 32 = 25 = (1 + v/=31)(1 — /=31). Offenbar ist 2 kein Teiler von 1+ 1/—31. Also ist 2
nicht prim. Es ist aber irreduzibel. Denn ist zy = 2 mit * = a + bv/—31 und y = ¢ + dv/—31, so
folgt 27yy = x7Tyy = 4 und damit (a® + 316%)(c* + 31d*) = 4. Das geht nur fiir b*> = d*> = 0 und
dann (a,c) = (2,1) oder (a,c) = (1,2).

O



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Beweisen Sie, dass der Polynomring K[x] iiber einem Kérper K ein Hauptidealring ist.

Lésung. Es sei I ein Ideal in K[x]. Falls I das Nullideal ist, dann ist es das Hauptideal I = (0).
Andernfalls sei g € I\ {0} von minimalem Grad. Dann gilt I = (¢g). Denn ist f € I, dann gibt es
q,r € K[z] mit f = qg+r und r = 0 oder deg(r) < deg(g). Es folgt r = f — qg € I und wegen der
Minimalitét von deg(g) also r = 0 und damit f = qg € (g). O



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 4 (6 Punkte)

(a) Essei C eine zyklische Gruppe der Ordnung 120 mit Erzeuger g. Zeigen Sie, dass

42> 54>

(9) = (g

gilt.
(b) Essei a =5 und b= 3 und sei H = (a,b) dic von a und b erzeugte Untergruppe der additiven
Gruppe (Q, +). Zeigen Sie, dass H zyklisch ist.

Losung. (a) Es gilt 42 = 6 -7 und 54 = 6 - 9 und damit ggT(42,54) = 6. Das Element h = ¢°
erzeugt laut Vorlesung die eindeutige Untergruppe H = (h) der Ordnung 120/6 = 20 von C. Also
liegen ¢*? = h” und ¢°* = h® beide in H. Weil 7 und 9 teilerfremd zu 20 sind, sind A" und »° beides
Erzeuger von H. Insgesamt gilt also (¢*?) = (¢°*) = (¢%).

(b) Es gilt H = {ra+sb|r,s € Z} und deshalb a+b = 2 € H. Damit auchc =} = —2+2+1 € H.
Wegen a = 3c und b = 2¢ folgt H = (3).
[



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 5 (7 Punkte)

Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert.
(a) Definieren Sie die Begriffe 'Bahn’ und 'Fixpunkt’.
(b) Beweisen Sie, dass durch
r~y & dgeG: gr=y
fiir z,y € X eine Aquivalenzrelation ~ auf X definiert wird.

(c) Sei G endlich der Ordnung 65 und X endlich mit 32 Elementen. Zeigen Sie, dass die Operation
einen Fixpunkt besitzt.

Lésung. (a) Die Bahn eines Punktes x € X ist die Menge
Gz ={gz|g € G}.
Ein Punkt z € X heifit Fixpunkt, wenn gz = z fiir alle g € G gilt (dquivalent wenn Gz = {z}).

(b) Die Relation ist reflexiv, denn fiir x € X gilt x = 1z, also  ~ x. Sie ist symmetrisch, denn
aus T ~ ¥, etwa gr = y, folgt = g gz = g 'y und damit y ~ z. Sie ist auch transitiv, denn aus
x ~yund y ~ z mit etwa gr = y und hy = z folgt hgr = hy = z, also x ~ z.

(c) Die Ordnung der Bahnen teilt die Gruppenordnung. Als Bahnldngen kommen also nur die Teiler
1,5,13,65 von 65 in Frage. Weil X nur 32 Elemente hat, kann es keine Bahn mit 65 Elementen
geben. Weil X die disjunkte Vereinigung der Bahnen ist, muss die Summe aller Bahnlédngen gleich
32 sein. Die Zahl 32 ist aber nicht als Summe von positiven ganzzahligen Vielfachen von 5 und 13
darstellbar (2-13+5 =31, 6-5 = 30, 13 + 3 -5 = 28, andere Kombinationen sind noch kleiner).
Also muss es mindestens eine Bahn mit nur einem Element geben, das heifit einen Fixpunkt.

m



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 6 (7 Punkte)

Es sei G eine Gruppe.

(a) Definieren Sie die Ordnung eines Elements in G.

(b) Zeigen Sie: Sind z,y € G konjugiert in GG, dann haben x und y dieselbe Ordnung.
(c) Geben Sie in G = Sy zwei Elemente derselben Ordnung an, die nicht konjugiert sind.

Lésung. (a) Die Ordnung von g € G ist die kleinste Zahl n € N mit ¢g" = 1. (Alternativ: Die
Ordnung von g € G ist die Anzahl der Elemente in (g), der von g erzeugten Untergruppe von G.)

(b) Es gelte y = gxg~! fiir g € G. Fiir n € N gilt dann

y"' = (grg )grg™") - (grg™ ) =g gz g7 = gatgT

TV
n Faktoren

n Faktoren

1

Nun gilt gz"¢g~" = 1 genau dann, wenn x™ = 1 ist. Also hat y dieselbe Ordnung wie x.

(c) Die Permutationen (12) und (12)(34) haben beide die Ordnung 2. Sie sind aber nicht konjugiert,
da sie nicht dieselbe Zykelstruktur besitzen.

O



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 7 (8 Punkte)

Essei f =% -z + 1€ Q[z] und sei a € C eine Nullstelle von f.

(a) Zeigen Sie, dass f keine Nullstelle in Q hat.

(b) Stellen Sie a~! als Linearkombination von 1, a, @® mit rationalen Koeffizienten dar.
(c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von «o? iiber Q.

Lésung. (a) Weil f normiert ist mit ganzzahligen Koeffizienten, ist nach dem Gaufsschen Lemma
jede Nullstelle von f in Q ganzzahlig. Aufserdem teilt jede Nullstelle den konstanten Term. Es
kommen also nur 1 und —1 als Nullstellen in Frage. Es gilt aber f(1) =1 # 0 und f(—1) = —1 # 0.

(b) Es gilt o® —a +1 =0 und damit a(—a?* +1) =1, also a™! = —a? + 1.
c) Setze B = a?. Dann gelten
() g

f=a’
F=at=a-a*=ala-1)=a*—a
B=p-F=at-a = -a—a+l=a>—-2a+1.

Daraus sehen wir 8% = 23% — 8 + 1. Also ist 8 eine Nullstelle von g = 2% — 222 +  — 1. Dieses
Polynom ist irreduzibel, denn es hat Grad 3 und keine Nullstelle in Q (gleiche Argumentation wie

in (a)). Also ist es das Minimalpolynom von f.
[



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 8 (7 Punkte)

(a) Es sei K C L eine endliche Koérpererweiterung und f € Klx] ein irreduzibles Polynom vom
Grad n > 1. Zeigen Sie: Falls n den Grad [L : K] nicht teilt, dann hat f keine Nullstelle in L.

(b) Es sei a = /2 eine komplexe Kubikwurzel von 2. Ist die Korpererweiterung Q € Q(«) eine
Galois-Erweiterung? Begriinden Sie die Antwort.

Lésung. (a) Ware a € L eine Nullstelle von f, dann wiirde [K(«) : K] = n gelten, weil f irreduzibel
ist. Es wiirde [L : K| = [L : K(«)][K(«a) : K] folgen und damit n|[L : K].

(b) Es ist keine Galois-Erweiterung. Das Polynom 2® — 2 hat in Q(«) eine Nullstelle. Es zerfllt
aber nicht in Linearfaktoren, denn es gilt

? -2 =(z - a)(@® + ar + a?)

und der quadratische Faktor hat die Losungen

-1+v-3
—-a
2

Tr =

in Q(a). Wegen /=3 ¢ Q(«) (nach (a)), zerfillt 2* — 2 also nicht in Linearfaktoren. Weil dieses
Polynom in Q[z] irreduzibel ist, folgt daraus, dass Q(«) nicht normal iiber Q ist.
[l



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 9 (8 Punkte)

(a) Ist der Korper Fy als Ring isomorph zu Z/9?7 Begriinden Sie die Antwort.

(b) Welche Teilkérper hat der Korper Frog? (Hinweis: 729 = 39).

(c) Wie sieht die Galois-Gruppe von Fryg tiber F3 aus?

(d) Geben Sie zu jedem der Teilkorper aus (b) die zugehérige Untergruppe der Galois-Gruppe an.

Lisung. (a) Der Ring Z/9 ist kein Koérper, denn wegen 33 = 9 = 0 und 3 # 0 in Z/9 ist 3 ein
Nullteiler ungleich 0. Also kann Z/9 nicht zu Fy isomorph sein.

(b) Laut Vorlesung hat Frg9 genau einen Teilkérper der Ordnung 3* fiir jeden Teiler k von 6. Also
enthélt Fro9 jeweils eine Kopie von F3, Fg und Fa;.

(c) Laut Vorlesung ist die Galois-Gruppe G = Gal(Fr799/F3) zyklisch der Ordnung 6, erzeugt vom
Frobenius-Automorphismus o.

(d) Die Gruppe G enthilt genau eine Untergruppe der Ordnung 2, erzeugt von o3, und eine Unter-
gruppe der Ordnung 3, erzeugt von o2. Die erste entspricht dem Zwischenkérper For und die zweite
dem Zwischenkorper Fy.

m



