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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfuhrung und Motivation

Stromungsvorgénge treten in der Natur in einer einer Vielzahl verschiedenster Situationen auf:
e meteorologische Vorgénge wie Wind- und Meeresstrémungen
e Umweltverschmutzung
e Beliiftungs- und Klimaanlagen
e Luft- und Benzinstrémungen in Automotoren, Turbinen und Triebwerken
e Blut- und Luftstréme im menschlichen Kérper
e chemische Reaktionsvorgéange

e Umstromungen zur Analyse des Luft- bzw. Wasserwiderstandes komplexer Objekte wie
Automobilen oder Schiffen

Typischerweise ist man in doppelter Hinsicht an der Untersuchung solcher Szenarien interes-
siert: Zum einen soll eine qualitative Analyse eine Visualisierung des Strdmungsvorganges
liefern, um beispielsweise Wirbelablosungen an den Tragflachen eines Flugzeugs genau loka-
lisieren zu kénnen. Auf der anderen Seite sollen auch quantitative Aussagen maoglich sein, fiir
ein Fahrzeug soll beispielsweise der Luftwiderstand bestimmt werden, oder fir ein mechani-
sches Bauteil der AnpreRdruck, bei dem es bricht.

1.1.1 Experiment und Simulation

Es gibt zwei grundsatzliche Vorgehensweisen, um Untersuchungen dieser Art durchzufiihren:
Im Experiment wird ein Modell der Wirklichkeit, haufig in verdndertem Malstab, konstru-
iert und dieses dann getestet: In der Automobilindustrie plaziert man beispielsweise wéhrend
der Designphase ein verkleinertes Modelle eines Prototyps in einen Windkanal, um seinen
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Luftwiderstand zu messen. In der Simulation geht man im Gegensatz dazu abstrakter vor, ein
Simulationszyklus besteht aus vier wesentlichen Schritten:

1. Modellbildung: Ein physikalisches Phdnomen wird durch eine Reihe von mathemati-
schen Gleichungen beschrieben. Um alle Probleme mit einheitlichen Verfahren I6sen zu
kdnnen, werden die Modelle mit Hilfe von Differentialgleichungen formuliert.

2. Diskretisierung: Das Modell wird diskretisiert, d.h. in eine fir den Computer verarbeit-
bare Form gebracht. Dies liefert typischerweise grof3e (lineare) Gleichungssysteme.

3. Berechnung: Die Losung dieser Gleichungssysteme liefert grole Mengen an diskreten
Rohdaten.

4. Aufbereitung: Mit Hilfe geeigneter Visualisierungstechniken werden die Rohdaten in
eine fur den Anwender interpretierbare Form gebracht.

Die wissenschaftliche Disziplin des CFD (engl. computational fluid dynamics) beschéftigt sich
mit der Vorhersage von Strdmungsvorgangen durch eben diese Simulationen. CFD ist ein in-
terdisziplindres Forschungsgebiet, es beinhaltet Aspekte aus so verschiedenen Bereichen wie
den klassischen Naturwissenschaften, der angewandten Mathematik, der Informatik und den
Ingenieurwissenschaften.

Die Simulation ersetzt das Experiment jedoch nicht. Simulationen sind zwar haufig billiger und
schneller als Experimente, auf die Ergebnisse sollte sich jedoch nur bedingt quantitativ verlas-
sen werden, da beispielsweise die zu erreichende Genauigkeit stark vom zugrundeliegenden
Modell und von der Leistungsfahigkeit der verwendeten Computer abhéngt. Eine Untersu-
chung des Einflusses des Modells auf die maximal erreichbare Genauigkeit ist ein Thema die-
ser Arbeit. AulRerdem sind heutige Computer (von wenigen Ausnahmen abgesehen) noch nicht
in der Lage, in vertretbarer Zeit bzw. mit den bisher existierenden mathematischen Verfahren
quantitative Analysen selbst moderat komplexer Modelle durchzufiihren. So ist die praktische
Relevanz von numerischer Stromungssimulation offensichtlich: Sie hilft in der Entwurfs- und
Designphase eines Prototyps Zeit und Geld zu sparen, indem teure Experimente an echten Mo-
dellen erst im ,,Feintuning” durchgefuhrt werden. AufRerdem bietet sie die einzige Mdglichkeit,
wenn Experimente als Ansatz ausscheiden. So hat beispielsweise eine (natiirlich vom Penta-
gon finanzierte) amerikanische Forschungsgruppe die Explosion einer kleinen Atombombe in
Chicago simuliert und damit groRes popularwissenschaftliches Interesse geweckt.

Eine Einfuhrung in den Themenkomplex des CFD bietet das Lehrbuch [63]. Empfehlenswert
sind auch die Unterlagen zur Vorlesung CFD am Lehrstuhl fiir angewandte Mathematik und
Numerik, zu finden unter

http://ww. mat hemat i k. uni - dort nund. de/ | siii/downl oad.

1.1.2 Nische dieser Arbeit

In dieser Arbeit werden Stromungssimulationen untersucht, die grob in das Szenario des vir-
tuellen Windkanals passen. Hierbei wird ein dreidimensionales, komplexes Objekt, gegeben
durch eine Beschreibung seiner Oberflache, in einem Kanal fixiert und von einer Seite des
Kanals eine Stromung eingeleitet. Um das Szenario in eine fiir den Computer verarbeitbare
Form zu bringen, wird das Differenzvolumen zwischen Objekt und Kanal (also der Bereich,
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in dem beim Experiment tatsdchlich Stromungsvorgénge auftreten wiirden) in viele kleine he-
xaederformige Elemente zerlegt. All diese Elemente Uiberdecken zusammen das Simulations-
gebiet, ihre Gesamtheit wird Rechengitter (engl. grid, mesh) genannt. Diesen Vorgang nennt
man Diskretisierung. Um hinreichend genaue quantitative Resultate mit der CFD-Simulation
erhalten zu konnen, ist die radumliche Auflésung sehr fein zu wahlen, d.h. es werden oft 10
Millionen und mehr Hexaeder-Zellen benétigt. Dies fiihrt zu grofRen Problemdimensionen, die
zugrundeliegenden Berechnungen kénnen nur von Supercomputern bzw. hochparallelen Syste-
men in endlicher Zeit gelost werden. Fur qualitative Resultate reichen 500000 bis 5 Millionen
Zellen (je nach Komplexitat der Geometrie) aus. Es sei allerdings darauf hingewiesen, da3 mit
CFD-Verfahren durchgefiihrte Simulationen — selbst wenn sich qualitativ keine Unterschiede
zeigen — groRe Differenzen im quantitativen Bereich, also in der erreichbaren Genauigkeit, auf-
weisen konnen. Ein Beispiel hierfiir ist eine kleine lokale Stérung der Oberflache (etwa eine
leichte Modifikation am Kuhlergrill eines Automobils), die auf den ersten Blick den qualita-
tiven Stromungsverlauf nicht beeinfluf3t, bei einer quantitativen Analyse aber zu einer meR-
baren Anderung im Widerstandsbeiwert (einem MaR fiir den Luftwiderstand eines Fahrzeugs)
flhrt. Die im Bereich des CFD entwickelten Techniken sind prinzipiell sehr gut fiir eben solche
quantitativen Untersuchungen und Simulationen geeignet, allerdings stehen bei sehr komple-
xen Szenarien praktische Limitationen im Vordergrund: Die Berechnung eines vollstdndigen
Simulationszyklus ben6tigt zu viel Zeit. Man konnte sich jetzt darauf verlassen, daB sich die
Leistungsfahigkeit von Computern etwa alle 18 Monate verdoppelt (Moore’s Gesetz). Dies ist
aber unbefriedigend. Am Ende dieser Arbeit werden daher die Grenzen der bisher verwendeten
Techniken aufgezeigt und diskutiert.

Ein Ansatz zur numerischen Durchfiihrung von Strémungssimulationen ist die Methode der Fi-
niten Elemente. Darin spielt u.a. der sogenannte Mehrgitteralgorithmus eine wesentliche Rolle.
Die Kernidee ist es hierbei (Details werden in den néchsten Kapiteln ausfiihrlich behandelt),
zur Diskretisierung Gitter in verschiedenen Auflésungen zu verwenden. Ausgehend vom soge-
nannten Grobgitter, einem Gitter mit wenigen Zellen, dessen Existenz zunéchst vorausgesetzt
wird, wird ein feineres Gitter durch reguldre Unterteilung der einzelnen Gitterzellen erzeugt.
Im Zweidimensionalen entstehen beispielsweise vier neue Elemente durch die Unterteilung ei-
nes Vierecks, im Dreidimensionalen wird ein Hexaeder in acht neue zerlegt. Befinden sich die
dabei neu erzeugten Punkte im Inneren des Stromungsgebiets, kdnnen sie unverandert Gber-
nommen werden. Andernfalls ist nicht sichergestellt, da} durch Hinzunahme der neuen Punkte
die Geometrie besser aufgeldst ist, d.h. daR die neuen Punkte direkt geometrisch auf dem
zu umstromenden Objekt zu liegen kommen. Die Sicherstellung dieser Eigenschaft und die
Untersuchung des Einflusses der dabei verwendeten Techniken auf die der Simulation zugrun-
deliegenden mathematischen Verfahren ist das Kernthema dieser Arbeit. Zur Beschreibung der
Oberflachen wird dabei eine Triangulierung derselben verwendet. Diese sogenannten Oberfla-
chentriangulierungen sind eine sehr vielseitige Darstellungsform, mit ihnen kénnen Objekte
beliebiger Gestalt und Topologie dargestellt werden. Sie sind zwar stlickweise linear und so-
mit prinzipiell nicht geeignet, analytisch glatte Oberflachen zu beschreiben, bei hinreichender
Feinheit kénnen sie jedoch eine geforderte Glattheit beliebig gut approximieren.
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1.2 Ubersicht

Hinweise Fiir einen kurzen Uberblick (iber die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit sollten —
neben dieser Einleitung und dem essentiellen Ergebniskapitel — die Unterkapitel 2.3 und (3.4
gelesen werden. Sie stellen die untersuchten und teilweise selbst entwickelten Gitterglattungs-
und Projektionstechniken vor, die in den numerischen Experimenten zum Einsatz kommen. Bei
Bedarf kann dann basierend auf den dort jeweils angegeben Querverweisen in weitere Grund-
lagenkapitel verzweigt werden.

Strukturierung der Arbeit Kapitel 2/ fiihrt in die mathematischen Grundlagen der numeri-
schen Stromungssimulation ein. Die Modellbildung wird anhand typischer Beispiele erklart. Es
folgen Abschnitte tber die Diskretisierung mit der Methode der Finiten Elemente, sowie De-
tails Gber den Weg vom diskretisierten Modell hin zu einem groRen Gleichungssystem. Zum
SchluB werden verschiedene Losungsstrategien vorgestellt. Der furr das Verstandnis dieser Ar-
beit sehr wichtige Mehrgitteralgorithmus wird in einem eigenen Abschnitt detailliert behandelt.
Der letzte Abschnitt stellt einfache Ansétze zur Gitterglattung vor, d.h. Verfahren, die die Qua-
litat eines Rechengitters verbessern.

Das nachste Kapitel beinhaltet zunachst eine kurze Ubersicht Gber Oberflachentriangulierun-
gen als in dieser Arbeit verwendete Représentation von zu umstrémenden Objekten. In zwei
Abschnitten werden wichtige Formeln und Zusammenhénge hergeleitet, die fir die folgenden
Kernalgorithmen von Bedeutung sind. Der néchste Abschnitt beschaftigt sich mit Datenstruktu-
ren und Suchverfahren, die zur effizienten Implementierung unverzichtbar sind. Hier wird ins-
besondere ein hocheffizientes parametrisches Traversierungsverfahren fur Octrees vorgestellt
sowie Nachteile bei der Verwendung von Suchheuristiken diskutiert. Es folgt ein Kernabschnitt
dieser Arbeit, in dem drei Moglichkeiten vorgestellt werden, das Problem der Randanpassung
im Verfeinerungsprozel der numerischen Stromungssimulation mit streng geometrischen Ver-
fahren zu 16sen: die Projektion mit kiirzesten Abstanden, die gewichtete Projektion und die
Umbrella-Projektion. Ein ausflhrliches Beispiel wird vorgestellt. Es schlieBt sich ein kurzer
Uberblick uiber verschiedene Techniken zur Reparatur von Objektreprasentationen an, ein die-
ser Arbeit nah verwandtes Forschungsgebiet.

Kapitel|4 beschaftigt sich in der gebotenen Kiirze mit der Generierung von Hexaedergittern, ei-
nem mit dieser Arbeit untrennbar verbundenen Forschungsgebiet. Zunachst werden verschiede-
ne Anspriiche formuliert, die ein allgemeiner Gittergenerator einhalten sollte. Danach werden
einige ausgewahlte aktuelle Lésungsvorschlage zusammengefalt und eine Klassifizierung exi-
stierender Ansatze vorgenommen. Es folgt die Beschreibung eines eigenen Entwurfs, der sich
gewissermalen als Nebenprodukt der im vorherigen Kapitel vorgestellten Kernalgorithmen fiir
die Gittergenerierung ergab. Das Kapitel schliel3t mit der Definition allgemeiner Qualitatskrite-
rien einer Hexaederdiskretisierung. Das gesamte Kapitel ist als Ausblick fir interessierte Leser
zu verstehen.

Im letzten Kapitel werden die numerisch-experimentellen Ergebnisse der Arbeit vorgestellt.
Dazu werden zunéchst zwei verschiedene Benchmarks zusammengefalt, die beide Vergleiche
zwischen einer reinen analytischen und einer mittels einer Oberflachentriangulierung appro-
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ximierten Représentation einer Geometrie in einer Stromungssimulation erlauben. Einer der
Benchmarks kann zudem als Standard bezeichnet werden und es existieren hochgenaue be-
statigte Referenzldsungen. Zusatzlich wird eine qualitative Analyse eines Fahrzeugs in einem
Windkanal durchgefiihrt, ein Szenario, was vorher mit der verwendeten Numeriksoftware nicht
maoglich war. Die Ergebnisse dieser Rechnungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

e Die Feinheit der Oberflachentriangulierung spielt fur die erreichbare Genauigkeit eine
groRe Rolle: Selbst wenn in einer hochauflésenden Visualisierung keine Unterschiede
feststellbar sind, so kann doch eine zu grobe Oberflachentriangulierung die Genauigkeit
empfindlich beeinflussen. Andererseits sind bei einer hinreichend feinen Triangulierung
nur minimale Unterschiede zu einer analytischen Randbeschreibung feststellbar.

e Die Feinheit der Oberflachentriangulierung hat keinen Einflu auf das Konvergenzver-
halten des Mehrgitters. Die entwickelten Verfahren resultieren in robusten und effizienten
Mehrgitter-Lésern.

e Unter der (starken und etwas ,,schwammigen”) Voraussetzung, das Grobgitter sei bereits
Lhinreichend” genau an die Details der zu umstromenden Geometrie angepaft, sind die
in der Arbeit vorgestellten Projektionstechniken flir die qualitative Analyse von Stro-
mungsvorgangen um komplexe Objekte gut geeignet. Flr die quantitative Auswertung
komplexer Szenarien resultiert die Voraussetzung jedoch in Grobgittern mit mehreren
10000 Elementen, was die Verwendung von Mehrgittertechniken konterkariert.

Aus Interesse wird zusatzlich der Einflul eines relativ neuen Gitterglattungs-Operators quan-
titativ untersucht, weil eine kurze Recherche keine Resultate zu diesem Thema lieferte. Das
Kapitel endet mit einer ausfiihrlichen kritischen Diskussion aller Resultate.

Die Arbeit schlieRt mit einer ausfuihrlichen Literaturreferenz zum Thema.

Praktische Umsetzung Alle praktischen Implementierungen zur Arbeit wurden in einer mo-
difizierten Version der Simulationssoftware FEATFLOW vorgenommen. In die néchste Version
dieser Software (voraussichtlich Anfang 2005) werden die Implementierungen integriert wer-
den und somit als open source unter ht t p: / / www. f eat f | ow. de zur Verfugung stehen.
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Kapitel 2

Mathematische Grundlagen der
Stromungssimulation

2.1 Einfuhrung

Dieses Kapitel beschreibt die mathematischen Grundlagen von numerischer Strémungssimu-
lation. Es basiert auf Lehrbiichern und Vorlesungsskripten zum Thema, konkret im Bereich der
Modellbildung auf [27, 28], zur Theorie und Praxis in FEM und CFD auf [2,9/15,24,57,62,63]
sowie allgemein zur numerischen Mathematik auf [20, 25,49, 53, 58].

Notationen Es werden offene Gebiete Q C R¢ betrachtet, fur d = 1,2, 3 mit dem Rand 0.
Der orthogonal zum duReren Rand stehende Normalenvektor in einem Punkt x € 0f2 ist n, der
Tangentialvektor t (s. Abb. 2.1).

and

Abbildung 2.1: Definition eines Gebiets

Ortspunkte x € Q werden mit x = (z1,...,24)", Zeitpunkte mit t € I C R bezeichnet. Fir
d-dimensionale Vektoren a, b wird das Ubliche euklidische Skalarprodukt mit a - b, und die
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euklidische Norm mit ||a|| bezeichnet.

d
a-b = Z:CLJ)Z
i=1
la = va-a
Funktionen treten entweder skalarwertig (v = u(x), u = wu(x,t)) oder vektorwertig

ui(x,t)

uq(x,t)

auf. Partielle Ableitungen, d.h. Ableitungen nach einer der vorkommenden Variablen, werden
wie folgt geschrieben:

ou

atu = E

Ju

U, '=o0ju = R

d”u bezeichnet die p-te Ableitung.
Mit dem Nabla-Operator V werden der Gradient (MVektor aller partiellen Ableitungen) einer
skalaren sowie die Divergenz einer Vektorfunktion geschrieben als

grad u := Vu := (dyu, . .., Oqu)’

divu:=V-u:=0u + -+ dgug.

Zu einem Vektor b € R wird die Ableitung in Richtung b mit dyu := b - Vu bezeichnet.
Entsprechend ist 9,,u := n - Vu die Ableitung in Richtung der duBeren Normalen auf dem
Gebietsrand.

Die Kombination von Divergenz- und Gradientenoperator ergibt den Laplace-Operator:

DEFINITION 2.1 (LAPLACE-OPERATOR)
Der Laplace-Operator A ist wie folgt definiert:

Au:=V - (Vu) = 0u+ -+ 0. (2.1)

2.1.1 Modellierung

Ziel der Modellierung ist es, flr Naturvorgénge eine — oft stark vereinfachte — mathematische
Beschreibung zu finden, d.h. Vorgange wie Diffusion, Stofftransport oder Temperaturverteilung
mit Hilfe mathematischer Gleichungen zu beschreiben. Dies ist ein hochst kreativer Akt, der
viel Erfahrung erfordert und fur den es kein Standardkochrezept gibt. Deshalb sollen an die-
ser Stelle nur vier typische Modelle exemplarisch dargestellt werden. Um alle Modelle spater
gleich behandeln zu kénnen, werden sie in Form von Differentialgleichungen beschrieben.
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Beispiele

1. Wellengleichung Schwingende Ausbreitungsvorgange sind z.B. die Ausbreitung einer
Wasserwelle (interpretiert als lokale Storung der Wasseroberfldche) oder eines Gerduschs (in-
terpretiert als lokale Storung der Luftdichte). Schwingungen kénnen mathematisch durch tri-
gonometrische Funktionen dargestellt werden. Ein einfaches eindimensionales Beispiel ist die
Funktion u = u(x,t) im Ort z und der Zeit ¢ mit u(x,t) = sin(z) sin(¢). Die Wellenbewegung
wird als Sinusfunktion im Ort modelliert, zusatzlich beeinflut durch eine Sinusfunktion in der
Zeit. Diese genugt der Differentialgleichung

O*u = 02, (2.2)

wie man durch partielle Differentiation zeigen kann. Gleichungen dieser Form heif3en auch
hyperbolisch.

2. Wéarmeleitungsgleichung Andere Ausbreitungsvorgange sind dadurch gekennzeichnet,
dal’ sich lokale Stérungen nicht schwingend, sondern ,.diffundierend” (also sich abschwa-
chend) fortpflanzen, z.B. die Temperaturausbreitung in einem Leiter (Warmeleitung) oder die
Verteilung einer Dichtekonzentration in einer Fllssigkeit (Stofftransport). Zur Beschreibung
solcher Vorgange dienen beispielsweise Funktionen der Form u(z,t) = sin(x)e™!, die Sinus-
Funktion spiegelt die (im Ort ungedampfte) Wellenbewegung wider, wahrend die e-Funktion
fir eine Dampfung in der Zeit sorgt. Diese Funktion gentgt der Differentialgleichung

oru = 8§u. (2.3)

Der Beweis sowie weitere Beispiele finden sich in [27]. Dieser Gleichungstyp wird als para-
bolisch bezeichnet.

3. Auslenkung einer Membran Die Auslenkung einer Membran ist ein Anwendungsfall ftr
das sogenannte Poissonproblem.

Die Membran sei am Rand eingespannt und werde durch eine vertikale Kraft f(x) belastet.
Gesucht ist die Auslenkung u(x) unter der Einspannbedingung u(x) = 0 auf 992, mitx € Q.
Zur Herleitung betrachtet man die Gesamtenergie J(u) des Systems, die sich zusammensetzt
aus Spannungsenergie J; (u) und potentieller Energie J2(u). Die Spannungsenergie ist propor-
tional zur Oberfldchenanderung und zusétzlich abhéngig von einem Elastizitatsfaktor «. Eine
ausfihrliche Herleitung ergibt:

Ji(u) =~ a/2/Q|Vu\2dQ
= — 0
Ja(u) /Q fud

Eine Funktion v = wu(x) ist die gesuchte Auslenkung, falls sie das Prinzip der minimalen
Energie erfullt:

J(u)
J(u)

J(v) fur alle zuldssigen Auslenkungen v bzw.

IAINA

J(u + ev) fur alle e > 0 und alle zuldssigen Auslenkungen v
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Das Auslenkungsproblem ist also auf das folgende Minimierungsproblem zuriickgefiihrt wor-
den:

iJ(u+€v)

pi = 0 flr alle zul8ssigen Funktionen v
€

e=0

Man erhélt nach weiteren Umformungen die folgende &quivalente Integralschreibweise:

a/VqudQ—/fdQv—OVv.
Q Q

Mit Hilfe der Greenschen Formel (s.u.) kann man nun das Integral aufteilen in ein Gebiets-
integral und ein Randintegral. Da die Einspannbedingung Nullrandwerte vorschreibt, fallt das
Randintegral weg. Es bleibt:

/ (—aAu — f)vdQ = 0 fur alle zuléssigen v
Q

Da dies fir alle Funktionen v gilt, mull der Ausdruck in der Klammer nach dem DuBois-
Raymond-Lemma (s. [20]) bereits die Nullfunktion sein. Man erhalt die Gleichung

—aAu = f in Q mit Nullrandbedingungen. (2.4)

Dies ist das prototypische Poissonproblem, allgemein werden Gleichungen diesen Typs auch
als elliptisch bezeichnet.

4. Stromungsprobleme Um die Grundgleichungen der Stromungsdynamik und der Stro-
mungsmechanik zu beschreiben, sind zundchst zwei Betrachtungsweisen zu unterscheiden: Die
eulersche Betrachtungsweise bezieht sich auf ein festes Bezugssystem, d.h. der Beobachter
sieht beispielsweise Teilchen durch ein festes Fenster an sich vorbeiziehen. Die lagrangesche
Betrachtungsweise bezieht sich auf ein bewegtes Bezugssystem, d.h. der Beobachter sitzt an-
schaulich direkt auf einer sich verbiegenden Metallplatte.

Abhéngig von den Koordinatensystemen ergeben sich verschiedene Zeitableitungsbegriffe: Die
materielle Zeitableitung du/dt bezeichnet die Anderungsrate eines sich bewegenden Fluidpar-
tikels, wahrend die lokale Zeitableitung Ou /Ot die Anderungsrate in einem festen Punkt angibt.
Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich der Zusammenhang

Die Grundgleichungen der (klassischen) Kontinuumsmechanik basieren auf dem physikali-
schen Grundprinzip der ,,Erhaltung”: ZustandsgroRen wie z.B. Massedichte p(x, t), Energie
bzw. Temperatur T'(x, t), Impuls p(x,t)v(x,t) usw., werden als Dichtefunktionen beschrie-
ben, deren Integrale Uber beliebige bewegte Kontrollvolumen sich beim Fehlen von duReren
Einfliissen nicht veridndern. Anderungen finden nur bei Ein- und Ausstrémvorgéangen Gber den
Rand statt.

Fir die zeitliche Verdnderung der Masse my (t) eines solchen mit dem Geschwindigkeitsfeld
v bewegten Volumens V' (¢) mit der Oberflache S(t) gilt:
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SATZ 2.2 (REYNOLDSCHES TRANSPORTTHEOREM)

dmy d / / dp(x,t) /
0=—=— x,t)dV = ——dV + v-ndsS. (2.5)
Der Beweis dieser Aussage kann in [15] oder [63] nachgelesen werden.

Da dies fur beliebige Volumen V (¢) gelten soll, ergibt sich fir stetige Dichtefunktionen die
folgende Erhaltungsgleichung 1. Ordnung (sog. ,,Kontinuitatsgleichung”):

ap B
E—i—v-(pv)—().

Auf analogem Wege erhalt man aus dem Erhaltungssatz fiir die Temperatur unter Beriicksichti-
gung von Quelltermen ¢ und einem Warmediffusionsfaktor € R in einem ruhenden Medium
(v = 0) die folgende Erhaltungsgleichung 2. Ordnung (sog. ,,Warmeleitungsgleichung”):

T
%—t+(v-V)T:nv2T+q

Physikalische Anschauung erfordert, dafl Ldsungen zu diesen Gleichungen bei physikalisch
sinnvollen Anfangs- und Randbedingungen stets positiv sind, d.h. p > 0, T' > 0.

Die entsprechenden Erhaltungssatze fiir Dichte, Impuls und Energie fihren unter geeigneten
zusétzlichen Annahmen mit der Kontinuitatsgleichung auf die sogenannten Navier-Stokes-
Gleichungen fur inkompressible Flissigkeiten, d.h. Fllssigkeiten, die auch unter Druck ihre
Dichte nicht &ndern:

DEFINITION 2.3 (NAVIER-STOKES-GLEICHUNGEN)
ov—vAv+v-Vv+Vp=f V.-v=0. (2.6)

Eine ausfihrliche Herleitung bieten [15, 63].

2.1.2 Diskretisierung

Nachdem ein mathematisches Modell in Form von Differentialgleichungen vorliegt, mu aus
ihm eine Losung gewonnen werden, die eine Vorhersage fiir den zugrundeliegenden Naturvor-
gang erlaubt. Bei einfachen Gleichungen ist es vielleicht mit viel Erfahrung, Geduld und Intui-
tion moglich, direkt durch scharfes ,,Daraufschauen” eine analytische Lésung zu bestimmen.
Bei komplexeren Systemen wie den Navier-Stokes-Gleichungen ist dies nicht mehr mdglich,
daher ist man in diesem Fall auf ein numerisches Losungsverfahren angewiesen.

Ein Beispiel ist das Differenzenverfahren, bei dem die Differentialoperatoren durch Differen-
zenquotienten ersetzt werden. Eine Approximation niedriger Ordnung der ersten Ableitung ist
beispielsweise gegeben durch:

0, f(z) ~ LEE h}i — @) fr Kieines .
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Ahnliche Formeln existieren auch mit besseren Ordnungen bzw. fiir hohere Ableitungen. Un-
tersuchungen und Beweise der jeweiligen Approximationsordnungen fiir verschiedene Diffe-
renzenverfahren finden sich in [53].

Das Verfahren, um das es im folgenden etwas konkreter gehen wird, heil3t Finite-Elemente-
Verfahren oder Methode der Finiten Elemente, kurz FEM.

Anders als beim Differenzenverfahren, bei dem die punktweise Gultigkeit der Gleichung gefor-
dert wird, wird eine unter gewissen Zusatzforderungen &quivalente Variationsgleichung oder
schwache Formulierung zugrunde gelegt, die eine Ubereinstimmung nur in einem gewissen
Mittel fordert. Eine aktuelle Ubersicht, insbesondere in praktischer Hinsicht, findet sich in [15]
sowie in [9]. Dort kann auch die ausfuihrliche Herleitung nachgeschlagen werden, die hier le-
diglich beispielhaft zusammengefalit werden soll.

Fur das Beispiel der Poisson-Gleichung

—Au = fmitulsgg =0

1&4Rt sich (iber die Minimierung eines Energiefunktionals als variationelle Formulierung herlei-
ten:

/—Auvdﬂz/fvdﬂf[jreinvev
Q Q

V ist hierbei ein Funktionenraum, der wenigstens so gewéhlt sein muf3, dal? obige Integration
definiert ist. V' heilt auch Ansatzraum. Diese Formulierung ist d4quivalent, wenn f als stetig
vorausgesetzt wird und wenn eine Losung tatsachlich existiert. Durch partielle Integration er-
halt man die sogenannte Greensche Formel (s. [20])

/Auv:/ &mvdS—/VqudQ.
o0 Q

Der A-Operator wird quasi auf beide Funktionen ,,verteilt”, wobei zusétzlich das Randintegral
entsteht. Geht man von Nullrandbedingungen aus, so verschwindet dieses aber und es bleibt:

/Aude: —/ VuVodQ).
Q Q

Daraus ergibt sich folgende Formulierung:

/VqudQ:/fde,
Q Q

Um das Problem l6sen zu kénnen, betrachtet man eine naherungsweise Losung. Anstelle des
zugrundeliegenden (im Fall der Anwendung auf Differentialgleichungen stets unendlichdimen-
sionalen) Funktionenraums V', aus dem die Funktionen v stammen, wird ein Teilraum V;, C V
mit N := dim V), < oo gewahlt und die Losung dort gesucht. Beispielsweise kann man nur
alle Polynome bis zu einem bestimmten Grad betrachten. Die schwache Formulierung lautet
dann

/Vuthth:/fhvth. 2.7)
Q Q

Da die Dimension von V}, endlich ist, gibt es eine endliche Basis {¢; € V;,,i =1,..., N}, die
den Teilraum V}, aufspannen, d.h.
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N
Vi = {on : on(z) = Y Gidi(x), & € R}
=1

Mit der Linearitat der verwendeten Operatoren und f ist Gleichung (2.7) aquivalent zu:

/VuthbidQ:/fhgbidQ, i=1,...,N.
Q Q

Da die Lésung uy, in Vy, liegen soll, besitzt sie ebenfalls eine Darstellung der Form

N
un(x) =) &;(x).
j=1

Einsetzen und Herausziehen der Summe ergibt:

N
jzlfj/QququbidQ:/thqbidQ, i=1,...,N. (2.8)

Die Funktionen {¢;} heillen Ansatz- bzw. Testfunktionen. Man spricht von Galerkin-Verfahren.
Setzt man als Testfunktionen v die /V Basisfunktionen ¢; ein, entsteht ein lineares Gleichungs-
system der Form Ax = b mit den Unbekannten x = (&1, ...,{n), den Matrixeintragen a;; =
fQ Vo;Ve; dQ2 und der rechten Seite b = (fQ frn¢i d);—1. n. Folgende Fragen bleiben zu
kléren:

e Wahl der Funktionen ¢; und Zerlegung des Gebiets 2,
e Berechnung der Integrale und

e Losung des Gleichungssystems.

2.1.3 Wahl der Basisfunktionen und Zerlegung des Gebiets

Die Wahl der Basisfunktionen ist fiir die Realisierbarkeit und Effizienz des Verfahrens von
grofer Bedeutung. Im Unterschied zu klassischen Ansétzen mittels global einheitlich definier-
ter Funktionen werden bei der Methode der Finiten Elemente stiickweise definierte Funktionen
— in der Regel Polynome — zugrunde gelegt. Die dabei erzeugten diskreten Probleme besitzen
eine spezielle Struktur, und es existieren angepalite Verfahren zu ihrer numerischen Behand-
lung.

Die Methode der Finiten Elemente besitzt die folgenden drei typischen Merkmale:

1. Das Grundgebiet wird in geometrisch einfache Teilgebiete, z.B. Dreiecke und Rechtecke
bei Problemen in der Ebene oder Tetraeder und Hexader bei Problemen im Raum, zer-
legt. Ein solches Teilgebiet heilt Zelle oder Element, ihre Gesamtheit wird als Gitter
(engl. grid, mesh) bezeichnet.

2. Uber diesen Teilgebieten werden lokale Ansatz- und Testfunktionen definiert.
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3. Die Ansatzfunktionen werden so angepaft, daR sie Ubergangsbedingungen zwischen

Elementen zur Sicherung gewdlnschter globaler Eigenschaften wie z.B. der Stetigkeit
einhalten. Beispielsweise kann ein stetiger Ubergang zwischen den Knoten oder den
Kantenmittelpunkten benachbarter Elemente gefordert werden.

Zerlegung des Gebiets €2 Die unterschiedlichen Typen von Gittern lassen sich in folgende
Klassen einteilen:

1. Uniform strukturierte (kartesische) Gitter (engl. cartesian grids) bestehen aus achsen-

parallelen Zellen gleichen Typs und gleicher GroRe.

. Rechteckig strukturierte Gitter (engl. rectilinear grids) bestehen aus Rechteckzellen, die

aber in Breite und Hohe variieren konnen.

. Strukturierte Gitter (engl. stuctured, curvilinear grids) bestehen aus Zellen gleichen Typs

und gleicher Konnektivitat, die aber in GréRe und Ausrichtung variabel sind.

. Allgemein strukturierte Gitter (engl. general structured grids) sind Gitter, die auf irgend-

eine Art und Weise strukturiert sind, beispielsweise durch Polygone oder Kreise etc.

. Unstrukturierte Gitter (engl. unstructured grids) verwenden verschiedene Zelltypen in

einem Gitter oder haben variable Konnektivitat.

Abbildung 2.2: Beispiele fiir Gittertypen nach [43]: kartesisch, rechteckig bzw. strukturiert,
allgemein

Definition eines Finiten Elements Die konkreten Finiten Elemente werden charakterisiert
durch die Geometrie des Teilgebiets (s.0.) sowie die Anzahl, die Lage und die Art der Vorgaben
fur die Ansatzfunktionen ¢;.

Die unabhéngig vorgebbaren Informationen werden in Anlehnung an die Mechanik ,,Freiheits-
grade” genannt. Der EinfluB der einzelnen Freiheitsgrade wird durch entsprechende Formfunk-
tionen erfal3t.

Als Beispiel aus dem ,,Z00” von Finiten Elementen soll an dieser Stelle ein einfaches bilineares
Viereckselement erldautert werden (s. Abbildung|2.3).
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Abbildung 2.3: Rechteckiges Finites Element

Die Freiheitsgrade fiir die Funktionswerte liegen in den Ecken, d.h. man kann auf einem Re-
ferenzelement bilineare Ansatzfunktionen verwenden, die in einer Ecke den Wert 1 anneh-
men und in den anderen 0. Auf dem Einheitsquadrat (dem Standard-Referenzelement), d.h.
&,m € [0, 1], kénnen die Ansatzfunktionen folgendermafen aussehen:

¢ = (1= —=n),

¢2 = 6(1 _77)7
¢3 = 5771
ps = (1=En.

Die i-te Funktion ist dabei im ¢-ten Eckpunkt gleich eins, in den anderen Eckpunkten gleich
null und dazwischen hat sie einen linearen Verlauf. Fordert man stetige Ubergange zwischen
benachbarten Elementen in den Eckpunkten (und damit wegen der Linearitat auf einer ganzen
Kante), so nennt man die Menge dieser Elemente @1, wird nur Stetigkeit an den Kantenmittel-
punkten gefordert, spricht man von Q. Die Koeffizienten der Gleichung ,,ziehen” sozusagen
an den Ansatzfunktionen und bilden so durch unterschiedliche Werte die Ldsung ab. Weitere
Beispiele fur die Definition von Ansatzfunktionen und ihre analytische Untersuchung finden
sich in jedem Lehrbuch (ber Finite Elemente, also insbesondere in [9, 15].

2.1.4 Diskretisierung in der Zeit

Bisher sind die vorkommenden Gleichungen nur im Ort diskretisiert worden. Viele Differenti-
algleichungen wie beispielsweise die Navier-Stokes-Gleichungen sind jedoch auch zeitabhén-

gig.

Typischerweise wird zunéchst in der Zeit diskretisiert, und zwar beispielsweise mit dem Crank-
Nicolson-Verfahren der Ordnung 2. Dieses und weitere Verfahren finden sich in [20,53]. Die
halbdiskrete Gleichung wird dann mit der Methode der Finiten Elemente im Ort diskretisiert.

Alternativ kann nattrlich auch erst in der im Ort und dann in der Zeit diskretisiert werden. Dies
fiihrt in der halbdiskreten Version zu gewohnlichen Differentialgleichungen, in die die kontinu-
ierliche Zeit als Anfangswert eingeht. Details finden sich wieder in fast jedem der angegebenen
Lehrblcher.

2.1.5 Berechnung der Integrale

Eine wichtige Teilaufgabe ist die Berechnung der in der schwachen Formulierung auftretenden
Integrale fﬂ ¢;¢; dS2. Da diese Integrale allgemein nicht analytisch gelost werden kénnen, ist
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man hier auch wieder auf numerische Verfahren, genannt Quadraturverfahren, angewiesen. Ein
allgemeines Quadraturverfahren hat die folgende Gestalt:

[ 5@de <> st mitxi €9
@ i—1

Die x; heil3en Stitzstellen, die w; Gewichte der Quadraturformel. Das Verhalten und die Qua-
litdt der Quadraturformel wird von der Wahl dieser Werte mal3geblich beeinfluit. Zwei Ver-
fahren sollen im folgenden vorgestellt werden, Details und Beweise finden sich in jedem guten
Lehrbuch tber numerische Mathematik (also beispielsweise in [53]).

Das erste Verfahren ist das Trapezverfahren. Das Intervall, Gber das zu integrieren ist, wird
aquidistant aufgeteilt, und die so entstandenen Trapezflachen werden aufsummiert. Abbildung
2.4 verdeutlicht das \erfahren.
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Abbildung 2.4: Trapez- und Mittelpunktverfahren nach [53]

Eine Variation benutzt nicht die Funktionswerte an den Teilintervallgrenzen, sondern in den
Mittelpunkten. Dieses Verfahren heif3t Mittelpunktverfahren.

Das néchste betrachtete Verfahren gehort zu der Klasse der sogenannten Interpolationsquadra-
turformeln. Die grundlegende Idee hinter diesen Verfahren ist es, die zu integrierende Funk-
tion durch ein Interpolationspolynom der Ordnung n zu ersetzen und dieses Polynom dann
exakt (d.h. analytisch) zu integrieren. Ein Vertreter dieser Klasse ist das Gaul3-Verfahren. Es
verwendet als Stiickstellen die Nullstellen der Lagrange-Polynome LZ(.”) zu den (aquidistant
gewahlten) Interpolationsstellen x ;. Details finden sich in jedem Lehrbuch Gber Interpolation
oder numerische Mathematik (a.a.0.). Die GauRB-Integration ist unter allen Quadraturformeln
dadurch ausgezeichnet, dal? sie bei n gegebenen Stitzstellen noch Polynome vom Grad 2n — 1
exakt integrieren kann.

2.1.6 Losung des Gleichungssystems

Es gibt zwei groRe Klassen an Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen, die
direkten und die iterativen Verfahren. Die direkten Verfahren liefern die Losung nach einem
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Schritt, sind dafir aber sehr rechenaufwendig. Die iterativen Verfahren sind pro Schritt weniger
rechenintensiv, ben6tigen aber mehrere, unter Umsténden sehr viele Schritte, um die Lésung
zu liefern. Dabei tritt jedoch das Problem auf, daB3 nicht alle Verfahren in allen Situationen
auch konvergieren, d.h. im Grenzwert die Losung bestimmen. Bieten diese Verfahren aber eine
Mdglichkeit zur Fehlerschdtzung, so kann in jedem Schritt beurteilt werden, wie gut die Ap-
proximation bereits ist, was in praktischen Szenarien vollkommen ausreicht. Die Darstellung
in diesem Kapitel basiert groRtenteils auf den Biichern [45] und [23], beide stellen neben den
Grundlagen und Konvergenzbeweisen auch ausfihrliche spezialisierte Verfahren fiir den (in der
FEM-Praxis relevanten) Fall diinn besetzter Matrizen einer festen Struktur vor. Dariber hinaus
enthélt [45] auch die Ergebnisse experimenteller Analysen des Konvergenzverhaltens iterativer
Verfahren fur typische Modellprobleme. Fir Details wird auf diese Quelle verwiesen.

Direkte Verfahren

Das Gaul3-Verfahren ist Stoff der Schulmathematik. Es benétigt kubische Laufzeit, was es flr
praktische Anwendung disqualifiziert.

Eine Variante des Gauss-Verfahrens ist der Thomas-Algorithmus zur Lésung tridiagonaler
Gleichungssysteme in linearer Zeit ( [53] stellt ihn vor, ohne allerdings diesen Namen zu ver-
wenden).

In der Praxis ist die Programmbibliothek UMFPACK hochperformant, zu finden unter

http://ww. ci se. ufl.edu/ research/ sparse/ unf pack/ .

Sie bietet hochoptimierte Implementierungen von verschiedenen Lésungsverfahren. Haupt-
grund flr die Effizienzsteigerung ist die Verwendung intelligenter Umordnungsstrategien, so
dal’ die Rechnung mit mdglichst wenig Transfers zwischen Cache und Speicher auskommt. Ei-
ne Beschreibung aller Algorithmen bietet [14]. Experimente zeigen, daB UMFPACK fir kleine
Problemgréi3en (ca. 10000 Unbekannte) auf handelsiiblichen PCs fast unschlagbar schnell ist.

Iterative Verfahren

Die zweite Klasse bilden die iterativen Verfahren, die das endgultige Resultat nicht schon nach
einem Schritt ausgeben, sondern erst nach mehreren. Dafur sind die Einzelschritte deutlich
billiger. Das Kriterium zur Bewertung der Geschwindigkeit eines Iterationsverfahrens heif3t
Konvergenzrate o und ist folgendermaRen definiert (dabei bezeichne x(*) das Ergebnis nach
Iteration und x(©) den Startwert):

DEFINITION 2.4 (KONVERGENZRATE)
Die numerische Konvergenzrate o ist definiert als

k
(A
¢\ JaxO | o

also als Verhaltnis der Residuen im k-ten und ersten Schritt der Iteration. Die analyti-
sche Konvergenzrate wird in einigen Beweisen bendtigt und ist der limes superior dieser
GroRe fir k — oc.

Die Konvergenzrate gibt an, wie viel Genauigkeit man pro lterationsschritt gewinnt. Konver-
genzraten groer 0.5 sind ,,schlecht”, kleiner als 0.1 sind ,,sehr gut”.
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CG-Verfahren Das CG-Verfahren setzt symmetrische und positiv definite Koeffizientenma-
trizen A voraus, d.h.

A = AT
x-Ax > 0 VYxeRY\ {0}
x-Ax = 0 &©x=0.

Der zur Auflosung des Gleichungssystems erforderliche Aufwand I43t sich durch die Verwen-
dung einer der Aufgabe angepaften Basis {p;} des RY gezielt reduzieren. Basisvektoren mit
der Eigenschaft

Ap; - pj = ij,

mit dem Kronecker-Symbol d;; heilen konjugiert oder A-orthogonal. Stellt man die gesuchte
Losung x des Gleichungssystem tiber der Basis {p;} dar, d.h.

N
X = 1;p;,
j=1

dann lassen sich die zugehdrigen Koeffizienten n;,j = 1,..., N wegen der A-Orthogonalitat
von {p;} explizit darstellen durch

b-p.
nj = .

= 5 j=1,...,N.
Ap; - pj

Konjugierte Richtungen sind in der Regel nicht a-priori bekannt. Der Grundgedanke der CG-
Verfahren besteht darin, diese Richtungen mit Hilfe eines Orthogonalisierungsverfahrens aus
den verbleibenden Defekten d(*t1) := b — Ax(**+1) in den Iterationspunkten x(**1) rekursiv
zu erzeugen. Man stellt also die neue Richtung p**1) in der Form

k
D) = d+) 4§ 5, p0)
j=1

dar, und bestimmt die Koeffizienten 3;; € R aus der verallgemeinerten Orthogonalitatsbedin-
gung Ap#**tD .p, =0, j=1,...,k

Die Richtungen d**1)| die auch Anti-Gradienten der dem linearen Gleichungssystem zuge-
ordneten Funktion

Flu) = %(Au, u) — (b, u)

in den Punkten u*+1) sind, gaben dem CG-Verfahren (engl. conjugate gradients) seinen Na-
men. In [23] und in [45] wird gezeigt, dal’ das Verfahren theoretisch nach NV Iterationen die
Ldsung erreicht, es konvergiert also immer in linear vielen Schritten. Leider kann dieser Vorteil
aus Grinden der numerischen Instabilitat nicht immer in der Praxis auch genutzt werden.
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BiCGStab-Verfahren Um den numerischen Nachteil des CG-Verfahrens auszugleichen, wur-
den zwei Modifikationen vorgestellt: BiCG und CGS. Jedes dieser Verfahren ist noch nicht
zufriedenstellend, es kénnen trotzdem noch Oszillationen auftreten. Kombiniert man jedoch
beide Verfahren zum sogenannten BiCGStab-Algorithmus (s. [61]), so ergibt sich eine stabi-
le und effiziente Iteration. Details finden sich wieder in [45]. In beiden angegebenen Quellen
wird gezeigt, daB der Algorithmus parameterfrei ist (d.h. es entféllt die oft manuelle Suche
nach der giinstigsten Setzung eines Parameters). Aullerdem arbeitet BiCGStab auch auf nicht-
symmetrischen Matrizen. Praktische Experimente deuten auf hohe Konvergenzraten hin, aus
theoretischer Sicht ist es bisher allerdings nicht gelungen, die Konvergenz auch nachzuweisen.
Aus der Sicht des Mehrgitter-Algorithmus (s. Kap.|2.2) ist noch bemerkenswert, daR sich diese
Iteration sehr gut als Glatter verwenden laRt, weil die Kombination mit einer Vorkonditionie-
rungsmatrix moglich ist.

Defektkorrekturverfahren Diese Klasse von Verfahren arbeitet so, dal zum Iterationsvek-
tor ein Korrekturwert hinzuaddiert wird, um so n&her an die Lésung zu gelangen. Das zu 16-
sende lineare Gleichungssystem wird folgendermalen umgeschrieben:

x = A7'b
= x—-x+A'b
= x—A'4Ax+ A"'p
= x4+ A b - Ax).

In dieser Form ist dies noch ein direktes Verfahren, die Losung steht nach einem Schritt zur
Verfligung. Zur Vorbereitung der weiteren Schritte wird obige Gleichung formuliert als Iterati-
onsverfahren:

xFHD = x®) 4 A=1(b — Ax(0).

Der Ausdruck in der Klammer ist gerade der Defekt im k-ten Schritt.

Fur die sogenannte Vorkonditionierungsmatrix werden nun, um Defektkorrekturverfahren her-
zuleiten, nicht die kompletten Eintrdge von A verwendet, sondern nur Teile davon, die ein-
facher zu invertieren sind (Matrix C' in der folgenden Gleichung). Nimmt man z.B. nur die
Diagonaleintrdge von A, sind zur Invertierung nur deren Kehrwerte zu bilden, und man spricht
vom Jacobi-Verfahren. Nimmt man die untere Dreiecksmatrix hinzu, die sich durch Ruickwarts-
einsetzen relativ leicht invertieren 1a3t, erh&lt man das sogenannte GauRB-Seidel-Verfahren. Al-
lerdings sind die Konvergenzraten bei diesen Verfahren so schlecht, daR sie als eigenstandige
Loser in der Praxis nicht verwendet werden. In [45] wird beispielsweise gezeigt, dalk die Ab-
schétzung der Konvergenzrate nur mit der Minimalschranke ,,< 1” gelingt, d.h. die Verfahren
konvergieren, jedoch sehr langsam. Sie spielen aber eine wichtige Rolle im noch folgenden
Mehrgitterverfahren. Auch hier ist [23] eine gute Empfehlung, um weitere Details zu erfahren.
Ferner ist ein sogenannter Relaxationsparameter w < 1 gebréuchlich, um den Defektkorrektur-
wert zu ddmpfen und somit bessere Konvergenzraten zu erzielen. Die vollstandige Vorschrift
schreibt sich schliellich:

xF+) = x®) 4 o~ — Axk). (2.9)
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Es ist auch méglich, w in Abhéngigkeit von der Iterationszahl & zu wéhlen.

Alle bisher betrachteten Verfahren sind in praktischen Anwendungen oft (zu) langsam und
haben den Nachteil, dal ihre Konvergenzrate von der Feinheit des Gitters abhdngt. Das im
néchsten Abschnitt vorgestellte Mehrgitterverfahren stellt eine wichtige Alternative dar.

2.2 Der Mehrgitter-Algorithmus

Der Mehrgitteralgorithmus wurde in den Jahren 1981 bis 1985 u.a. von Hackbusch entwickelt.
Groflle Resonanz rief seine Monographie [24] aus dem Jahr 1985 (aktualisierte Ausgabe 2003)
hervor. In diesem Buch und beispielsweise in [11] wird zur Motivation des Mehrgitterver-
fahrens zunéchst analytisch untersucht, wie gut obige Defektkorrekturverfahren Fehler in der
Losung dampfen. Es wird gezeigt, dal die hochfrequenten Anteile des Fehlers gut gedampft
werden, wéhrend bei den niederfrequenten Anteilen Schwierigkeiten auftreten. Dies verursacht
die langsame Konvergenz. Die Grundidee des Mehrgitterverfahrens besteht nun darin, eine Se-
guenz oder Hierarchie von Gittern unterschiedlicher Feinheit zu verwenden. Die einzelnen
Hierarchiestufen werden haufig mit dem englischen Begriff level bezeichnet. Ein Fehler, der
auf einem Gitter noch niederfrequent ist, ist auf einem anderen Gitter hochfrequent und kann
deshalb dort gut geglattet werden. Der Defekt wird also zwischen Defektkorrekturverfahren,
die auf Gittern verschiedener Feinheit arbeiten, hin- und hertransferiert. Somit kann der ge-
samte Mehrgitteralgorithmus wieder als Defektkorrekturverfahren aufgefal3t werden.

f |

Restriktion Prolongation

f |

Abbildung 2.5: Mehrgitteroperationen auf drei verschieden feinen Gittern

In den folgenden Abschnitten werden zunédchst vorbereitend einzelne Komponenten des Mehr-
gitteralgorithmus analysiert, bevor das Verfahren am Ende des Kapitels im Pseudocode vorge-
stellt wird und einige theoretische und praktische Resultate insbesondere zum Konvergenzver-
halten zusammengestellt werden.

2.2.1 Erstellen der Gitterhierarchie

Dieser Abschnitt beschreibt Mdglichkeiten, wie eine flir den Mehrgitteralgorithmus nétige Git-
terhierarchie erstellt werden kann. Adaptive Varianten des Algorithmus, die eine feinere Git-
terebene nur dann erzeugen, wenn die erzeugte Ndherung nicht genau genug ist, sollen nicht
betrachtet werden. Desweiteren werden nur solche Verfahren betrachtet, die alle Zellen regu-
lar unterteilen, d.h. die keine ,,hdngenden” Knoten erzeugen. Fiir eine exakte Definition der
Regularitat sowie fir eine ausfihrliche Beschreibung alternativer Unterteilungstechniken wird
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auf [11] verwiesen.

Die Kernunterscheidung aller Ansatze ist die Richtung, nach der sie vorgehen: top down-
Zugénge beginnen bei einem Grobgitter (engl. coarse grid), und verfeinern dieses sukzessive,
bottom up-Zugénge arbeiten genau anders herum. Fir beide Ansétze gibt es starke Argumente,
Teilaspekte, die in die eine Richtung trivial zu 16sen sind, fihren beim alternativen Zugang zu
komplexen Algorithmen. Die Kernprobleme aus der Sicht eines Informatikers sind:

e Bei Verfeinerungsstrategien muf fiir neu erzeugte Gitterpunkte und Elemente (s.u.) si-
chergestellt werden, dal sie die Geometrie der Simulation besser auflésen. Konkret mus-
sen diese neuen Knoten klassifiziert werden in innere Knoten und Randknoten. Diese
Entscheidung ist nichttrivial. Desweiteren darf die Qualitat (s. Kap. 4.4) der neuen Ele-
mente nicht schlechter sein als die der Elemente auf dem jeweils gréberen Gitter, um die
numerische Stabilitat des Mehrgitteralgorithmus nicht zu gefahrden.

e Bei Vergroberungsstrategien missen mehrere Zellen zu einer neuen zusammengefalit
werden, und zwar so, dafll die Knoten des neuen ,,groRen” Elements mit Knoten der
Ausgangselemente tbereinstimmen. Dies stellt sehr starke Anspriiche an die Anzahl der
Elemente eines Gitters. Andernfalls muR bei der Restriktion der Losung auf das grébere
Gitter interpoliert werden, was starke Auswirkungen auf das Konvergenzverhalten und
die Effizienz des gesamten Mehrgitterverfahrens haben kann. Dies ist auch der Haupt-
grund, warum in der Praxis top down-Anséatze haufiger anzutreffen sind.

Da die in dieser Arbeit verwendete Numeriksoftware FEATFLoOw (v1.2) (s. [59, 60] sowie
http://ww. featfl ow de) streng top down strukturiert ist, wird hier nur der Untertei-
lungsprozel3, nicht aber der VergréberungsprozeR beschrieben.

Geometrische Unterteilung

Die Unterteilung ist zunéchst ein rein geometrischer Prozel. Aus einem Viereckselement wer-
den vier neue Zellen erzeugt, indem neue Knoten an den Mittelpunkten der Kanten und im
geometrischen Mittelpunkt des Elements erzeugt und diese dann durch Kanten verbunden wer-
den. Analog werden bei einer Hexaederzelle alle sechs Seitenflachen unterteilt und zusétzlich
der Mittelpunkt des Elements hinzugenommen. So entstehen acht neue Hexaeder.

Iteriert man diesen Prozel? (iber alle m Zellen eines Gitters, entsteht ein feineres Hexaedergitter
mit 8m Zellen. Wichtig ist, dal? die Punkte der (groben) Gitterebene % in allen so entstehen-
den Hierarchiestufen k + 5, 7 > 1 erhalten bleiben. In einer praktischen Implementierung wird
man natlrlich nicht alle Kanten und Seitenflachen, die zu mehreren Zellen gehdren, fur jedes
Element separat unterteilen.

Eine wichtige Modifikation dieser Unterteilungstechnik ist die anisotrope Verfeinerung, bei der
eine Unterteilungsrichtung starkeres Gewicht bekommt. [36] stellt dazu das ScaRC-Konzept
vor. So kann die Unterteilung besser an zu erwartende Strémungsvorgange angepalt werden.
Die Parallelisierung eines Mehrgittercodes spielt in der Praxis auch eine wesentliche Rolle.
Adaptive Unterteilungstechniken finden sich in 3D bisher kaum.



22 KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Randpunkte

Fur alle so neu entstehenden inneren Knoten ist der Unterteilungsvorgang (mit Ausnahme einer
eventuell durchzufiihrenden Gitterglattung, s. Kapitel [2.3) damit abgeschlossen. Neu entstan-
dende Punkte, die als Randpunkte (s.u.) erkannt werden, missen jedoch nicht notwendig bereits
geometrisch auf dem Rand liegen. Ein Beispiel zeigt Abbildung 2.6.

\\ / g
Abbildung 2.6: Ein Beispiel fir Randanpassung. links: vor der Unterteilung, Mitte: Untertei-

lung durch lineare Interpolation der Koordinaten, ohne Randanpassung, rechts: mit Randan-
passung

Wird die Position dieser Punkte nicht korrigiert, d.h. wird keine Randanpassung vorgenom-
men, so lost das feinere Gitter die gegebene Geometrie nicht besser auf als das grobe. Und
da gerade bei den Navier-Stokes-Gleichungen physikalisch relevante Effekte durch den Rand
hervorgerufen werden, ist wenig gewonnen.

Zur Randanpassung stehen zwei grundverschiedene Techniken zur Verfuigung, ein parametri-
scher und ein geometrischer Zugang. Bei parametrischen Ansatzen wird die Position neuer
Knoten nicht geometrisch bestimmt, sondern auf der Basis einer Parametrisierung des Randes:
Jedem Randknoten wird bijektiv ein Parameterwert zugeordnet. Uber die Parametrisierung las-
sen sich dann konkrete Koordinaten des Punktes berechnen. Ist der Rand etwa als B-Spline-
Kurve gegeben, so wird diese Aufgabe gerade vom de Boor-Algorithmus geldst (s. [1]). Um
am Rand zu unterteilen, wird bei Randkanten der Parameterwert des neuen Knotens als Mittel-
wert der Parameterwerte der alten Knoten gewahlt, bei Randflachen analog als Mittel der vier
Eckpunkte (wobei Flachen im Raum typischerweise mit zwei Parameterwerten parametrisiert
werden). In der Simulationssoftware FEATFLOW ist in 2D eine Randparametrisierung vorge-
sehen, in 3D existiert sie nicht.

Geometrische Zugénge unterteilen Randkanten und Randflachen genauso wie innere Flachen
und unterscheiden sich in der gewahlten Form der Randanpassung. Projektionsbasierte Tech-
niken sind ein Schwerpunkt dieser Arbeit und werden mit ihren theoretischen Grundlagen in
Kapitel [3 vorgestellt. Mdgliche Parametrisierungstechniken in 3D werden im letzten Kapitel,
das die Ergebnisse der Arbeit zusammenfaft, diskutiert.

Unabhangig von der Vorgehensweise kann wahrend der Randanpassung eine einfache Modi-
fikation vorgenommen werden, um die Gitterqualitat lokal zu verbessern: Die Knoten, die aus
Kantenmittelpunkten entstehen, bleiben unverandert. Die Knoten, die aus Flachenmittelpunk-
ten entstehen, werden nicht vor der Randanpassung aus diesen berechnet, sondern erst danach.
Dies fuhrt heuristisch immer zu einer Gitterverbesserung, ohne daB zusétzliche Berechnungen
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vorgenommen werden missen.

Klassifikation neuer Knoten

Innere Knoten Innere Knoten sind einfach zu klassifizieren: Ein Knoten, der durch Kanten-
unterteilung entsteht, ist innerer Knoten, wenn mindestens eine der beiden Ecken der Kante
innerer Knoten ist. Ein Knoten, der als Mittelpunkt einer Seitenfléche entsteht, ist innerer Kno-
ten, wenn die vier Ecken bereits innere Knoten sind. Ein Knoten, der als Mittelpunkt eines
Hexaeders entsteht, ist immer innerer Knoten.

Randknoten Leider gibt es schon in 2D einfache Beispiele, die zeigen, dal? die logische Um-
kehrung der Bedingungen flr innere Knoten keine Bedingung zur Klassifikation von Randkno-
ten ergibt. Ein Beispiel zeigt Abbildung2.7.

Abbildung 2.7: Beispiel fir Knoten, der durch Bisektion von Randkanten entstehen und nicht
als Randknoten klassifiziert werden dirfen. Links: vor, rechts: nach der Unterteilung

In 3D gibt es gerade bei unstrukturierten Gittern mit hdngenden Knoten und variabler Konnek-
tivitat noch viel mehr mogliche Konstellationen. Hinzu kommt, dal nach der Klassifizierung
eines Knotens noch der Zielrand bestimmt werden muB, sobald es mehr als eine Randkompo-
nente gibt.

Fur dieses Problem gibt es in der Literatur keine wirklich zufriedenstellenden Ldsungsvor-
schlage. Daher wird pragmatisch vorgegangen. Wenn zur Diskretisierung ein reguléres Gitter
aus Hexaederzellen gewahlt wird, so dal? Elemente immer mit einer kompletten Seitenfléche
und nicht nur mit einer Kante auf dem Rand liegen, kann die Klassifizierung einfach tiber die
Nachbarschaftsbeziehungen zwischen Elementen erreicht werden.

2.2.2 Glattung und Gittertransfer

Bevor der Mehrgitteralgorithmus detailliert vorgestellt werden kann, sind einige weitere Vor-
bemerkungen nétig. Die vorkommenden Bezeichner sind im vorherigen Abschnitt definiert
worden.
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DEFINITION 2.5 (GLATTER)
Ein Operator S, auf dem Ansatzraum V}, hei8t Glatter, wenn er fur die Losung wj, des
Gleichungssystems (2.8) die Fixpunkteigenschaft erfillt, d.h.

Spup = up,

und stabil ist, d.h.
l[un — Shonl| < cllun — vl

fir eine Konstante ¢ > 0 und eine beliebige Testfunktion v, € V},. Die Konstante ¢ darf
von der Schrittweite h abhangen.

Man beachte, dal? ein Glattungsoperator im Idealfall nicht von der Schrittweite abhangt. Glat-
ter werden haufig nicht direkt, sondern tber eine Iterationsvorschrift definiert (Fixpunktitera-
tion, Defektkorrektur). Ausgangspunkt ist die im vorherigen Abschnitt aufgestellte allgemeine
Defektkorrektur-Vorschrift (s. Formel 2.9):

xF1) = x®) 4 o (b — AxF) ).

Um diese Vorschrift zu verschiedenen Verfahren auszubauen, wird eine Zerlegung der Matrix
A betrachtet,
A=L+D+U,

wobei D (engl. diagonal) nur die Eintrédge der Hauptdiagonale, L (engl. lower triangular) die
linke untere Dreiecksmatrix und U (engl. upper triangular) die rechte obere Dreiecksmatrix als
Teilmatrix von A enthélt. Je nach Wahl der Korrekturmatrix C' ergeben sich nun drei einfache
Glattungsvorschriften:

Jacobi-Glatter Wahle C ! als Inverse der Diagonalmatrix, C = D.

Gauss-Seidel-Glatter Wiahle C~1 als Inverse der Diagonal- und unteren Dreiecksmatrix, C' =
(L+ D).

SOR-Glatter Relaxiere mit einem weiteren Parameter & zusétzlich L: C = (D + @L).

Man beachte, daR die Invertierung der Matrix C' jeweils einfach und in linearer Zeit mdglich
ist. Diese Verfahren lassen sich effizient implementieren, insbesondere ist es nicht nétig, die
Defektkorrekturmatrix explizit aufzustellen. Man bezeichnet sie daher auch als matrixfrei.

Ein anderer Ansatz verwendet die LU-Zerlegung der Matrix A. Mit Hilfe des GauR-Algorithmus
1Rt sich jede positiv definite diagonaldominante Matrix schreiben als Produkt einer unteren
und einer oberen Dreiecksmatrix:

A=LU

Mit Hilfe dieser Zerlegung kann man die Loésung eines linearen Gleichungssystems auf die
Lésung zweier gekoppelter Systeme zuriickfiihren:

Ax=b < LUx=b< Ly=bundUx=y

Wie bei den einfachen Defektkorrekturverfahren ist so noch nichts gewonnen: Die Berechnung
der LU-Zerlegung ist zu aufwendig, und es IaRt sich sogar zeigen, dal die Zerlegung diinn



2.2. DER MEHRGITTER-ALGORITHMUS 25

besetzter Matrizen (wie sie in den betrachteten Anwendungsfallen der Ldsung der Navier-
Stokes-Gleichungen mittels Finiter Elemente vorkommen) leider nicht mehr diinn besetzt ist
und damit Speicherprobleme bei der Losung durch den Computer hervorruft. Stattdessen geht
man zur unvollstandigen Zerlegung (1LU-Zerlegung) iiber und 148t in den Matrizen L und
U nur die Eintrdge zu, die schon in A von Null verschieden sind. Untersuchungen, welche
Auswahl von Eintrdgen zu welchem Konvergenzverhalten fiihrt, werden in [31,32] vorgestellt.
Dieses Verfahren 188t sich auch wieder als Fixpunktiteration formulieren:

xF1) = x®) o (LU) 1 (b — Ax*)

Weiter werden zur Formulierung des allgemeinen Mehrgitterverfahrens in seiner hier relevan-
ten diskreten Version (s.0.) noch sogenannte Gittertransferoperatoren benétigt. Sie dienen da-
zu, Defektkorrekturen von einem Gitter auf ein anderes zu Ubertragen. Fir eine detaillierte
funktionalanalytische Beschreibung wird auf [9,11] verwiesen.

DEFINITION 2.6 (GITTERTRANSFEROPERATOREN)
Der Schritt, einen Koeffizientenvektor bzw. einen Defektkorrekturterm von einem feinen
Gitter k auf das nachstgrobere Gitter k£ — 1 zu Ubertragen, heif3t Restriktion, geschrieben
R’,jfl, der umgekehrte Prolongation, geschrieben P,ffl.

2.2.3 Diskrete Formulierung des Mehrgitteralgorithmus

Nach diesen Vorarbeiten kann nun der Mehrgitteralgorithmus formuliert werden. Er wird in
seiner ,,natdrlichen” rekursiven Form dargestellt (b6se Zungen behaupten, dal’ nur eine nicht-
rekursive Form entwickelt wurde, weil die Programmiersprache FORTRAN 77 als erste und be-
liebteste Implementierungssprache keine Rekursion unterstiitzt). Fir seine Beschreibung sind
folgende Bezeichner nétig:

k aktueller Level, k& = 0 bezeichne das Grobgitter, k& = k4. das feinste Gitter
ul, vi (naherungsweise) Losung nach j Glattungsschritten

u; (n&herungsweise) Losung

d; Defekt

Man beachte, dal? im Gegensatz zur bisherigen Formulierung die Probleme abhangig von dem
Level formuliert sind.
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Ubergabeparameter k,uy, by,
Rickgabewert uj
Aufruf MEHRA TTER(kpmaz, 0, bk, .. )

1. Rekursionsabbruch: Falls das aktuelle Gitter das Grobgitter ist (¢ = 0), ldse das
Grobgitterproblem exakt und gebe die Lésung zurtick.

* —1
ug —AO bo

2. Sonst fuhre die folgenden Schritte durch:

(&) Wende einen Vorglatter Sy, 1 Mal an:

ufco) =uj
ugj) = Skugfl) firi=1,...,u

(b) Bilde den Defekt:
dk = bk — Akué“)

(c) Wende den Restriktionsoperator zur Transferierung auf das néchstgrébere
Gitter an:
dy_1 = R 'dy,

(d) Fuhre die sogenannte Grobgitterkorrektur durch, d.h. 16se das Problem
approximativ durch rekursiven Aufruf mit p Mehrgitterschritten.

v,io) =0
v = MEHRG TTER(k — 1,v? Vd;_1) firj =1,....p
(e) Prolongiere das Ergebnis zuriick auf Level & und fihre die Defektkorrektur

durch:

p+l _p k (p)
w, o =u + Py

(f) Fuhre nochmals v Glattungsschritte auf diesem Vektor durch und liefere ihn
als Ruckgabewert.

u,(fﬂﬂ) = Sku](:ﬁlﬂ_l) firj=1,...,v
(ntv+1)
return u}’

Algorithmus 2.1: Diskrete Formulierung des Mehrgitter-Algorithmus MEHRA TTER

Der Algorithmus verwendet also als freie Parameter die Wahl des Gléatters und die Anzahl der
jeweils durchgefiihrten Vor- und Nachgléttungsschritte. Der Parameter p steuert die Form der
sogenannten Mehrgitterzyklen. Es sind drei Zyklen gebrduchlich, V (p = 1), W (p = 2) und F.
Der F-Zyklus folgt dem V-Zyklus beim Abstieg und dem W-Zyklus beim Aufstieg.
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Level3 ____

Level 2

Level 1

Abbildung 2.8: Mehrgitter-Zyklen

Zu den Glattungsoperatoren ist zu betonen, dal sie nicht die Lésung glatten, sondern den De-
fekt. AuBerdem werden sie in Abhangigkeit der Parameter p, v nicht bis zur Konvergenz ite-
riert, sondern nur eine feste Anzahl Schritte durchgefuhrt.

Detaillierte Konvergenzbeweise fiir die verschiedenen Zyklen kénnen in [9, 24] nachgeschla-
gen werden. [65] liefert eine gute Ubersicht tiber das Verhalten in Abhangigkeit von den frei-
en Parametern. Zusammenfassend liefern diese Quellen die folgenden Resultate: Die Konver-
genzraten sind im allgemeinen sehr gut und insbesondere unabhéngig von der Gitterweite. Die
Laufzeit ist (bei fester Anzahl Glattungsschritte) linear in der Anzahl der Knoten bzw. Elemen-
te auf dem feinsten Gitter, sofern der Aufwand zur (exakten) Losung des Grobgitterproblems
vernachldssigt werden kann. Somit ist der Mehrgitteralgorithmus ein sehr méchtiges Werkzeug
zur Loésung von Stromungssimulationen mittels Finiter Elemente.

2.3 Gitterglattung

Gitterglattung (nicht zu verwechseln mit der Glattung einer Losung bzw. eines Defekts wah-
rend einer Mehrgitter-Iteration) bezeichnet den Vorgang, ein existierendes Gitter allein durch
(lokale) Koordinatenverschiebung von Knoten so zu verandern, dal3 die einzelnen Elemente im
Mittel eine héhere Qualitét erreichen. Die Konnektivitat eines Gitters ist davon nicht betroffen.
In diesem Abschnitt werden verschiedene Glattungsverfahren vorgestellt.

2.3.1 Knotenbasierte Glattungsalgorithmen

Knotenbasierte Glattungsalgorithmen, wie sie hier betrachtet werden, lassen sich auffassen als
(beliebige) Kombination einfacher Komponenten:

Zielknoten Es mul} unterschieden werden zwischen der Glattung von inneren Knoten (bei der
keine Positionen aullerhalb des Gebiets generiert werden dirfen), und der Glattung von
Randknoten, bei denen eine Riickprojektion der neuen Position auf den Rand nétig ist.

Globaler oder lokaler Zugang Einfache Algorithmen verwenden Punkte aus der lokalen Nach-
barschaft zur Berechnung neuer Positionen. Globale Ansétze minimieren Energien (s.u.),
die tiber dem gesamten Gitter definiert sind.

Lokale Gewichtung, Trager Bei lokalen Ansétzen existieren sehr viele Freiheitsgrade in der
Wahl der Gewichtung der einzelnen Knoten der Nachbarschaft, die zur Berechnung der
neuen Position kombiniert werden.
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Jacobi oder Gauss-Seidel Die Unterscheidung zwischen Jacobi-artigen Glattern und Glattern
vom Gauss-Seidel-Typ besteht darin, daB erstere erst alle neuen Positionen berechnen,
und dann alle Koordinaten im Netz tatséchlich &ndern. Letztere verwenden zur Berech-
nung neuer Positionen bereits bekannte neue Koordinaten fir Punkte in der Nachbar-
schaft.

In den folgenden drei Abschnitten werden zunéchst einige Ansétze vorgestellt, ihre Eigen-
schaften analysiert und Vor- und Nachteile gegentibergestellt. Im letzten Kapitel der Arbeit (s.
Kap.[5.3) werden einige Operatoren experimentell analysiert.

Der Laplace-Operator Der Laplace-Operator berechnet die heuen Koordinaten p .., €ines
Knotens p nach folgender Vorschrift:

«
Pneu ‘= (1 - 04) P+ m Z q; (210)
q;€Adj(p)

Dabei ist o € [0; 1] ein Gewichtsfaktor, der die lineare Interpolation zwischen alter und neuer
Position steuert. Die Menge Adj(p) enthalte fur jeden Knoten p die Knoten, die mit p durch
eine Kante verbunden sind.

Die Position jedes Knotens wird also auf den Mittelwert aller durch eine Kante benachbar-
ten Knoten gesetzt. Dieses Verfahren arbeitet rein heuristisch, hat keinerlei Kontrolle auf die
Qualitat des Gitters und neigt dazu, an konkaven Randern invertierte Elemente zu erzeugen.
Abbildung(2.9/zeigt ein Beispiel fir dieses Verhalten.

Abbildung 2.9: Beispiel fur Elementinvertierungen beim Laplace-Operator

Es wurden mehrere Techniken vorgeschlagen, mit der die Laplace-Gl&ttung stabilisiert wer-
den kann. Die Kernidee ist jeweils, parallel zur Knotenverschiebung Qualitatstests (s. Kap.
4.4) durchzufiihren und so Elementinvertierungen zu vermeiden. In der Literatur werden diese
Ansitze unter dem Begriff ,,smart laplace” zusammengefalt. Eine Ubersicht bietet beispiels-
weise [46]. Ein vollkommen anderer Ansatz wird in [38, 39] verfolgt: Der Autor &Rt zundchst
Elementinvertierungen zu und verwendet algebraische Methoden, um Hexaedergitter zu ,.ent-
wirren” (engl. mesh untangling). Er schreibt jedoch selbst, dall diese Idee zwar vielverspre-
chend, jedoch noch nicht in allgemeinen Féllen anwendbar ist.

In konvexen Geometrien und als Komponente spezialisierter Algorithmen spielt die Laplace-
Glattung trotz ihrer Nachteile eine wichtige Rolle. Insbesondere eignet sich der Laplace-Operator



2.3. GITTERGLATTUNG 29

zur Glattung von Gittern, die durch Elementunterteilungen aus bereits existierenden ,,guten”
Gittern entstehen, da in diesem Fall das Risiko, invertierte und deformierte Elemente zu pro-
duzieren, geringer ist.

Der Umbrella-Operator Im Bereich des multiresolution modelling wird die Frage unter-
sucht, wie ein geometrisches Objekt, beispielsweise gegeben als Oberflachentriangulierung, in
verschiedenen Aufldsungen dargestellt werden kann. Der englische Fachbegriff fiir diese Auf-
gabe lautet remeshing. In seiner Dissertation (s. [40]) hat Kobbelt den sogenannten Umbrella-
Operator hergeleitet und analysiert. Nach meinem Kenntnisstand wird dieser Operator bisher
allein zur Qualitatsverbesserung von einzelnen Oberfldchennetzen innerhalb einer multireso-
lution-Darstellung angewendet. In dieser Arbeit wurde daher seine Eignung zur Glattung von
Finite-Elemente-Gittern experimentell untersucht.

Zur Herleitung des Operators betrachtet man die Spannungsenergie F; und die Biegeenergie
Erp (engl. membrane and thin plate energy) einer Oberflache:

En(f) = / P Erplf) = / P2 2f2 4 2

Gesucht ist eine Funktion (d.h. eine parametrische Darstellung der Oberflache iber einem 2D-
Gebiet I x J)
flu,v), f:IxJ—R3,

die diese Energien minimiert. Mit Variationsrechnung laRt sich das Problem umformulieren zu
den Euler-Langrange-Gleichungen

Af = fuu + fvv =0 (2.11)

bzw.

Azf = fuuuu + 2fuuvv + fvvvv =0 (212)

Schon einfache Oberflachen sind in der Regel nicht geschlossen isoparametrisch (d.h. unter
Beibehaltung der L&ngen- und Winkelverhaltnisse) parametrisierbar, man betrachte als Bei-
spiel die Aufgabe, die Erdkugel auf die 2D-Flache einer Landkarte zu projizieren. Daher wird
zur Diskretisierung dieser Gleichungen mit dividierten Differenzen eine lokale Parametrisie-
rung in der Umgebung eines Punktes p gesucht. Kobbelt zeigte, dal unter Verwendung der
Parametrisierung (n sei die Valenz von p)

(uj,v) = <cos(27r;),sin(27r;)> , i=1,...,n—1 (2.13)

die diskrete Version des Laplace-Operators A f aus Gleichung [2.11 gerade der Umbrella-

Operator
1
Up)=— > a-p (2.14)

q;€Adj(p)

ist. Rekursive Anwendung liefert eine Diskretisierung fur Gleichung 2.12.
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Abbildung 2.10: Der Umbrella-Operator

Eine modifizierte Formulierung des Operators aus [41] wird auch als density weighted umbrella
operator bezeichnet. Dabei bezeichnet d; die mittlere Lange aller Kanten, die von q; ausgehen:

a
Prevw = (1 —a)p + 1. Z d;q; (2.15)

7 q;eAdj(p)

Im wesentlichen handelt es sich um einen Laplace-Operator, der durch geeignete Wahl der Ge-
wichte das Verhéltnis der Kantenlédngen in einem Punkt ann&hernd erhélt. So wird eine Hau-
fung von Punkten verhindert. Der Dampfungsfaktor « steuert das Gewicht der urspriinglichen
Position, eine initiale Wahl von « = 0.5 bietet sich an.

In [41] wird die Wirkungsweise dieses Operators auf das remeshing polygonaler Oberflachen
untersucht. Im Rahmen dieser Arbeit wurden numerische Experimente zur Wirkungsweise des
Operators zur Glattung von Finite-Elemente-Diskretisierungen vorgenommen. Die Ergebnisse
finden sich in Kapitel 5.3.

Beispiele Die Abbildungen [2.11, 2.12 und |2.13 verdeutlichen die Unterschiede zwischen
dem Laplace-Operator und dem Umbrella-Operator:
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Abbildung 2.11: Ausgangssituation: ungeglattetes Gitter
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Abbildung 2.13: Dreimalige Anwendung des Umbrella-Operators auf alle inneren Knoten

2.3.2 Randglattung

Randgléttung bezeichnet den Vorgang, die Menge der Seitenflaichen von Hexaedern, die mit
ihren vier Knoten auf einem Rand liegen, zu glétten. Hierzu kdnnen offenbar alle bisher vorge-
stellten Techniken verwendet werden. Die einzige ntige Modifikation besteht in der geénder-
ten Definition des Tragers: Anstatt als Nachbarknoten die Knoten zu verwenden, die mit einer
Kante verbunden sind, werden die Knoten verwendet, die mit einer Kante verbunden sind und
auf demselben Rand liegen.

Dieses Vorgehen stellt allerdings nicht sicher, dal? die neu berechneten Knotenpositionen geo-
metrisch auf dem Rand liegen. Nach der Anwendung einer Randglattung muf also eine Pro-
jektion (s. Kap.|3.4) der Punkte zuriick auf den Rand erfolgen.

Die Randglattung wird in dieser Arbeit bei der Definition eines robusten Projektionsalgorith-
mus (s. Kap. 3.4.3) eine wichtige Rolle spielen.
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2.3.3  Weiterfihrende Anséatze

Eine Mdglichkeit besteht darin, die Glattung als Optimierungsaufgabe zu formulieren. Mini-
miert wird eine globale Gitterfunktion, beispielsweise die Winkelabweichung oder jede andere
zur Verfiigung stehende Qualitatsmetrik (s. Kap. 4.4). Beispiele finden sich in [37,38].

Physikalische Modelle interpretieren beispielsweise die Kanten als Federn zwischen Knoten
und minimieren dann die Spannungsenergie all dieser Federn, gesucht wird also ein Gleichge-
wichtszustand fur das Gitter (s. [42]).

Eine weitere Idee besteht darin, Elemente auf Referenzelemente in der Ebene oder im Raum zu
transformieren, die nicht verzerrt sind. Es wird also in zwei Koordinatensystemen gearbeitet,
die Uber die Jacobi-Transformation ineinander umgerechnet werden kénnen. Integriert man nun
Teile dieser Jacobi-Matrix (engl. deformation gradient) in den Glétter, so ergeben sich Glatter
auf der Basis von partiellen Differentialgleichungen. Der Prototyp all dieser Techniken wurde
schon 1967 von Winslow vorgeschlagen (s. [64]), neuere Verdffentlichungen wie [26] zeigen
die unverminderte Aktualitat dieser Ansatze.

Alle weiterfuhrenden Ideen erfordern im Vergleich zu den einfachen koordinatenbasierten
Glattungsoperatoren einen deutlich héheren Aufwand und sind somit rechenzeitintensiver.



Kapitel 3

Oberflachentriangulierungen und
Projektionstechniken

3.1 Oberflachentriangulierungen: Grundlagen

3.1.1 Definitionen

Dieser Abschnitt listet in gebotener Kiirze notwendige Definitionen und Zusammenhéange auf.
Die Darstellung basiert auf den Lehrbilichern [1,16,17,19, 30].

DEFINITION 3.1 (DREIECK)
Ein Dreieck T ist die konvexe Hulle dreier beliebiger nicht kollinearer Punkte p1,p2,p3 € R™.
Die Punkte heiBen auch Ecken oder Knoten. Die Strecken p;p; (i,j € {1,2,3},7 # j)
werden als Kanten bezeichnet. Kanten sind somit konvexe Hullen zweier verschiedener
Knoten.

DEFINITION 3.2 (OBERFLACHENTRIANGULIERUNG)
Eine Menge T' = {T3,...,T,,} von Dreiecken heilt Triangulierung (engl. triangulati-
on), wenn flr i # j, 4,5 € {1,...,m} einer der drei folgenden Félle gilt:
(i) ;NT; =2
(if) T; N T} ist ein Knoten
(iii) T; N T ist eine Kante
Triangulierungen werden auch als Dreiecksnetze bezeichnet. Eine Triangulierung heif3t
geschlossen, wenn jede Kante im Schnitt von genau zwei Dreiecken liegt. Eine Triangu-

lierung heilRt Oberflachentriangulierung eines Volumens (engl. surface triangulation),
wenn sie geschlossen ist und die Oberflache des Volumens vollstédndig abdeckt.

33
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Eine Oberflachentriangulierung ist somit eine stiickweise lineare, global stetige Beschreibung
einer geschlossenen Flache im Raum. Hohere Differenzierbarkeit ist im Kontrast zu beispiels-
weise Spline- oder Unterteilungsflachen nicht méglich. Andererseits kann eine eine glatte Fla-
che bzw. eine gegebene Kriimmung beliebig gut approximiert werden, wahlt man als Kriteri-
um zur Approximationsglite beispielsweise die Winkelabweichung zweier benachbarter Punkte
auf der Flache. Oberflachentriangulierungen sind die vielseitigste Reprasentationsform zur Be-
schreibung geometrischer Objekte und werden in der Praxis hdufig als Approximation einer
gegebenen Flache hdéherer Ordnung verwendet, moderne Grafikkarten stellen beispielsweise
dreidimensionale Szenen nur als Menge von Oberflachentriangulierungen dar.

3.1.2 Datenstrukturen

Dreiecksnetze sind im wesentlichen nichts anderes als (simpliziale) Zellzerlegungen, somit
stehen alle fiir diese Strukturen aus der Computergrafik bekannten Reprasentationen zur Verfii-
gung. Hier sollen nur einige Anséatze vorgestellt werden, tiefergehende Informationen kénnen
jedem der genannten Lehrbicher Gber Computergrafik und geometrisches Modellieren ent-
nommen werden.

In der Listendarstellung werden alle Dreiecke durch Angabe der kartesischen Koordinaten
ihrer drei Eckpunkte in einer linearen Liste gespeichert. Diese Datenstruktur benétigt viel
Speicherplatz fir redundante Informationen, da alle Eckpunkte mehrfach explizit aufgelistet
werden. Trotzdem wird sie beispielsweise im DXF-Dateiformat [3] verwendet.

Als Standardformat durchgesetzt hat sich die sog. shared vertex Darstellung. Hier werden die
Koordinaten der Eckpunkte in einer Liste gehalten und die Dreiecke in einer anderen, wobei zu
jedem Dreieck nur noch Verweise auf die drei Punkte in der anderen Liste gespeichert werden.
Dieses Format enthélt keine Redundanz mehr.

Der Vorteil beider Strukturen besteht in der dynamischen Modifizierbarkeit, der Hauptnachteil
besteht darin, da zur Bestimmung von Nachbarschaftsbeziehungen lineare Zeit pro Dreieck
notig ist. Ein Ausweg ist die (leider statische) directed edges Datenstruktur (s. [10]), einer
Modifikation der shared vertex Darstellung, die mit nur geringem zusatzlichen Speicherplatz-
bedarf den Zugriff auf Nachbarschaftsinformationen in konstanter Zeit bietet. Andere Alter-
nativen, beispielsweise Zellinzidenzgraphen auf der Basis doppelt verketteter Listen oder die
winged edge Datenstruktur (s. [1]) bendtigen im Vergleich dazu deutlich mehr Speicherplatz,
um Nachbarschaftsanfragen effizient beantworten zu kénnen.

3.2 Oberflachentriangulierungen: Wichtige Hilfsmittel

Dieses Kapitel listet einige Formeln und Zusammenhange auf, die flir Operationen auf Drei-
ecksnetzen in den folgenden Kapiteln bendtigt werden. Die elementaren Beweise finden sich
in jedem guten Lehrbuch Gber analytische Geometrie.
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3.2.1 Schnittprobleme

DEFINITION 3.3 (BARYZENTRISCHE KOORDINATEN)

Die Koeffizienten (A1, ..., A,,) einer Linearkombination

m

=1
mit einem beliebigen Erzeugendensystem {vi,...,v,,} C R”™ heifen baryzentrische
Koordinaten des Punktes v bezogen auf die aufspannenden Vektoren v, ..., v,,. Gilt
zusétzlich

m
0<A<1 Vie{l,...om}und Y X =1
=1
so spricht man von einer Konvexkombination.

Angewendet auf den Spezialfall eines Dreiecks im Raum bedeutet diese Definition:

e Die aufspannenden Vektoren fur ein Dreieck sind gerade die (Ortsvektoren der) Eck-
punkte p1, p2, p3. Man beachte, daB in der Definition von einem Erzeugendensystem
die Rede ist, nicht notwendig von einer Basis.

e Die Eckpunkte des Dreiecks haben die baryzentrischen Koordinaten (1,0, 0), (0, 1,0)
und (0,0, 1). Dies liest man an Gleichung 3.1 ab.

e Die Umrechnung der beiden Koordinatensysteme ineinander ist ebenfalls durch Glei-
chung 3.1 festgelegt.

e Die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes im Dreieck sind lineare Funktionen. Auf
der Geraden durch ps und ps gilt Ay = 0. FUr alle Punkte p, die auf der gleichen Seite
dieser Geraden liegen, hat A\ gleiches Vorzeichen. Insbesondere gilt Ay > 0 flr alle
Punkte, die auf der gleichen Seite liegen wie p1. Entsprechendes gilt fur die Punkte p-
und p3 mit ihren gegendberliegenden Seiten.

e Reduziert man das Erzeugendensystem auf eine Basis, flr ein Dreieck also auf zwei
Kantenvektoren, so gelten diese Beobachtungen natirlich nicht mehr. Dafir lassen sich
andere Resultate wesentlich einfacher herleiten. Die folgenden Abschnitte verwenden
beide Varianten.

Aus diesen Bemerkungen folgt direkt die wichtige Beobachtung:

FOLGERUNG 3.4
Ein Punkt liegt genau dann im Inneren eines Dreiecks, wenn seine baryzentrischen Ko-
ordinaten bezliglich des Dreiecks eine Konvexkombination bilden.
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Schnitt Gerade-Dreieck

SATZ 3.5 (SCHNITT STRAHL-DREIECK)
Der Schnittpunkt s im R? einer Gerade g : {a + yb} mit einem Dreieck gegeben durch
die Eckpunkte p1, p2, p3 ergibt sich aus der Losung («, 3, ) des linearen Gleichungs-
systems

p1 +a(p2 —p1) + B(ps —p1) =a+b (3.2)
wie folgt:

1. Falls Gerade und Dreieck nicht parallel sind, liegt genau dann ein Schnittpunkt vor,
wenn a, B € [0, 1] mita + 5 = 1.

2. Dann erhalt man die Koordinaten des Schnittpunkts durch Einsetzen in die Gera-
dengleichung g.

Gleichung (3.2) ist ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekann-
ten. Unter der Nichtparallelitatsbedingung hat es vollen Rang, sonst ist das Schnittproblem
trivial 16sbar. Anschaulich passiert folgendes: Zuerst wird die Gerade mit der Ebene geschnit-
ten, die vom Dreieck aufgespannt wird. Dieser Test liefert unter obiger Voraussetzung immer
einen Schnittpunkt. Dann werden die Koeffizienten des Schnittpunkts als baryzentrische Ko-
ordinaten bzgl. des Dreiecks aufgefalt, um zu testen, ob er im Inneren des Dreiecks liegt. Die
Berechnung der Schnittkoordinaten ist dann trivial. Wird zuséatzlich eine Vorzeichenbedingung
an ~ vorgeschrieben, so wird der Schnittpunkt eines Dreiecks mit einem Strahl von a in Rich-
tung b bzw —b berechnet. Dieses Verfahren ist sehr effizient, weil auRer der Ldsung eines
3 x 3-Systems (beispielsweise mit der Cramerschen Regel) wesentlich nur Vergleiche anfallen.

Odd-Even-Test

Um fur einen beliebigen polygonal berandeten Koérper K und einen Punkt p festzustellen, ob
p im Inneren von K liegt, hat sich das folgende Zahlverfahren durchgesetzt:

SATZ 3.6 (PUNKT-IN-VOLUMEN-TEST)
Sei r # 0 ein beliebiger Vektor.
Wenn die Anzahl der echten Schnittpunkte (d.h. ohne Beriihrungspunkte) des Strahls
s:{p+9r, ~ >0} mitdem Rand von K gerade ist, so liegt p auerhalb von K, ist
sie ungerade, so liegt p innerhalb von K.

Abbildung 3.1: p liegt im Inneren, weil die Anzahl der Schnittpunkte ungerade ist
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Da es sich in der Praxis fiir den dreidimensionalen Fall als nichttrivial herausstellt, alle mégli-
chen auftretenden Sonderfélle zu berticksichtigen, kann folgende Heuristik verwendet werden:
Das obige Verfahren wird mehrmals mit jeweils neuem, randomisiert gewahlten Strahl durch-
geftihrt und anschlielend eine Mehrheitsentscheidung getroffen.

Fur Kérper, deren Oberflache durch ein geschlossenes Dreiecksnetz gegeben ist, muB lediglich
Gleichung 3.2/fir jedes Dreieck in der Oberflachentriangulierung geldst und die Trefferzahlen
aufsummiert werden. Effizientere Techniken, die nicht alle Dreiecke testen, wenn bereits vor
dem Test sicher ist, daB kein weiterer Treffer hinzukommt, werden in Kapitel|3.3 vorgestellt.

3.2.2 Abstandsprobleme

Abstande sind im Kontext dieser Arbeit immer euklidisch zu verstehen:

DEFINITION 3.7 (ABSTAND)
Ein Punkt p € R? hat von einem anderen Punkt q € R? den kiirzesten Abstand d, wenn
gilt:
d:=|lp—qll <[[p'—dl| furallep’eR’\ {q}

Liegt p auf der Oberflache .S eines Volumens im Raum, so heiflst p Lotfullpunkt von q
auf S.

Krzeste Abstande sind immer eindeutig, der Punkt, in dem der kiirzeste Abstand angenommen
wird, ist in der Regel jedoch nicht eindeutig bestimmt. Ein Beispiel zeigt Abbildung 3.2. Dies
wird sich als Hauptnachteil fiir eine der folgenden Projektionstechniken erweisen.

q » 3

p2

Abbildung 3.2: Beispiel fur nicht eindeutig bestimmte Lotfupunkte: p1, p2, ps sind gleicher-
maRen Lotfulpunkte von q auf S.

Im Bezug auf Dreiecksnetze stehen fiir die Lage des LotfuRpunktes drei Mdglichkeiten zur
Verfligung:

1. Eckpunkte
2. Punkte auf Kanten

3. Punkte im Inneren eines Dreiecks
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Experimente mit Dreiecken, die stark unterschiedlich lange Kanten haben, zeigen, daf die
naheliegenden Heuristiken, beispielsweise den geometrischen Mittelpunkt des Dreiecks oder
Kantenmittelpunkte als approximierten Lotfulpunkt zu verwenden, zu falschen Ergebnissen
fuhren. Deshalb wird der kiirzeste Abstand eines Punktes g zu einer Oberflachentriangulierung
T ={T,...,T,} wie folgt exakt berechnet:

Iteriere Uber alle Dreiecke T;; € T
1. berechne die Normale n; des Dreiecks T; als Kreuzprodukt zweier Dreiecksseiten

2. lose das Strahl-Schnitt-Problem mit Gleichung 3.2 fir das Dreieck T; und die
Gerade g : {q + an;}

3. berechne Abstand und LotfuBpunkt durch Einsetzen in die Geradengleichung
4. berechne fiir jede Kante von T; den Lotfulpunkt

5. ist ein kirzerer Abstand als bisher gefunden, so speichere diesen als neues Zwi-
schenergebnis

Algorithmus 3.1: Berechnung der Lotfulpunkte auf einer Oberflachentriangulierung

Schritt (2) fuhrt immer dann zum Erfolg, wenn der Ausgangspunkt innerhalb des ,,dreiecksfor-
migen Zylinders” Gber dem Dreieck im Raum liegt. Ist so ein LotfuBpunkt gefunden, so kann
der Algorithmus beendet werden, da es sich automatisch um den kiirzesten Abstand handelt.
Andernfalls muR der kiirzeste Abstand auf einer der Dreieckskanten angenommen werden.
Dies ist aber das aus der Schulmathematik bekannte Problem der Berechnung des LotfuRpunk-
tes auf einer Geraden — kombiniert mit der Einschrankung des Parameterwertes auf die Lange
der Kante — und kann durch einfache Formelauswertung geldst werden. Der gesamte Algo-
rithmus ist somit korrekt. Die Laufzeit setzt sich zusammen aus der Zeit zur Lésung eines
3 x 3-Systems und zur Berechnung von sechs Skalarprodukten. Sonst fallen nur Vergleiche an,
die Normale des Dreiecks sollte — wird dieser Algorithmus haufig angewandt — vorberechnet
werden.

Fur Oberflachentriangulierungen kann der Algorithmus linear fur jedes Dreieck aufgerufen
werden, alternativ sollte eine der Suchdatenstrukturen aus dem néchsten Abschnitt verwendet
werden.

3.3 Effizientere Datenstrukturen und Algorithmen

Ziel dieses Abschnitts ist es, fir die im vorherigen Kapitel entwickelten Algorithmen effizi-
entere Datenstrukturen anzugeben, um die lineare Suche zu vermeiden. Ausgangspunkt ist die
folgende Beoachtung: Alle Verfahren (Schnitt Strahl-Dreieck (Satz 3.5), Punkt-in-Volumen-
Test (Satz(3.6) und Abstandsberechnung (Algorithmus/3.1)) lassen sich auf das Problem redu-
zieren, fur einen gegebenen Strahl und eine Menge von Objekten (Dreiecken) die Teilmenge
der Objekte zu bestimmen, die vom Strahl getroffen wird. Dies wiederum ist in der Computer-
grafik, insbesondere im ray tracing, ein sehr detailliert untersuchtes Grundproblem. Wichtige
Grundlagen und eine hocheffiziente Datenstruktur fur dieses Kernproblem werden nun vorge-
stellt.
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Anstatt also fur jede Anfrage linear Uber das gesamte Dreiecksnetz zu iterieren, wird vorab
fiir das Netz eine solche Suchdatenstruktur aufgebaut. Sie liefert bei Eingabe eines Strahls alle
Dreiecke (oder alle Punkte), die vom Strahl auf dem Dreiecksnetz getroffen werden. Diese Er-
gebnisse kénnen dann nachbearbeitet werden, um die konkrete Anfrage zu beantworten. Diese
Suchdatenstrukturen sind also optimiert auf Antwortzeiten und nicht auf geringen Speicher-
platz.

3.3.1 Flache und hierarchische Strukturen

Alle Suchdatenstrukturen enthalten als Kernidee die rdumliche Unterteilung (engl. spatial sub-
division) des zu durchsuchenden Gebiets in kleinere Teilgebiete. Das heuristische Ziel ist es
dabei, nur noch wenige vergleichbar teure Schnitte zwischen Objekt und Strahl durchzufiihren,
weil eine kleinere Region weniger Objekte enthélt. Stattdessen kommen heuristisch insgesamt
billigere Zusatzkosten fur die Entscheidung, ob ein Teilgebiet weiter untersucht werden muf,
hinzu. Daher wird man die Teilgebiete mdglichst einfach wahlen.

Es werden zwei grofle Klassen von Verfahren unterschieden, flache und hierarchische Struk-
turen.

Flache Strukturen kdnnen in zwei Untergruppen unterteilt werden: Raumorientierte und objek-
torientierte Partitionen. Beispiele fiir raumorientierte Partitionen sind:

uniforme Gitter: Ein rechteckiges Teilgebiet der Ebene, das alle zu untersuchenden Objek-
te umfafdt, wird durch ein reguléres Gitter zerteilt. Beim Aufbau der Suchdatenstruktur
wird flr jede dieser Zellen gespeichert, ob und wenn ja welche Teilobjekte sie enthélt.
Der Durchlauf durch ein reguléres Gitter kann inkrementell (s. [19]) und damit effizi-
ent implementiert werden. Jede traversierte Zelle des Gitters wird getestet, dies ist sehr
einfach moglich. Ist eine Zelle leer, muB sie nicht weiter betrachtet werden.

Voxelzerlegungen Dies ist die Analogie zu regulédren Gittern in 3D. Aufbau und Traversierung
lassen sich einfach Ubertragen.

Makrozerlegungen Hier werden rechteckige oder quaderférmige maximale Teilgebiete des
Raums gesucht, die leer sind. Der Aufbau der Datenstruktur ist komplizierter, dafur wird
heuristisch deutlich weniger Speicher benétigt.

Im Gegensatz dazu umhdillen objektorientierte Ansétze (dies hat nichts mit dem bekannten
Programmierparadigma gleichen Namens zu tun) die gegebenen Objekte mit geometrisch ein-
facheren Objekten, beispielsweise Kreisen oder Quadern. Ansétze aus dieser Gruppe heiflen
daher auch Hullvolumen-Strukturen. Variationsmdglichkeiten ergeben sich in der Ausrichtung
der Hullvolumina: von achsenparallel tber objektparallel hin zu Hillpolygonen. Hllquader
werden haufig mit dem englischen Begriff bounding box bezeichnet.

Hierarchische Strukturen werden unterteilt in uniforme und nichtuniforme Ansétze, je nach
Struktur der Teilregionen. Uniforme Gitter bzw. Voxelmodelle sind einfach eine hierarchische
Version ihrer flachen Namensgeber, sémtliche Algorithmen lassen sich — erweitert um die hier-
archischen Auf- und Abstiege — Gibernehmen. Beispiele fur nichtuniforme Suchstrukturen sind
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bindre Raumunterteilungen (engl. binary space partition), k- D-Baume und Octrees. Eine um-
fassende Ubersicht iiber die Vor-und Nachteile dieser Strukturen sowie lber einige praktische
Aspekte bietet [12].

3.3.2 Octrees

Octrees sind die Suchstruktur, die die weiteste Verbreitung gefunden hat. Als hierarchische
Struktur sind sie rekursiv definiert:

DEFINITION 3.8 (OCTREE)

Sei S eine Menge von Objekten im Raum, Q = [Zmin(Q), Tmaz (Q)] X [Ymin (Q), Ymaz (Q)] X
[Zmin (@), Zmaz(Q)] der Hullquader von S.

1. Istcard(S) < m fir einen vorher festgelegten Schwellwert (Lastfaktor) m, besteht
der Octree aus einem einzigen Knoten (Blatt), in dem Referenzen auf alle Elemente
in .S sowie auf @) gespeichert sind.

2. Andernfalls besteht der Octree aus einem inneren Knoten mit acht Kindern, von
denen jedes wieder ein Octree ist. Sei (yed; Ymeds Zmed) der Mittelpunkt von Q.
Der Hillguader des inneren Knotens ist ). Die Hillquader der acht Kinder sind
Qijk = Xi xY; x Zpymiti € {LEFT,RIGHT}, j € {DOWN,UP}, k €
{FRONT, BACK?} und

XLEFT = [xmina -’Emed} XRiGHT = [xmed, JJma:z:]
YDOWN = [ymin; ymed] YUP = [ymeda ymaw]
ZFRONT = |2minsZmed] ZBACK = [2med>%mazl-

In den Kindern werden Referenzen auf die Objekte gespeichert, die im jeweiligen
Hullquader Q;; enthalten sind.

In dieser klassischen Definition werden Referenzen auf Objekte also nur in Blattern des Bau-
mes gespeichert. Ein rekursiver Algorithmus zur Konstruktion eines Octrees ausgehend von
einer Menge S ergibt sich direkt aus der Definition.

Es gibt unzahlige Varianten eines Octrees. Als Abbruchkriterium der Rekursion kann beispiels-
weise eine MinimalgroRRe der beteiligten Hillquader oder eine maximale Baumtiefe dienen.
Anstelle der Unterteilung der Hillguader am raumlichen Mittelpunkt kann auch am Mittel der
Objektmittelpunkte unterteilt werden, dies ist sinnvoll bei nichtuniformer Verteilung der Objek-
te. Die einzelnen Bereiche der Kinderknoten sind dann jedoch auch nicht mehr gleichférmig.

Traversierung eines Octrees, Suche Die Suche in einem Octree ist ebenfalls auf viele ver-
schiedene Arten mdglich. In der Literatur wird der ProzeR, alle von einem gerichteten Strahl
durchquerten Teilquader in einem Octree zu finden, auch als octree traversal bezeichnet. Eine
mdogliche Klassifizierung ist die Einteilung in rekursive (top down) und nichtrekursive (bot-
tom up) Strategien. Hier soll ein hocheffizienter parametrischer rekursiver Ansatz vorgestellt
werden, der im Jahr 2000 vorgeschlagen wurde (s. [51]). Weil der Algorithmus in 2D (also
beim Octree-Analogon Quadtree) einfacher zu verstehen ist, wird dieser Fall beschrieben. Die
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Ubertragung in die dritte Dimension ist elementar und kann dem zitierten Aufsatz entnommen
werden.

Die Grundidee des Algorithmus besteht darin, den Strahl r = p + td mit Parameter ¢ > 0,
Startpunkt p und normalisierter Richtung d (d.h. ||d|| = 1) zu parametrisieren:

~(ze(t)\ [Pzt tde
r(t) B <yr(t)> - (Py + tdy) (3.3)
Wie oben sei Q = [Zmin(Q), Tmaz (Q)] X [Ymin(Q), Ymaz(Q)] €in Hillrechteck innerhalb des

Quadtrees. Ein Schnitt zwischen @ und r tritt genau dann auf, wenn es mindestens ein ¢ gibt,
so daf

xmzn(Q) S xr(t) < xmax(@) und ymzn(Q) S yr(t) < ymam(Q) (34)

Mit o min(Q), tzmaz(Q), ty,min(Q), tymaz(Q) werden die Parameterwerte bezeichnet, fir
die der Strahl r das Hullrechteck @ betritt bzw. verlait. Sie lassen sich wie folgt berechnen:

tm,min(Q) = ($mzn<Q) - p:c)/da: ta:,max(Q) = (xmax(Q) - px)/dx (3 5)
ty,min(Q) = (ymm(Q) - py)/dy t%max(Q) = (ymam(Q) —py)/dy .

Diese Werte werden zu Beginn des Algorithmus fiir den Wurzelknoten des Quadtrees berechnet
und danach inkrementell aktualisiert. Bei klassischer Unterteilung am Mittelpunkt des umhal-
lenden Rechtecks gilt gerade fur j € {UP, DOW N }:

tm,min(QLEFT,j) = tm,min(Q)
tm,max(QLEFT,j) = ta:,min(QRIGHT,j) = (tx,maz(Q) - tx,mzn(Q))/2 (36)
t:c,max(QRIGHT,j) = t:c,ma:v(Q)

Die Beziehungen fiir die y-Koordinate ergeben sich analog.

Mit Hilfe all dieser Beziehungen kann nun die Ausgangsgleichung 3.4/ parametrisiert umge-
schrieben werden:

rNQ #0 < 3t > 0mittymin(Q) <t < tymazr(Q)UNd ty 1min(Q) <t < tymas(Q) (3.7)
Mit der vereinfachenden Schreibweise
tmin(Q) = max(te,min(Q), tymin(Q))  tmaz(Q) = min(tz,maz(Q), tymaz(Q))
ist Gleichung 3.7 aquivalent zu

rNQ # 0 < tmin(Q) < tma(Q) (3.8)

Wenn diese Bedingung erflllt ist, korrespondieren alle Parameterwerte ¢ aus dem Interval
[tmin (@), tmaz (@) Mit Punkten (z,(t), y-(t)), die im Inneren von @ liegen, und umgekehrt.
Ist die Bedingung nicht erfiillt, kann es keinen Schnitt geben.

Nach diesen Vorarbeiten kann der Algorithmus zusammengefalit werden:
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1. Berechne die vier Werte t; min(Q), tzmaz(Q);s ty,min(Q), ty maz(Q) flr die
Wurzel des Baumes.

2. Werte die Bedingung 3.8 fiir die Wurzel aus, ist sie nicht erfiillt, schneidet der
Strahl keines der Objekte im Quadtree, der Algorithmus gibt also die leere Menge
zurlick.

3. Werte rekursiv die vier Kinderknoten der Wurzel mit inkrementell berechneten
Parameterwerten aus:

4. lst ein so nicht verworfener Knoten Blatt, so flige die dort referenzierten Objekte
der Ergebnisliste hinzu.

5. lIst ein so nicht verworfener Knoten innerer Knoten, so werte ihn rekursiv aus.

Algorithmus 3.2: Parametrischer Durchlauf durch einen Quadtree

Der nachste Schritt besteht darin, die Zellen zu bestimmen, die von einem Strahl durchquert
werden. Dies erfolgt in zwei Schritten:

1. Bestimme den ersten Teilknoten, der vom Strahl getroffen wird.

2. Fur jeden getroffenen Knoten, wahle den nachsten Knoten, solange bis der Parameterbe-
reich des aktuelle Elternknoten (die Wurzel des aktuellen Teilbaumes) verlassen wird.

Der erste Schritt kann wie folgt geldst werden: Zunéchst wird die ,,Eingangskante” fur das ak-
tuelle Rechteck bestimmt. Dies kann sehr elegant durch Vergleiche der Werte ¢, i, (Q) und
ty.min(Q) geschehen, wie in den folgenden Abbildungen skizziert. Jetzt sind noch zwei Kin-
der potentielle Kandidaten, ob eines oder zwei weiter untersucht werden missen, wird durch
Vergleiche dieser Werte mit den Parameterwerten des Mittelpunkts des aktuellen Elternknoten
entschieden. Die Skizzen|3.3 und 3.4 verdeutlichen das Vorgehen. Der gesamte Entscheidungs-
prozel kann sehr effizient in einen Bitvektor der Lange 4 (bzw. 8 beim Octree) codiert werden,
um die rekursive Weiterauswertung zu steuern.

/ 3 3 t_x_med /:o”

/

tx_mid
QLu -7  QRU

t_y_med
t_y_mid

t_y_min
QLD QRD QLD QRD

t_x_min

ty_min

Abbildung 3.3: Traversierte Kindknoten im Fall ¢, ,in (Q) > ty min(Q)
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/' o ty_med

QLD Q_RD QLD QRD
. ty. M
t_y_min

t_x_med

t x min

Abbildung 3.4: Traversierte Kindknoten im Fall £, ,in (Q) > tz.min(Q)

Der zweite Schritt, die Bestimmung des néchsten Knotens, kann &hnlich angegangen werden,
nur daB die ,,Austrittskanten” gesucht sind und entweder ein weiterer Kindknoten untersucht
werden muf3 oder der Parameterbereich des Elternknotens verlassen wird. In [51] ist hierzu ein
endlicher Automat angegeben, der alle auftretenden Félle beinhaltet und in einer Implementie-
rung nur in eine grofRe Fallunterscheidung Ubersetzt werden muf3.

Die Implementierung dieses Algorithmus ist einfach, und er zahlt zu den schnellsten Suchalgo-
rithmen fiir allgemeine, klassische Octrees. Probleme hinsichtlich der numerischen Stabilitét
und dem Auftreten von Rundungsfehlern sind nicht zu erwarten, weil der gesamte inkrementel-
le Aktualisierungsprozel3 durch Divisionen erfolgt, die im Gegensatz zu Additionen numerisch
stabil sind.

3.3.3 Probleme in der praktischen Umsetzung

Ein Hauptproblem der klassischen Definition tritt auf, wenn beim Unterteilen eines Hullqua-
ders Objekte am Rand eines oder mehrerer Kindknoten ,,iberstehen”, d.h. nicht komplett in
einen der neuen Hullquader passen. Hierzu wurde in dieser Arbeit mit funf verschiedenen heu-
ristischen Losungsansatzen experimentiert:

Abbruch Breche die rekursive Unterteilung ab, wenn ein Objekt nicht in den Wurzelknoten
des aktuellen Teilbaums pafdt. Diese Technik ist offensichtlich zu unperformant, da sich
schnell Beispiele konstruieren lassen, fir die schon die Wurzel nicht mehr unterteilt wird.

geordnete Einfachreferenzierung Das nicht passende Objekt wird im ersten Kind gespei-
chert, in dessen Hullquader es teilweise palit. Diese Technik ist nicht mit dem effizienten
parametrisierten Suchalgorithmus kombinierbar, da der passende Kindknoten bei ,,unge-
eigneten” Strahlrichtungen nicht traversiert wird.

Mehrfachreferenzierung mittels tberlappender Hullquader Hier wird das Objekt in allen
Kindknoten gespeichert, in die es teilweise pal3t. Die Hillquader der Kindknoten wer-
den angepal’t, so dal sie weiterhin alle reprasentierten Objekte enthalten. So Uberlappen
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sich benachbarte Hillquader. Die Invariante des klassischen Octrees, dal3 ein Wurzel-
quader eines Teilbaums alle Kindquader enthélt und diese in ihrer Vereinigung genau
den Wurzelguader ergeben, bleibt erhalten. Die inkrementelle Aktualisierung der Such-
Parameterwerte bleibt erhalten, die angegebenen Methoden zum Auffinden des ersten
und néchsten traversierten Teilknotens miissen jedoch aktualisiert werden, da die Verei-
nigung der Kindquader nicht mehr disjunkt ist. Darunter leidet die Effizienz des Verfah-
rens. Die Implementierung ist recht komplex, da im worst case alle 8 Teilquader getestet
werden mussen.

innere Referenzierung Die Definition des klassischen Octrees wird dahingehend relaxiert,
dal auch in inneren Knoten Objektreferenzen gespeichert werden durfen. Nicht passende
Obijekte werden so nicht in Kindern, sondern direkt im aktuellen Wurzelknoten abgelegt.
Die Invariante bleibt gultig. Bei der Traversierung wird neben dem rekursiven Aufruf
eine lineare Suche auf den lokal gespeicherten Objekten durchgefiihrt. Um die Effizienz
zu erhohen, kdnnen diese Objekte noch mit einer objektorientierten (eine raumorientierte
wird gerade scheitern) flachen Suchheuristik (s.0.) umhiillt werden.

Zerteilung Die unpassenden Objekte werden zerteilt, so daf3 ihre einzelnen Bestandteile klas-
sisch veiterverarbeitet werden konnen. Dieses Verfahren 4Rt die Aufbauzeit flir den Oc-
tree bei ,,schlechten” Modellen explodieren, und die Tiefe (und damit die zu erwartende
Antwortzeit des Suchalgorithmus) steigt schnell an. Analytisch ist dies jedoch die einzi-
ge Mdoglichkeit, die klassische Definition einzuhalten.

Experimente zeigen, daB die Zerteilungsvariante bei den verwendeten Testobjekten nicht mit
der inneren Referenzierung konkurrieren kann. Eine detailiertere Betrachtung ergibt schnell
den Grund: Oberflachentriangulierungen praktisch relevanter Geometrien zeichnen sich durch
stark variierende DreiecksgroRen aus: wenige grof3e Dreiecke gentligen zur Modellierung ebe-
ner Teilflachen, wéhrend die Approximation stark gekrimmter Bereiche viele kleine Dreiecke
impliziert. Als Beispiel betrachte man die Oberflachentriangulierung des Automodells aus Ab-
bildung 3.7, und hier insbesondere die Bereiche um die Seitentiiren und die Frontpartie. Ob-
wohl hier schon in der ersten Unterteilungsebene (an der Wurzel des Gesamtbaums) bei Ver-
wendung der inneren Referenzierung lokal Daten gespeichert werden mussen, sind die Ant-
wortzeiten besser. Im Zerlegungsalgorithmus werden diese groRen Dreiecke einfach zu haufig
in zu viele Kleinere Teildreiecke zerlegt.

3.4 Projektionstechniken

Dieser Abschnitt stellt verschiedene Projektionstechniken vor. Die Darstellung bezieht sich
bereits auf das angestrebte Szenario innerhalb einer Finite-Element-Diskretisierung auf Hexa-
ederbasis (s. Kap.2.2). Das Kernproblem, das zu lésen ist, lautet:

DEFINITION 3.9 (PROJEKTIONSAUFGABE)
Sei p € R? ein Punkt im Raum, S C R? eine Oberflachentriangulierung und r € R?
eine Projektionsrichtung. Gesucht ist ein Punkt q auf S, der von p ausgehend entlang r
erreicht wird. Dieser Punkt heil3t Projektion von p auf S.
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Man beachte die allgemeine Formulierung dieser Definition.

3.4.1 Projektion mit kiirzesten Abstanden

Diese Projektionstechnik ist die ,,klassische Losung”. Es wird unter allen Punkten auf der Ober-
flache der LotfuBpunkt gesucht. Dies wird gerade durch Algorithmus (3.1 geldst. Weil die Pro-
jektionsrichtung fir jedes Dreieck neu berechnet werden muf3 (sie verlauft gerade entlang der
Normale des Dreiecks), ist dieses Verfahren mit dem im vorherigen Kapitel vorgestellten ray-
trace-Octree nicht zu beschleunigen. Allerdings eignen sich viele anderen Suchstrukturen zur
Beschleunigung. Ein Beispiel ist eine Voxelzerlegung des Gebiets. Mittels einfacher Koordi-
natenvergleiche wird zunéchst die Zelle bestimmt, in der der zu projizierende Punkt liegt. Alle
Nachbarzellen werden dann solange mit zunehmendem Abstand durchsucht, bis eine nicht-
leere Zelle und damit Kandidaten fiir den kirzesten Abstand gefunden sind. Nach Ende der
Projektion wird eine Glattung tber alle inneren Knoten durchgefiihrt (s. Kap. 2.3), um die Git-
terqualitat lokal und global zu verbessern.

Der Hauptnachteil bei der Verwendung kiirzester Abstande ist, wie oben begriindet, ihre Un-
eindeutigkeit. Bei der Projektion neu entstandender Punkte auf die Oberfldche im Kontext der
Hexaeder-Verfeinerung kénnen so beliebig verformte Hexaeder entstehen. Abbildung (3.5 zeigt
ein Beispiel.

Hexaeder

N

Rand

N\ N\ _—

N

Abbildung 3.5: Beispiel fur Projektionen mit kiirzesten Abstanden im Subdivisionsschritt: Obe-
re Reihe: Ausgangssituation vor der Unterteilung, Unterteilung ohne Projektion, korrekte Pro-
jektion ohne Glattung. Untere Reihe: korrekte Projektion mit lokaler Glattung, suboptimale
Projektion mit verzerrten Zellen, worst case: zusammenfallende Knoten

Dieses Problem ist nicht trivial I6sbar. Einige Heuristiken versprechen aber in der Praxis gute
Ergebnisse:

e Das Grobgitter wird als optimal an den Rand angepafit vorausgesetzt, d.h. alle ,,Un-
ebenheiten” in der Geometrie mussen bereits hinreichend fein durch die Randflachen
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der Randhexaeder abgedeckt sein. Dies ist aus zwei Griinden unbefriedigend: Erstens
verschiebt es das Problem auf die Generierung des Grobgitters, und zweitens enthal-
ten Grobgitter dieser Form héufig zu viele Hexaeder, um einen effizienten Mehrgitter-
Losungsprozel durchfuhren zu konnen: Die Berechnungen auf dem grébsten Level do-
minieren die Laufzeit.

e Es wird nicht ein LotfuBpunkt gesucht, sondern alle. Analog zu den ,,smart Laplace”-
Techniken aus Kapitel 2.3 wird derjenige ausgewahlt, der die beste lokale Gitterqualitat
impliziert. Eine mogliche Erweiterung wére die Gewichtung dieser Kriterien mit der
Inversen des Abstandes, um die Lokalitat der Projektion sicherzustellen.

3.4.2 Gewichtete Projektion

Diese Technik ist speziell an die Randanpassung wéhrend der Gitterverfeinerung angepaft.
Ausgangspunkt ist die folgende Beobachtung: Wenn die Eckpunkte des unverfeinerten Hexa-
eders bereits auf dem Rand liegen und das Hexaeder qualitativ gut ist, so kann erwartet werden,
dal? bei Positionierung des neu entstandenen Punkts durch Gewichtung der Positionen einiger
Ausgangspunkte wieder eine gute Gitterqualitét erzielt wird. Flr die konkrete Beschreibung
muR unterschieden werden zwischen neuen Knoten, die durch Bisektion der Randkanten des
Ausgangshexaeders entstehen, und solchen, die aus den Mittelpunkten einer Rand-Seitenflache
entstehen.

Im Detail ergibt sich folgender Algorithmus:

Fur einen neuen Randpunkt:

1. berechne die Seitenflachen, die fiir die Projektion benétigt werden:

o fir Knoten, die als Mittelpunkt einer Ausgangs-Seitenflache entstanden
sind, ist dies nur die Seitenflache selbst

o fiir Knoten, die als Kantenmittelpunkte entstanden sind, sind dies alle alten
Seitenflachen, die die unterteilte Kante enthalten

2. berechne die Projektionsrichtung:

e approximiere die Normalen aller eben berechneten Flachen als gewichtete
Summe der einzelnen Normalen in den Eckpunkten der Flache (Kreuzpro-
dukt der beiden Kanten)

e bestimme die Projektionsrichtung als gewichtete Summe all dieser Norma-
len

o stelle sicher, dal} diese Normale dufRere Normale des Hexaeders ist: suche
eine Kante des Hexaeders, die nicht Teil des Faces ist, und berechne den
Winkel zwischen dieser Kante und der Normale. Ist er Kleiner /2, so in-
vertiere die Normale

Algorithmus 3.3: Berechnung der Projektionsrichtung bei gewichteter Projektion

Eine Variationsmdglichkeit ist es, den Abstand der zur Normalenberechnung einbezogenen
Punkte in die Gewichtung einflieen zu lassen und Eckpunkten, die ndher am neu entstande-
nen Punkt liegen, ein héheres Gewicht zu geben.
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Dieses Vorgehen wird folgendermaBen in den UnterteilungsprozeR integriert, um effiziente
Suchdatenstrukturen nutzen zu kénnen:

Iteriere Uber alle Hexaeder und flhre einen Unterteilungsschritt durch.
Iteriere Uber alle neu entstandenen Punkte: Fir jeden dieser Punkte:

1. entscheide, ob er auf den Rand projiziert werden muf}

2. berechne den Zielrand

3. berechne die Projektionsrichtung

4. berechne den Auftreffpunkt der Projektion auf dem Rand

Iteriere nochmals tiber alle Punkte und &ndere die Koordianten entsprechend.

Algorithmus 3.4: Kompletter Unterteilungsprozel mit gewichteter Projektion

Die Anderung der Koordinaten im letzten Schritt muf offenbar Jacobi-artig erst nach der Be-
rechnung aller Projektionsrichtungen durchgefiihrt werden, andernfalls sind die Projektions-
richtungen nicht korrekt, weil das Verschieben eines Punktes die Normalen benachbarter Sei-
tenflachen verandert. Die Berechnung der neuen Koordinaten kann effizient tber den ray tra-
cing Octree erfolgen, da sowohl der Ursprung des Strahls (die unprojizierten Koordinaten des
Knotens) als auch die Richtung (die Projektionsrichtung) fur einen Punkt feststehen, und zwar
unabh&ngig von der Oberflachenbeschreibung. Es ergibt sich nichts anderes als das klassische
Schnittproblem zwischen einem Strahl und einer Oberflachentriangulierung.

An die Projektion kann sich eine Glattung der inneren Knoten anschlieRen.

Diese Technik vermeidet elegant die Uneindeutigkeit der Projektion mit kiirzesten Abstédnden
(vgl. Abb. 3.5). Ihr schwerwiegender Nachteil besteht darin, daf die Schnittberechnung nicht
notwendig eine Losung liefern muR: Der Strahl kann ,,am Objekt vorbeischieRen”. Analog
kénnen sich auch Strahlen kreuzen und damit zu invertierten Hexaedern filhren. Ein Beispiel
zeigt Abbildung|(3.6.

Abbildung 3.6: Beispiel fiir Fehler bei gewichteter Projektion

Als Ausweg wird, wenn ein solcher Fall festgestellt wird, fiir den gerade betrachteten Knoten
auf die Projektion mittels kiirzester Abstdnde umgeschaltet. Als Indikatoren fiir das Auftreten
eines Projektionsfehlers kénnen wieder alle Qualitatsmerkmale dienen (s. Kap. 4.4).
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3.4.3 Umbrella-Projektion

Beide oben vorgestellte Projektionsalgorithmen sind fir praktisch relevante, komplexe Geome-
trien nicht robust genug: Die Projektion mit kiirzesten Abstanden ist nicht eindeutig und kann
zu invertierten Elementen fuhren, die gewichtete Projektion muf3 nicht notwendig eine Lésung
besitzen. Die Grundidee fiir den eigenen Projektionsalgorithmus basiert auf aktiven Konturen
(engl. active contours, snakes) [13, 34, 44,47,55,/56]. Aktive Konturen wurden zur Extrakti-
on von relevanten Bestandteilen (Segmentierung) aus zwei- oder dreidimensionalen Bilddaten
vorgeschlagen. Eine typische Anwendung (s. obige Referenzen) ist die Extraktion einer Arterie
aus einem Voxelmodell, das von einem Computertomographen geliefert wird.

Anschaulich kann eine aktive Kontur aufgefalit werden als der Prozel, um ein gegebenes Ob-
jekt eine Plastikmembran zu legen und diese dann zu evakuieren (engl. shrink wrapping). Im
Kontext der Randanpassung einer Finite-Elemente-Diskretisierung ist das Analogon zur Pla-
stikmembran die Menge der Hexaeder-Seitenflachen, die mit ihren vier Knoten auf dem geo-
metrischen Randobjekt zu liegen kommen sollen. Wie bei einer realen Plastikmembran ist es
hier wichtig, daf keine Risse, Uberlagerungen oder ,,Falten” in der Kontur entstehen. In der fiir
diese Arbeit relevanten Form eignet sich das Verfahren nur fiir Objekte mit Genus 0, d.h. fur
Obijekte ohne ,,Lécher”.

Diese Idee 1aBt sich in das folgende zweidimensionale Modell Gibersetzen (die Ubertragung
auf den dreidimensionalen Fall kann [54] entnommen werden): Eine aktive Kontur ist eine
Funktion v : [0;1] — R2, die auf einem ,,Bild” f : R? — R positioniert wird und sich durch
Minimierung ihrer Energie in eine optimale Position bewegen soll. Die Energie dieser Kontur
setzt sich aus zwei Bestandteilen zusammen, der Bildenergie und der internen Energie:

E(v, f) = Eimage(’/a [)+ Eint(v)

Die interne Energie ist dabei definiert als

Bunt) = [ a0/ (s) + 8(s)v"(5) s

Der erste Term dieser Gleichung, genannt Membran-Energie, nimmt grofle Werte an, wenn
grolRe Abstande zwischen benachbarten Punkten auf der Kontur vorliegen. Der zweite Term be-
schreibt die Biegeenergie der Kontur. Man vergleiche hiermit auch die Herleitung des Umbrella-
Operators (s. Kap.|2.3.1). Die Gewichtsfunktionen o und 3 beschreiben die Elastizitat (engl.
elasticity) und Steifheit (engl. rigidity). Als Bildenergie kann beispielsweise ein Filter zur Ex-
traktion von Kanten oder ahnliches verwendet werden. Die Minimierung dieser Gesamtenergie
fuhrt auf Euler-Lagrange-Gleichungen, die beispielsweise mit der Methode der finiten Diffe-
renzen (s. obige Referenzen) geldst werden kdnnen.

Im Kontext der Randanpassung in Finite-Elemente-Diskretisierungen wird die Bildenergie er-
setzt durch eine Geometrie-Energie, die typischerweise um so gréRer ist, je weiter ein Punkt
von der Geometrie entfernt ist, und auf dem Rand des Objekts den Wert Null annimmt. Ein
denkbares Beispiel fur eine konkrete Formulierung dieser Energie ist die Funktion, die jedem
Punkt seinen Abstand zur Geometrie zuordnet.
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Diese Methode ist ansprechend, erfolgsversprechend, aber leider viel zu aufwendig. Hinzu
kommt, daB zur Voxelzerlegung eines Finite-Elemente-Gitters (klassifizierend in ,,im Inneren
des Gebiets”, ,,aulerhalb des Gebiets” und ,,auf dem Rand”) die Auflésung viel zu grob ist. Da-
her wurde in dieser Arbeit (in Analogie zu [41]) der folgende Ausweg gewahlt: Die Geometrie-
Energie wird ersetzt durch einen Projektionsoperator, der einen gegebenen Punkt direkt auf den
Rand bewegt. Hier empfielt sich die Verwendung der gewichteten Projektion, weil heuristisch
das Hexaedergitter schon nach wenigen Schritten gut mit dem zu approximierenden Objekt
ubereinstimmt. Der in Kapitel [3.3.2 vorgestellte effiziente Octree eignet sich zur Beschleuni-
gung dieses Verfahrens. Die interne Energie wird modelliert durch den Umbrella-Operator (s.
Kap.2.3.1):

(0%
Preu ‘= (1 - a)p + Zd] Z d]qJ
q;€Ad(p)

Man erhélt zwei verschiedene Algorithmen, je nach Verwendung aller Nachbarpunkte oder nur
der Randpunkte als Tréger. Das im ndchsten Abschnitt prasentierte Beispiel zeigt, dal beide
Algorithmen praktisch relevant sind.

Insgesamt erhélt man den folgenden Projektionsalgorithmus:

1. Setze o = 0,5.
2. Solange kein Abbruchkriterium greift:

e Fihre einen Projektionsschritt durch.
e Fiihre einen Relaxationsschritt mit dem Umbrella-Operator durch.
e \erringere o um einen kleinen Betrag.

3. Stelle durch eine abschlielende Projektion sicher, daf? sich alle Knoten auf dem
Rand befinden.

Algorithmus 3.5: Umbrella-Projektion

Als Abbruchkriterium kann das Unterschreiten einer Toleranzgrenze zwischen alter und neu-
er Position nach einer Iteration oder das Uberschreiten einer maximalen Anzahl Iterationen
gewahlt werden. Zusammengefalit ist dieser Algorithmus also eine Kombination aus einem
klassischen Projektionsalgorithmus und einer Randglattung zur Relaxation.

Dieser Algorithmus 14t sich gut mit der Grundidee des Mehrgitteralgorithmus vereinbaren,
maoglichst viel Arbeit auf niedrigen Hierarchieebenen zu verrichten. Ein Gitter, daB auf nied-
rigen Leveln mit dieser Projektionstechnik bereits gut an den Rand angepaft ist, bendtigt auf
einem feinen Level (auf dem nur die neu hinzugekommenen Punkte auch projiziert werden
missen) heuristisch entweder nur sehr wenige Iterationen, oder es ist bereits so gut, daf} die
gewichtete Projektion keine Fehler verursacht.

Dieser Algorithmus ist deutlich robuster als die beiden anderen vorgestellten Projektionstechni-
ken. Nach wie vor kann er in ungiinstigen Fallen invertierte Elemente erzeugen. Es bietet sich
folgende Heuristik zur Verbesserung der Stabilitat an: Zur Detektierung lokaler Fehler kann
nach der Projektion beispielsweise das Jacobi-Verhaltnis (s. Kap. |4.4.6) in den projizierten
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Punkten verwendet werden. In solchen Punkten wird die Projektion lokal zuriickgenommen,
d.h. der Knoten wird auf seine Position vor der Projektion verschoben. Seine Nachbarknoten
implizieren bereits lokal akzeptable Elementqualitat, also wird der Knoten reprojiziert mit der
Technik der gewichteten Projektion. Dies liefert eine gute Heuristik, um die Anzahl der Pro-
jektionsfehler zu minimieren.

Die Wahl der Parameter, insbesondere, in welchem Umfang der Gewichtungsfaktor o verrin-
gert wird und wie viele Iterationen durchgeflhrt werden, ist problemabhédngig und somit vom
Anwender festzulegen.

Eine Glattung der inneren Knoten kann und sollte der Projektion folgen.

3.4.4 Beispiele

Die folgenden Beispiele stammen aus einem parallel zur Arbeit implementierten Gittereditor.
Dargestellt ist eine Sequenz von Teilschritten unter Verwendung obiger robuster Projektions-
technik. Gerendert werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur die Seitenflichen der Hexa-
eder, die auf dem zu umstromenden Objekt liegen.

Abbildung 3.7: Das zu umstrémende Objekt als Oberflachentriangulierung

Abbildung 3.8: Nach der Gittergenerierung: Seitenflachen der Hexaeder vor der Projektion
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Abbildung 3.9: Projektion auf die Oberflachen mit kiirzesten Abstdnden. Man beachte die
schlechte Elementqualitét in der Umgebung der ,,Frontscheibe’ des Modells.

Abbildung 3.10: Einmalige Anwendung des Umbrella-Operators mit einem Gewichtsfaktor von
« = 0.5 und Verwendung der Randknoten als Trager. Man beachte: Schon erfalte Details der
Geometrie (,,Rader’”) gehen teilweise verloren. Daflir wird die globale Elementqualitét (insbe-
sondere auf der ,,Frontscheibe’’) deutlich verbessert. Wichtig: Die dargestellten Fléchen fallen
jetzt nicht mehr mit der Oberflachentriangulierung zusammen, sondern liegen nach Konstruk-
tion des angewendeten Operators im Inneren des Fahrzeugvolumens.
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Abbildung 3.11: Ergebnis der Reprojektion mit kiirzesten Abstdnden. Die Elementqualitat ist
im Vergleich zu Abbildung (3.9 deutlich besser, Details der Geometrie werden im Vergleich zum
Ergebnis nach der ersten Projektion nicht neu erfaf3t, weil ein kiirzerer Abstand statt auf den
,.Radern”” auf dem ’Bodenblech” angenommen wird.

x_—®

Abbildung 3.12: Anwendung des Umbrella-Operators mit vollstandiger Nachbarschaftsdefini-
tion und Gewicht o = 0.5. Die Elementqualitat wird verbessert, neue Details (,,Rader’”) wer-
den implizit durch das vergréRRerte Volumen erfalt. Wichtig: Die Seitenflachen liegen wieder

nicht auf dem Objekt, sondern befinden sich nach Konstruktion des angewendeten Operators
auBerhalb des Fahrzeugvolumens.
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Abbildung 3.13: Die abschlielende Reprojektion (wieder mit kiirzesten Abstanden) liefert ein
gutes Gitter um das zu umstrémende Modell.

3.5 Reparatur von Dreiecksnetzen

3.5.1 Oberflachengenerierung

In der Praxis werden hauptsachlich zwei Mdglichkeiten genutzt, um ein zu umstrémendes Ob-
jekt im Computer zu repréasentieren. Zum einen werden Oberflachenbeschreibungen in CAD-
Tools erstellt (Beispiele sind AutoCAD [3] oder die freie Software Blender3D [7]). Zum an-
deren konnen sie mit 3D-Scannern aus einem realen Modell gewonnen werden. Dies ist ein
hochgradig nichttriviales Problem, weil 3D-Scanner nur Punktwolken liefern, aus denen dann
die Oberflache rekonstruiert werden muB. Ein Ubersichtsartikel zu diesem Thema ist [5]. Beide
Madglichkeiten liefern allgemein keine perfekten Oberflachenreprésentationen.

3.5.2 Oberflachenreparatur

Ein Problem in der Oberflachendarstellung ist es, daB die entstehenden Modelle oft nicht ,,was-
serdicht” sind, d.h. dal? sie kein geschlossenes Volumen umranden: Wenn eine Oberflache in
einem CAD-Programm geschlossen ,,aussieht”, mufl sie noch lange nicht geschlossen sein.
Konkret treten beispielsweise Risse, Degenerationen, Verdoppelungen, Locher und Uberlap-
pungen auf. Die Griinde sind vielfaltig: ungenaue Arithmetik, Seiteneffekte der Modelltrans-
formationen (beispielsweise bei der Volumengenerierung durch Extrusion oder Spiegelung),
Fehler des Designers oder der Software. Diese Fehler behindern die weitere Verwendung der
Oberflachen, beispielsweise kann bei der Projektion (s. Kap. 3.4) der Projektionsstrahl durch
ein Loch in der Oberflache verlduft und somit ein falscher Schnittpunkt, d.h. als Folge eine
invertierte Hexaederzelle berechnet wird.

Isolierte und doppelte Ecken Ecken, die nicht zu einem Dreieck der Oberflachentriangu-
lierung gehdren, konnen ersatzlos gestrichen werden. Analog kénnen auch isolierte Kanten
verworfen werden. Knoten, die nur einen Abstand kleiner als ein vom Benutzer vorgegebe-
ner Schwellwert voneinander haben, werden zu einem Knoten verschmolzen. Entstehen dabei
Kanten der Lange bzw. Dreiecke des Volumens null, werden sie geléscht.
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Schlieen von Lochern: Einfacher Ansatz Falls die Oberflachentriangulierung keine Ver-
zweigungen bzw. Versatzstiicke enthélt, d.h. falls jede Kante im Schnitt von maximal zwei
Dreiecken liegt, so ist eine Kante genau dann Teil der Umrandung eines Lochs, wenn sie nur
in einem Dreieck enthalten ist. Stehen Nachbarschaftsinformationen oder hierarchische Eltern-
Kind-Beziehungen zur Verfiigung, genlgt eine Iteration Uber das Netz, um eine Liste dieser
Kanten zu erstellen. Mittels eines greedy-Ansatzes uber die Adjazenzinformationen kénnen
diese Kanten dann zu geschlossenen Polygonziigen verbunden werden. Das Ergebnis ist eine
Menge von Polygonziigen, die jeweils ein Loch in der Triangulierung beranden, sowie eine
Menge an Kanten, die nicht zugeordnet werden konnten. Letztere werden geldscht. Jedes Loch
kann nun elementar durch eine Triangulierung geschlossen werden, beispielsweise, indem der
Mittelpunkt des Lochs berechnet wird und neue Dreiecke zwischen jeweils einer Randkante
und dem Mittelpunkt eingefiigt werden.

Reparatur durch Kantenvereinigung Der Triangulierungsansatz liefert zufriedenstellende
Ergebnisse bei relativ groRen Lochern. Kleine Risse bzw. Unstetigkeiten im Dreiecksnetz soll-
ten jedoch nicht mit dieser Methode geschlossen werden, weil die Zahl der erzeugten Drei-
ecke zu grof und deren Qualitat schon in einfachen Fallen zu schlecht ist. Ein Ausweg ist der
Reparaturalgorithmus von Barequet und Kumar (s. [4]): Der Algorithmus berechnet zunachst
die sogenannten connected components, d.h. die Teilmengen von Dreiecken, die untereinander
verbunden sind. Fur jede Randkante dieser Mengen werden nun die Randkanten der anderen
Mengen berechnet, die geeignete Kandidaten fur das dann folgende Verschmelzen von Kanten
durch Identifikation ihrer Ecken sind. Der Algorithmus erkennt bei geschickt vorgegebenen
Schwellwerten, ob es sich bei einer Randkante um einen Ri3 (der geschlossen werden kann)
oder ein grofRes Loch (das trianguliert wird) handelt.

Abbildung 3.14: Beispiel fiir die Kantenvereinigung nach [4]

Durch geschickte Implementierung erkennt der Algorithmus auch Verdoppelungen und Uber-
lappungen. Mittels eines Adjazenzgraphen bzw. einer Tiefensuche auf dem Netz wird verhin-
dert, dal? die Berechnung der connected components quadratische Zeit in Anspruch nimmt. Ein
intelligentes score-System sorgt dafir, dal nur passende Kanten vereinigt werden und Ldcher
von Rissen unterschieden werden.
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Visuelle Reparatur Die wichtigste Technik bleibt nach wie vor die visuelle Analyse durch
den Anwender. Die obigen Verfahren dienen dabei zur Vorbereitung, um dem Benutzer mdg-
liche Fehler und Reparaturvorschldge aufbereitet prasentieren zu konnen. Viele Fehler sind
auch besser wahrnehmbar, wenn im Modellierungssystem nicht die Anzeige als Drahtmodell
gewahlt wird, sondern ein Beleuchtungsverfahren genutzt wird.
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Kapitel 4

Gittergenerierung

4.1 Einleitung und Ubersicht

Dieses Kapitel bietet einen kurzen Uberblick (iber verschiedene Techniken zur Generierung
von Grobgittern aus Hexaederzellen. Es ist als Serviceleistung fiir interessierte Leser konzi-
piert, weil dieses Thema mit dem Kontext der Arbeit untrennbar verbunden ist.

4.1.1 Allgemeine Beobachtungen

In diesem Kapitel sollen nur Methoden zur Erstellung strukturierter (konformer) Hexaeder-
gitter betrachtet werden. Dies liegt im Grunde daran, dal} der Bereich der unstrukturierten
Hexaedergenerierung trotz langjahriger Forschung immer noch keine wirklich umfassenden,
allgemeinen Ansétze hervorgebracht hat. Eine empfehlenswerte Informationsquelle zum The-
ma ist die Konferenz International Meshing Roundtable (IMR), alle Tagungsbénde der dort
présentierten Arbeiten sind unter htt p: / /i nr. sandi a. gov im Internet verfugbar. Die
Darstellung in diesem Kapitel basiert im wesentlichen auf Ubersichtsartikeln, die auf dieser
Konferenz vorgestellt wurden (s. z.B. [6]).

Im Vergleich zu Tetraedern bieten Hexader aus numerischer Sicht einen eindeutigen Vorteil:
Durch mehr Flexibilitat bei der Wahl der Ansatzfunktionen (s. Kap. [2.1.3) kann eine héhere
Genauigkeit erzielt werden. Aus praktischer Sicht ist es mdglich, mit einer Hexaederdiskretisie-
rung im Schnitt mit Faktor vier bis zehn weniger Elementen auf dem Grobgitter auszukommen
und somit die Grobgittergleichung im Mehrgitteralgorithmus schneller zu 16sen ist. Allerdings
ist die Erzeugung von Hexaedergittern eine deutlich komplexere Aufgabe als die Erzeugung
von Tetraedergittern.

Héufig dominiert die Zeit, um ein solches Gitter zu generieren, den gesamten Simulationspro-
zeR. Es gibt viele verschiedene Ansatze, die jedoch alle auf bestimmte Geometrien zugeschnit-
ten sind. Kommerzielle Gittergenerierungssoftware bietet immer nur eine Teilmenge dieser
Ansatze. Selbst bei sehr teuren kommerziellen Produkten benétigt ein Fachmann haufig noch
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mehrere Tage, um flr ein gegebenes Simulationsszenario ein Grobgitter zu erstellen, da sehr
viel manuelle Arbeit nétig ist und die Struktur des gewiinschten Gitters oftmals per Versuch
und Irrtum geplant werden mufB.

In diesem Abschnitt werden daher zunéchst verschiedene Bedingungen formuliert, die ein
idealer Gittergenerator einhalten sollte. Danach werden aus der zundchst einfach klingenden
Strukturiertheitsforderung Folgerungen gezogen, die flr die Erzeugung von Gittern und deren
Qualitat fundamentale Bedeutung haben. Der ndchste Abschnitt untersucht exemplarisch exi-
stierende Ansétze, der Ubernéchste stellt die Adaption der (interaktiven) Projektionstechnik aus
dem letzten Kapitel auf den Gittererzeugungsprozef vor.

4.1.2 Eigenschaften eines idealen Hexmeshers

Die Eigenschaften eines idealen Gittergenerators sollen unabhangig von existierenden Ansét-
zen und natdrlich — soweit méglich — vom zu untersuchenden Problem sein. Es ist klar, daf sich
einige dieser Ansprliche widersprechen, in der Praxis wird man bei der Auswahl der Algorith-
men daher vorsichtig abwégen miissen, welche Aspekte fiir den konkreten Anwendungsfall
wichtiger sind.

Geometrische Allgemeinheit Ein Gittergenerator sollte unabhangig von der Form, Topolo-
gie und der Konnektivitat des zu diskretisierenden Volumens sein. Beispielsweise sollten in
einem Strémungskanalszenario beliebig viele Hindernisse und Kanalverastelungen moglich
sein.

Geometrische Anpassung Das Gitter soll sich in seiner Krimmung und seinem Verlauf der
Geometrie anpassen. Insbesondere soll die Auflésung und die Qualitét in den Regionen hoch
sein, in denen in der Simulation interessante Effekte zu erwarten sind. Ein Beispiel ist das
Grobgitter firr die Kugelgeometrie (s. Kap./5.2) aus Abbildung/4.1: Bei insgesamt 17 Elemen-
ten wird der Bereich um die Kugel mit 12 Hexaederzellen aufgeldst, dies entspricht einem
Anteil von 70%. Man beachte, dal zum Zeitpunkt der Gittergenerierung schon bekannt war,
daR sich der Einstromrand auf der linken Seite des Kanals befindet.

Abbildung 4.1: Grobgitter fiir die Kugel-Konfiguration

Geometrische Toleranz  Da nicht immer von perfekten Modellen ausgegangen werden kann,
soll ein Algorithmus tolerant gegeniiber kleinen Fehlern in der Geometriebeschreibung wie
Rissen, Lochern, oder Uberlappungen sein.
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GroRenkontrolle Die GroRe und die Anzahl der erzeugten Elemente soll vorgebbar sein, we-
nigstens in einer groben Ordnung. Beispielsweise kommt es vor, daB ein Simulationspaket sen-
sibel auf groRRe Seitenverhaltnisse (aspect ratios, s. Kapitel|4.4) reagiert. Um von kleinen Zellen
um ein Objekt zu groRen Zellen in der Peripherie des Stromungsgebiets zu gelangen, sollte ei-
nem Gittergenerator beispielsweise der Gradient dieser Grofienanderung vorgebbar sein, oder
ein Gittergenerator sollte automatisch Ubergangsschichten (engl. transition layers) einfuigen.
Das Gitter aus Abbildung|4.1 enthalt eine solche Schicht, um den GréRenunterschied zwischen
Kugel und Kanal zu Gberwinden.

Geschwindigkeit Die Laufzeit soll deutlich unter der Laufzeit der numerischen Simulation
liegen. Aus praktischen Griinden soll kein Supercomputer (wie fir die eigentliche Berechnung)
benotigt werden, sondern ein PC ausreichen.

4.1.3 Konsequenzen aus der Strukturiertheitsforderung

Aus der einfach klingenden Forderung, es sollen strukturierte Gitter erzeugt werden, lassen
sich einige Folgerungen ziehen, die fur die Generierung von Gittern und insbesondere fiir die
Beurteilung der Gitterqualitat wichtige Konsequenzen nach sich ziehen.

Gegenuberliegende Seitenflachen Ein Hexaeder kann als Volumen aufgefa3t werden, das
von sechs paarweise gegeniberliegenden Seitenflichen begrenzt wird. So einfach wie die-
se Beobachtung auch klingt, die Konsequenzen sind wichtig: Weil sich Elemente Seitenfla-
chen teilen, kann das gesamte Gitter als in alle drei Raumrichtungen verkettete Menge von
»Hexaeder-Stapeln” aufgefal’t werden. Jeder dieser Stapel ist entweder eine geschlossene Ket-
te von Zellen oder beginnt und endet am Rand des Simulationsgebiets. Insbesondere ist die
Zahl der Randflachen immer gerade.

Fortpflanzung von Verfeinerungen Jede Verfeinerung eines einzelnen Elements muB sich
daher fortpflanzen zu allen Elementen, die tber die von der \Verfeinerung betroffenen Seitenfla-
chen des Elements erreichbar sind. Als Konsequenz sind nur sehr eingeschrénkt lokale Verfei-
nerungen in Hexaedergittern mdglich, jede Verfeinerung wird eine durchgehende neue Schicht
Elemente erzeugen.

Oberflachengitter Jedes Volumengitter aus Hexaedern deckt die Geometrien mit einem Ober-
flachengitter aus Viereckszellen ab.

4.2 Kurzuberblick Uber existierende Ansatze

Existierende Ansétze zur Erzeugung von strukturierten Hexaedergittern lassen sich in vier ver-
schiedene Kategorien einteilen. Dieser Abschnitt stellt die Vor- und Nachteile dieser Verfah-
renstypen vergleichend gegentiiber. Die Darstellung basiert auf Ubersichtsartikeln, die im Mes-
hing Roundtable verdffentlicht wurden, insbesondere auf [6]. Dort lassen sich auch Referenzen
zu den zugrundeliegenden Originalarbeiten nachschlagen.
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4.2.1 Schablonen fir Primitive

Bldcke in einem Volumen mit einfacher Gestalt kdnnen mit einer Schablonentechnik vergittert
werden. Beispiele fir solche Blocke sind Quader, Kugeln, Zylinder oder Pyramiden. In Sy-
stemen, die diese Technik unterstiitzen, wird der Anwender typischerweise zunachst manuell
Blocke im Gebiet definieren und diese Blocke dann in Elemente unterteilen lassen.

Abbildung 4.2: Mdglichkeit fiir eine Schablone fiir ein Tetraeder nach [6]

Ein wichtiger, sehr méchtiger Spezialfall der Schablonentechnik ist der sogenannte ,,general
sweep”. Ein Oberflachengitter wird hier entlang eines beliebigen Pfades automatisch extruiert,
ein Beispiel zeigt Abbildung|4.3. Das entstehende Hexadergitter ist in der dritten Dimension
strukturiert, das Oberflachengitter kann unstrukturiert sein. Alle ausgefeilten Techniken fir die
Erzeugung von Vierecksgittern auf Oberflachen kénnen als Ausgangspunkt dienen, so z.B. die
Q-MORPH - Technik (s. [48]). Man nennt Verfahren dieses Typs auch 2.5D-Algorithmen.

Abbildung 4.3: Beispiel fiir einen general sweep nach [6]

Die Vorteile dieser Verfahren liegen in der Geschwindigkeit, der guten Randanpassung und der
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Qualitat der erzeugten Elemente. Leider sind sie nur auf wenige, einfach strukturierte Geome-
trien anwendbar. Kompliziert ist es auch, geeignete Schnittstellen zwischen verschiedenen so
vergitterten Blocken zu erhalten. Man spricht dann von block structured grids. Abbildung 4.4/
zeigt ein Beispiel fur eine Zerlegung in Blécke mit der kommerziellen Software ICEM CFD
(s. http: //wwv. ansys. com.

Abbildung 4.4: Multiblock-Struktur eines Hexaedergitters um ein U-Boot, entnommen aus der
Demoversion von ICEM CFD

In einigen kommerziellen Softwarepaketen werden daher die Blocke nicht tber ihre Aus-
dehnung festgelegt, sondern tber die Definition von Konnektoren. Erstellt wird in langwie-
riger Handarbeit gewissermafien ein Skelett des geplanten Gitters. Die Erzeugung der eigentli-
chen Hexaederzellen ist danach automatisch und schnell méglich. Ein Beispiel ist TRUEGRID
(htt p:// www. truegrid. com.

4.2.2 Overlays

Overlay-Techniken arbeiten zweiphasig: Im ersten Schritt wird ein strukturiertes Hintergrund-
gitter aus vielen kleinen Zellen erzeugt. Es deckt den gesamten Hillquader der Geometrie ab
und ist meist achsenparallel ausgerichtet. Alternativ kann es auch am Objekt ausgerichtet sein.
Danach werden die Knoten dieses Gitters klassifiziert in innere und duRere Knoten bzgl. des
eigentlich zu vergitternden Volumens. AuRere Knoten werden eliminiert. Die verbleibenden
Zellen, die jetzt keine Fl&chennachbarn mehr haben, mussen noch an den Rand der Geometrie
angepaldt werden.

Das Verfahren ist vollautomatisch und mit Hilfe einer Octree-basierten Unterteilung auch ef-
fizient zu implementieren. Negativ féllt auf, daf gerade die Randelemente diejenigen von
schlechter Qualitat sind. Bereits existierende Oberflachengitter werden ignoriert oder alternativ
in einigen Spezialféllen mit einer Map-Funktion integriert. Variationen in der ZellgrofRe (feine
Zellen in der Nahe der Objekte, grobe Zellen im Ausstrombereich beispielsweise im virtuellen
Windkanal), insbesondere ,,transition layers™ sind nicht einfach zu integrieren.
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4.2.3 Automatische Zerlegung

Diese Technik kann als Erweiterung der Schablonentechnik aufgefal3t werden. Die Idee besteht
darin, die Zerlegung in Bldcke automatisch vorzunehmen, so dal3 die separaten Blocke wieder
wie Primitive behandelt werden kénnen. Die konkreten Entscheidungskriterien, wo und wie
ein gegebenes Volumen unterteilt wird, sind vielfaltig: Einfache lokale geometrische Eigen-
schaften wie Winkelmessungen bis hin zu komplexen Skelettierungs- und Segmentierungsal-
gorithmen sind nur zwei Beispiele fiir die Bandbreite der vorgeschlagenen Methoden.

Abbildung 4.5: Segmentierung einer Geometrie mit dem Cooper-Tool nach [6]

Eine in der Praxis haufig genutzte Variation ist das cooper tool (s. [6]), eine Technik, die die
Dekomposition parallel zur Gittererstellung und nicht nacheinander durchfiihrt.

Die erzeugten Gitter sind typischerweise gut an den Rand angepaft. Der Ubergang zwischen
verschiedenen Blécken ist nur durch hohen Mehraufwand sicherzustellen. Die Menge der Geo-
metrien, die nach aktuellem Stand der Forschung mittels einer automatischen Zerlegung seg-
mentiert werden kann, ist recht eingeschrankt.

4.2.4 Advancing Front

Ausgehend von einem Oberflachengitter werden bei dieser Technik neue Elemente schicht-
weise hinzugefugt. Solange sich Elemente einer Schicht nicht schneiden, werden generell gu-
te Gitter erzeugt. In allgemeinen Féllen ist es jedoch unmdglich, die aufeinanderprallenden
Schichten strukturiert zu verbinden. Advancing front - Anséatze werden daher eher bei der un-
strukturierten Gittergenerierung auf Tetraederbasis verwendet.

Ein neues Verfahrens namens whisker weaving zeigt vielversprechende Ergebnisse in spe-
ziellen Situationen. Hier wird nicht das Oberflachengitter ins Innere des Gebiets propagiert,
sondern auf dem Dualen des Gitters gearbeitet.
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4.3 Eigene Experimente

Dieser Abschnitt stellt einige Algorithmen vor, mit denen speziell im Kanalszenario (ein oder
mehrere Objekte in einem Kanal) schnell ein Volumengitter erzeugt werden kann. Sie adap-
tieren die Idee der overlay grids. Sie wurden jedoch nur implementiert, um schnell Testgitter
erzeugen zu koénnen. Fir komplexe, praktisch relevante Geometrien eignen sie sich nur sehr
eingeschrankt.

4.3.1 Innerer Hillquader

Dieser Algorithmus arbeitet in zwei Phasen: In der ersten Phase wird das komplette Volu-
men des Kanals mit einem Hintergrundgitter aus Hexaederelementen gefullt. Im Gegensatz
zum Klassischen overlay-Ansatz geschieht die Generierung dieses Gitters in Abhangigkeit von
verschiedenen Benutzerparametern, um die generelle Struktur des Gitters gerade fur die Stro-
mungssimulation zu beeinflussen. Im zweiten Schritt werden die Zellen geltscht, die im Inne-
ren des inneren Hillquaders liegen, und die so entstehenden Randpunkte werden auf das innere
Objekt projiziert.

Im Detail werden folgende Benutzerparameter benétigt:

e die Anzahl der gewiinschten Unterteilungen (Schichten) des Volumens in x-, y- und z-
Richtung jeweils ,,vor” und ,hinter” dem inneren Objekt

e die Anzahl der Unterteilungen wieder entlang der drei Achsen ,,auf” dem inneren Objekt

e sechs Gradienten fir die Verteilung der Zellen ,,vor” und ,,hinter” dem Objekt, jeweils
entlang der drei Achsen

4.3.2 Mehrfache innere Hullquader

Dieser Algorithmus ist eine Erweiterung des vorherigen: Anstelle eines grof3en inneren Hull-
quaders werden beliebig viele benutzt, die vom Benutzer vorgegeben werden. So ist es moglich,
auch Objekte mit Lochern (im einfachsten Beispiel ein Torus) oder mehrere innere Objekte zu
behandeln.

4.3.3 Ein interaktiver Hexmesher

Beide Techniken haben sich fur einfache Testgeometrien bewahrt. Sie haben jedoch einen fun-
damentalen Nachteil gemeinsam: Die Zahl der erzeugten Zellen ist fur praktische Anwendun-
gen als Grobgitter in einem Mehrgitterszenario viel zu grof3, wenn zur Auflésung der zu um-
stromenden Geometrie bereits viele Zellen ben6tigt werden. Andernfalls ist die Qualitat der
Zellen am Rand haufig zu schlecht. Dies gilt insbesondere auch fiir den zusétzlich implemen-
tierten klassischen Overlay-Algorithmus.

In Kombination mit dem Umbrella-Operator (s. Kap.|2.3.1) und den in Kapitel 2.3|vorgestell-
ten Glattungsoperatoren konnte jedoch ein einfach zu bedienender interaktiver Gittergenera-
tor implementiert werden. Seine Fahigkeiten sind in den Abbildungen|3.7 bis|3.13/in Kapitel
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3.4.4 exemplarisch dokumentiert. Die Grundidee dieses Gittergenerators besteht in der Beob-
achtung, daf sich der fiir die Randanpassung in Mehrgitter-Szenarien entworfene Umbrella-
Projektionsalgorithmus (in Kombination mit einer Gitterglattung flr die inneren Knoten) gut
fiir die interaktive Erzeugung eines qualitativ hochwertigen Grobgitters eignet.

4.4 Qualitatskriterien und Fehlererkennung

4.4.1 Allgemeines

Die folgenden Abschnitte beschreiben Qualitdtsmalie fir Hexaedergitter. Die Darstellung ba-
siert im wesentlichen auf Kelly (s. [35]). Folgende Kriterien werden vorgestellt:

e Langenverhaltnis (engl. aspect ratio)

Winkelabweichung (engl. angle deviation)

Parallelabweichung (engl. parallel deviation)

Innenwinkel (engl. corner angle)

Jacobi-Verhéltnis (engl. jacobian ratio (deviation))

e \erzerrung (engl. warping factor)

Alle diese Kriterien sind Funktionen der Elementgeometrie, d.h. sie verkniipfen Punktkoor-
dinaten, Kanten und Fl&chen eines Hexaeders zu einem Mal fur die Elementqualitit. Die
Schwellwerte, ab denen Elemente nicht mehr benutzt werden sollten, sind stark von der ver-
wendeten Simulationssoftware abhangig. In einer Implementierung sollte ihre Festlegung also
einem erfahrenen Anwender Uberlassen werden.

Im Gegensatz zum zweidimensionalen Fall lassen sich aspect ratios, parallel deviations und
warping factors nicht direkt berechnen bzw. die direkte Berechnung liefert unzuléssige Verein-
fachungen. Fur diese QualitatsmaRe wird daher indirekt vorgegangen: Alle sechs Seitenflachen
sowie die drei Querschnittsflachen (Abbildung/4.6) werden wie Vierecke (engl. quadrilaterals)
in 3D behandelt. Das QualitdtsmaB fiir das Element ist dann das der schlechteste Wert der ein-
zelnen Testflachen. Ein wichtiger Hinweis: Auch wenn hier von ,,Flachen” gesprochen wird,
sind diese im Allgemeinen nicht planar. Die weiter unten vorgestellten Algorithmen basieren
dabei teilweise auf planaren Approximationen. Dies ist im tbrigen auch der Grund, warum die
sechs Seitenflachen nicht ausreichen, um die Qualitét eines Hexaeder-Elements zu beurteilen.

Abbildung 4.6: Querschnittsflachen und Seitenflachen eines Hexaeders
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4.4.2 Langenverhaltnis

Langenverhaltnisse zéhlen zu den bekanntesten Qualitatskriterien. Sie sind ein Indikator fur die
zu erwartende numerische Stabilitat wahrend der Simulationsberechnung: Wie im Kapitel tiber
mathematische Grundlagen dargelegt (s. Kap.2.1.3), werden Ansatzfunktionen in den Punkten,
Kanten und Fléchen eines Finiten Elements ausgewertet und zwischen diesen Werten dann
interpoliert. Hohe aspect ratios kdnnen zu starken Fehlern flihren, sofern keine geeigneten
Stabilisierungsverfahren eingesetzt werden.

Abbildung 4.7: Beispiele fiir aspect ratios von 1:1, 1:5 und 1:20

Im Zweidimensionalen bezeichnet aspect ratio das Langenverhaltnis von kirzester zu lang-
ster Kante eines Viereckselements. Ein Analogon in 3D, ndmlich das Verhéltnis grofiter zu
kleinster Seitenflache, ist vorstellbar, erfordert jedoch bei nichtplanaren Seitenflachen einen zu
hohen Berechnungsaufwand zur Approximation dieser sog. Regelflachen oder Minimalflachen.
Stattdessen wird eine Approximation der neun oben genannten Testflachen vorgenommen und
jeweils das Seitenverhdltnis eines solchen planaren 3D-Viereckselements berechnet. Als aspect
ratio des Hexaeders wird dann der schlechteste Wert genommen. Klar ist: Ein ideales Element
hat einen aspect ratio von 1, alle Kanten sind gleich lang, das Element ist wurfelférmig.

Fur jede Seitenflache F', gegeben duch ihre vier Eckpunkte, wird der aspect ratio nach folgen-
dem Algorithmus berechnet:

1. Berechne eine Ebene FE als planare Approximation von F': E verlauft durch das
Mittel der Eckpunkte und steht senkrecht zur gemittelten Normalen in den Eck-
punkten.

2. Projiziere die Punkte senkrecht auf die Ebene E. Arbeite die restlichen Schritte
mit den projizierten Punkten ab.

3. Konstruiere zwei Schnittlinien, die jeweils durch die Kantenmittelpunkte gegen-
Uberliegender Kanten verlaufen.

4. Konstruiere zwei Rechtecke, deren Seiten von zwei gegenuberliegenden Kanten-
mittelpunkten halbiert werden und deren andere Seiten die verbleibenden beiden
Kantenmittelpunkte enthalten.

5. Der aspect ratio von F' ist das Maximum des Quotienten aus l&ngster und kdr-
zester Kante beider Rechtecke.

Algorithmus 4.1: Berechnung des aspect ratios fiir ein 3D-Viereckselement
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4.4.3 Winkelabweichung

Die Winkelabweichung miRt, wie stark die Innenwinkel zwischen jeweils zwei adjazenten Kan-
ten in einem Hexaeder oder einem Viereckselement von einem rechten Winkel abweichen. Ihre
Berechnung ist trivial. Als Winkelabweichung wird das Maximum aller so berechneten Werte
bezeichnet. In einigen Simulationspaketen ist dieser Wert wichtig, wenn beispielsweise fiir die
Berechnung von Ableitungswerten rechteckige Zellen vorausgesetzt werden.

Abbildung 4.8: Beispiele fiir Winkelabweichungen von 0,10 und 45 Grad

4.4.4 Parallelabweichung

Die Parallelabweichung mift in Grad, wie weit gegeniiberliegende Seiten eines Vierecksele-
ments oder Hexaeders von einer parallelen Lage zueinander abweichen. Weil die Seitenflachen
eines Hexaeders nicht notwendig planar sind (und somit der klassische Parallelitatsbegriff kei-
nen Sinn macht), wird analog zu Algorithmus 4.1/die Parallelabweichung fiir planare Approxi-
mationen der neun Testflachen (s.0.) berechnet und dariiber das Maximum gebildet. Stark von
einer parallelen Lage abweichende Seiten kdnnen zu Konvergenzproblemen fiihren.

_ =

-

Abbildung 4.9: Beispiel fir Parallelabweichungen von 0 bzw. 90 Grad

Die Berechnung erfolgt iber das Skalarprodukt jeweils gegeniiberliegender Seiten, wobei auf
eine konsistente Richtung der Seitenvektoren (wie in Abb. 4.9 durch die Pfeile skizziert) ge-
achtet werden muR.

4.45 Innenwinkel

Die Berechnung maximaler Innenwinkel wird fur alle Paare adjazenter Kanten eines Hexaeders
oder Viereckselements durchgefuhrt. Mit diesem Mal3 kénnen nicht tolerierbar starke Element-
degradationen schnell detektiert werden. Beispielsweise hat ein zu einem Dreieck degradiertes
Viereckselement einen maximalen Innenwinkel von 180°.
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Abbildung 4.10: Beispiele fiir maximale Innenwinkel von von 90 bzw. 180 Grad

4.4.6 Jacobi-Verhaltnis

Dieses MaR ist flr viele Simulationscodes und auch in der Visualisierung (particle tracing)
von fundamentaler Bedeutung, und zwar immer dann, wenn die verwendeten Algorithmen
eine Koordinatentransformation zwischen einem Tensorproduktgitter (computational space)
und einem verzerrten, randangepaRtem Gitter (physical space) beinhalten. Man spricht von ei-
ner Transformation auf Referenzelemente. Die Jacobi-Matrix zu einem zu transformierenden
Punkt bzw. ihre Inverse ist dann ndmlich gerade die Transformationsmatrix, ihre Determinante
gibt den Grole dieser Transformation an. Als Jacobi-Verhaltnis wird das Verhéltnis von grofR-
ter zu Kleinster Determinante der Jacobi-Matrix in ausgesuchten Testpunkten des Elements be-
zeichnet. Ein Jacobi-Verhéltnis nahe 0 impliziert somit die Singularitit der Matrix, sehr hohe
Werte bedeuten, dal’ die Transformation unzuverldssig wird. In einem idealen Element gibt es
keinen Vorzeichenwechsel in den Testpunkten, und die Werte sind alle &hnlich grof3. Deshalb
wird haufig nicht nur von Jacobi-Verhaltnis, sondern auch von Jacobi-Abweichung gesprochen.

] ]

Abbildung 4.11: Beispiele fur Jacobi-Verhaltnisse von 1, 30, 100 und 0

Fur Hexaeder wird das Jacobi-Verhaltnis aus allen Eckpunkten berechnet: In jedem Punkt wird
die Jacobi-Matrix aufgestellt, dabei ist sicherzustellen, dal} die drei Vektoren immer gleich
gerichtet sind (sie zeigen alle vom Testpunkt weg) und immer in der gleichen Reihenfolge als
Spaltenvektoren in die Matrix eingetragen werden. Hier hilft die ,,rechte-Hand-Regel”’.

4.4.7 \Verzerrungsfaktor

Mit ,,Verzerrung” eines Viereckselements ist hier die Abweichung aus der Ebene gemeint.
Ubertragen auf Hexaeder miRt sie auch die Verdrehung zweier gegeniiberliegender Seitenfls-
chen zueinander und ist ein indirekter Indikator fur deren Nichtplanaritt.
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[T LT

Abbildung 4.12: Beispiele flr warping factors von 0, 0.4, 0.4 (bzw. 45 Grad) und 5

Die Berechnung flr Viereckselemente erfolgt nach folgendem Algorithmus:

1. Berechne eine Approximationsebene E. E verlduft durch den Schnittpunkt der
Elementdiagonalen und steht senkrecht auf diese Diagonalen im Schnittpunkt.

2. Projiziere die vier Eckpunkte auf E.
3. Berechne den Flacheninhalt A des projizierten Elements.

4. Berechne den Abstand h entlang der Normale vom urspriinglichen zum projizier-
ten Punkt.

5. Der Verzerrungsfaktor fur das Element ergibt sich als Quotient aus A und der
Waurzel aus A.

Algorithmus 4.2: Berechnung des Verzerrungsfaktors fur Viereckselemente

Fir Hexaeder wird dieser Algorihmus auf die sechs Seitenflachen angewendet, der \Verzer-
rungsfaktor ist einfach das Maximum der Flachenfaktoren.



Kapitel 5

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die numerisch-experimentellen Ergebnisse der Arbeit vorgestellt.
Anhand zweier Benchmark-Konfigurationen, die beide sowohl mit einer analytischen Rand-
beschreibung als auch mit Oberflachentriangulierungen verschiedener Feinheit durchgefiihrt
werden, sollen zundchst folgende Fragen experimentell beantwortet werden:

1. Wie groB ist der EinfluR der (Feinheit der) Triangulierung auf die Genauigkeit der L6-
sung? Gibt es insbesondere Unterschiede bezlglich einer qualitativen und einer quanti-
tativen Analyse?

2. Sind bei hinreichender Feinheit des Dreiecksnetzes Unterschiede zur analytischen Rand-
beschreibung (die per Definition keinen Randapproximationsfehler impliziert) feststell-
bar? Andersherum: Verursacht eine zu grobe Oberflachentriangulierung zusatzliche Feh-
ler?

3. Welchen EinfluR bt die approximative Randdarstellung auf das Konvergenzverhalten
eines Mehrgitterlosers aus?

In einem dritten Test wird versucht, die gleichen Fragen zu beantworten, allerdings nicht im
Bezug auf den EinfluB einer Oberflachentriangulierung, sondern im Bezug auf den Einflul3 ver-
schiedener Gitterglattungsstrategien.

Zusatzlich wird abschlieRend eine qualitative Analyse eines Fahrzeugs (als Beispiel fir eine
nicht analytisch darstellbare Geometrie) in einem Windkanal durchgefiihrt. Eine quantitati-
ve Untersuchung ist hier — unabh&ngig von den in der Arbeit entwickelten Techniken — nicht
maoglich. Dies leitet tber zu einer kritischen Diskussion der Ergebnisse und einem Ausblick
auf mogliche Auswege jenseits des Themengebiets dieser Arbeit.

Alle Implementierungen, mit denen die nun folgenden numerischen Experimente durchgefihrt
wurden, basieren auf einer Erweiterung der Software FEATFLOW , konkret des cc3d-Losers.
Dieser Loser ist geeignet zur Simulation stationdrer Strdmungen bei niedrigen Reynoldszahlen
und FluRgeschwindigkeiten. Die abgebildeten Visualisierungen wurden mit GMV generiert, zu
finden unter ht t p: / / www xdi v. | anl . gov/ XCM gnmv/ GWHone. ht m

69
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5.1 DFG-Benchmark

Definition des Benchmarks Der DFG—Benchmark ,,Laminar flow around a cylinder’” wurde
im Rahmen des Schwerpunktprogramms ,,Flow simulation with high-performance computers”
von Schéfer und Turek im Jahr 1996 definiert (s. [52]). Aktuelle Veroffentlichungen wie [8,33]
zeigen die unverminderte Aktualitat und Relevanz dieses Benchmarks.

Das Gebiet Q2 ist in Abbildung|5.1 skizziert.

Outflow plane
U=vV=W=0
/

A 0.1m y
0.41m ‘%ASm
0.15m
Yy X
uU=v=w=0 = »Z

0.41m

D / Inflow plane

(0,0,0) (0,0,H)

(0,H,0)

Abbildung 5.1: Zylinderbenchmark-Geometrie

Der Kanal hat die Hohe H = 0.41m, der Zylinder den Durchmesser D = 0.1m. Geldst wer-
den sollen die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (s. Kap. 2.3) in den Unbekannten
Geschwindigkeit (u) und Druck (p), mit einer Viskositat des Fluids von v = 10~3m?/s und
einer Dichte von p = 1kg/m3. Die Stromung betritt den Kanal durch die in obiger Abbildung
mit inflow plane bezeichnete Seitenflache, und zwar mit dem parabolischen Profil

16Uyz(H —y)(H — z)/H*
u= 0 )
0

wobei U = 0.45m/ s die Einstromgeschwindigkeit angibt. Die Strémung ist mit einer Reynolds-
zahl von 20 stationdr, die mittlere Einstromgeschwindigkeit ist U = 0.2m/s.

Die Werte, die im Benchmark berechnet werden sollen, sind die sogenannten Auftriebs- und
Widerstandsbeiwerte (engl. lift, drag) ¢;, ¢4 sowie die Druckdifferenz Ap zwischen den beiden
Punkten (0.45;0.2;0.205) und (0.55; 0.2; 0.205) auf der Oberflache .S des Zylinders.
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Mit der duBeren (d.h. ins Innere des Gebiets zeigenden) Normale des Zylinders ng und den
beiden Tangentialvektoren t1, to,

N Ny 0
ng=1| ny |,t1= —ngy |,ta=10
0 0 1

lassen sich die einwirkenden Krafte des Luftwiderstands und des Auftriebs, £; und Fj, aufstel-
len:

Fy = / <vany _Pna:> ds, F;= —/ <P’/Mnx —i—pny) ds  (5.1)
S ng S 8nS

Hieraus ergeben sich die gesuchten Koeffizienten wie folgt:

2F, 2F;

— — s Cc] = =
pU2DH’ ' pU2DH

Cd

Es gelten die Referenzwerte aus der folgenden Tabelle:

Autor Drag Lift A(p) | # Unbekannte
John [33] 6.18533 0.009401 | 0.170875 55.6 Mio.
Braack,Richter [8] | 6.185331 | 0.00940136 | 0.171342 62 Mio.

Tabelle 5.1: Referenzwerte im Zylinder-Benchmark

Abbildung 5.2: Grobgitter im Zylinderbenchmark

Konstruktion von Testfallen Der Zylinder hat eine Hohe von H = 0.41, sein Durchmesser
betragt D = 0.1. Das Grobgitter (s. Abbildung5.2) verwendet zur Approximation des Zylin-
derumfangs U = Dm = 7/10 in der z, y-Ebene 6 Kanten. Analog werden zur Approximation
der Zylinderhohe in Richtung z-Achse 4 Kanten verwendet. Fur die Langen der Kanten, die
den Umfang auf verschiedenen Leveln approximieren (d.h. fur die maximale Auflésung des
Zylinderumfangs durch das Hexaedergitter) ergibt sich folgende Tabelle:
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Level | # Kanten | Kantenlénge
1 6 0.0524
2 12 0.0262
3 24 0.0131
4 48 0.0065
5 96 0.0033
6 192 0.0016

Tabelle 5.2: Kantenldngen in der x, y-Ebene

Drei Testfélle sollen im folgenden betrachtet werden. Sie unterscheiden sich in der Zahl der
Dreiecke, die zur Zylinderapproximation verwendet werden:

Abbildung 5.3: Approximation des Zylinders durch Dreiecke

Eine sehr grobe Diskretisierung (genannt T16) 16st den Zylinderumfang mit 16 Kanten auf, ei-
ne mittlere (genannt T64) verwendet 64 Kanten und eine feine Version (genannt T1024) 1024
Kanten. Die Konfigurationen wurden so gewahlt, dal die grobe Auflésung schon visuelle Ar-
tefakte erzeugen, die mittlere mit einer Kantenldnge von 0.05 bis einschlieBlich Level 4 den
Zylinder genauer als die Hexaeder-Kanten auflésen, wéhrend die feine Diskretisierung mit ei-
ner Kantenldnge von 0.0003 selbst auf Level 6 hinreichend genau sein sollte. In Richtung der
z-Achse kdnnen nach Konstruktion diese Diskretisierungsfehler nicht auftreten, von daher ist
die Zahl der ,,Schichten” nicht von Bedeutung.

Man beachte, dal} nach Konstruktion der Geometrie und des Grobgitters die Projektion mit kiir-
zesten Abstanden und die gewichtete Projektion (s. Kap. 3.4) hier aquivalent sind. AuRerdem
ist in diesem Fall die Projektionsaufgabe eindeutig l6sbar. Daher wurden alle Tests nur mit der
klassischen Projektionstechnik durchgefihrt.
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Ein Vergleich von Visualisierungen der analytischen Projektion mit Datensatzen, die eine Ober-
flachentriangulierung verwenden, ergibt schon bei der mittleren Auflésung des Zylinders keine
sichtbaren qualitativen Unterschiede. Die Abbildungen |5.4 und 5.5 zeigen Beispiele fiir das
qualitative Stromungsverhalten, jeweils durchgefiihrt mit einer analytischen Beschreibung des
Zylinders. Die Abbildungen|5.6 und|5.7 zeigen dieselbe Simulation, diesmal jedoch durchge-
fiihrt mit der Zylinderbeschreibung T64.
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Abbildung 5.4: Visualisierung der Druckverteilung mit Konturlinien in der zentralen Schnit-
tebene durch den Stromungskanal, analytische Randbeschreibung

Abbildung 5.5: Visualisierung der Norm des Geschwindigkeitsvektors mit Konturlinien in der
zentralen Schnittebene durch den Stromungskanal, analytische Randbeschreibung
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Abbildung 5.6: Visualisierung der Druckverteilung mit Konturlinien in der zentralen Schnit-
tebene durch den Stromungskanal, Oberflachentriangulierung T64

Abbildung 5.7: Visualisierung der Norm des Geschwindigkeitsvektors mit Konturlinien in der
zentralen Schnittebene durch den Stromungskanal, Oberflachentriangulierung T64



74 KAPITEL 5. ERGEBNISSE

Analyse der Testlaufe Das verwendete Grobgitter filhrt zu den Problemgréfien, die in der
folgenden Tabelle wiedergegeben sind. Dabei ergibt sich die Anzahl der Unbekannten gerade
als Summe der Anzahl der Flachen fiir die x,y und z-Komponente der Geschwindigkeit und
der Zahl der Elemente fur den Druck.

Level | # Flachen | # Elemente | # Unbekannte
1 396 96 1284
2 2576 768 8496
3 19520 6144 64704
4 151808 49152 504576
5 1197056 393216 3984384
6 9506816 3145782 31666230

Tabelle 5.3: Problemgrofie des Benchmarks auf verschiedenen Leveln

Die Rechenzeit betrug pro Durchlauf auf Level 6 jeweils drei Stunden auf einem Opteron-
System mit 1.8 GHz. Pro Durchlauf wurden 4.5 GB RAM benétigt, was Rechnungen auf fei-
neren Leveln mit der zur Verfugung stehenden Hardware-Ausstattung unméglich macht.

Die Resultate fiir die Drag-Berechnung sind der folgenden Tabelle zu entnehmen. Die ersten
vier Spalten enthalten die konkret berechneten Werte, jeweils fr die sehr grobe, mittlere und
feine Oberflachentriangulierung sowie eine analytische Beschreibung des Zylinders. Die letz-
ten vier Spalten enthalten firr diese Werte jeweils den relativen Fehler (Jcg — cfff]/cfff) gegen-
tber [8], gemessen in Prozent.

Level T16 T64 | T1024 | analytisch | Err T16 | Err T64 | Err T1024 | Err analytisch
3 5.7711 | 5.8333 | 5.8550 5.8746 | 6.6970 | 5.6914 5.3406 5.0237
4 6.0499 | 6.1160 | 6.1387 6.1427 | 2.1896 | 1.1209 0.7539 0.6892
5 6.0900 | 6.1562 | 6.1786 6.1795 | 1.5412 | 0.4719 0.1088 0.0943
6 6.0983 | 6.1612 | 6.1840 6.1842 | 1.4071 | 0.3901 0.0215 0.0183

Tabelle 5.4: Berechnete Werte und relative Fehler in Prozent bei der Drag-Berechnung

Wie erwartet ist der Unterschied zwischen den verschieden groben Zylinderdiskretisierungen
klar erkennbar. Vergleicht man beispielsweise die relativen Fehler zwischen T16 und T64, so
ist die Genauigkeit bei T64 auf Level 4 besser als auf Level 6 bei der schon optisch nicht mehr
runden Zylinderapproximation. Dies entspricht einem Gewinn von zwei Leveln, also einem
Rechenzeitgewinn um den Faktor 64. Diese Aussage ist allerdings mit Vorsicht zu genief3en,
da in praktischen Anwendungsféllen selbstverstandlich keine Referenzwerte zur Verfigung
stehen und es daher a priori nicht bekannt ist, wie genau ein Ergebnis ist. Im Fall eines stan-
dardisierten Benchmarks ist diese Aussage jedoch legitim. Vergleicht man T64 mit T1024,
so ist der Effekt eines vollen Levelgewinns bei Level 5 der feinen Randbeschreibung analog
festzustellen. Auf der anderen Seite ist die feine Triangulierung T1024 in diesem Fall so fein
gewadhlt, dal’ der (bei einer analytischen Randbeschreibung prinzipiell nie auftretende) Rand-
approximationsfehler in allen betrachteten Leveln (noch) nicht dominiert: Der Unterschied in
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den jeweiligen relativen Fehlern liegt im Promillebereich.

Schon ab Level 4 sind die auftretenden Fehler kleiner als ein Prozent, wahrend diese Schranke
mit der sehr groben Triangulierung nicht erreichbar ist. Der Verlauf der Fehlerreduktion bei
dieser Triangulierung (s. ndchste Abbildung, man beachte die logarithmische Skalierung) zeigt
auch, daf? selbst bei noch mehrmaliger Unterteilung diese Schwelle nicht zu unterschreiten wé-
re. Einen zusétzlichen Fehler neben dem Randapproximationsfehler bewirkt die Verwendung
einer zu groben Triangulierung nicht, lediglich der Zeitpunkt, ab dem der Diskretisierungsfeh-
ler am Rand den gesamten Fehler dominiert und damit eine weitere Unterteilung Uberflissig
macht, wird deutlich nach vorne verschoben.

10.00

\ T16

\ Te4

© T1024

*+ Analytisch

1.00+

Fehler

0.10 N

0.01 T T )
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Abbildung 5.8: Verlauf der relativen Fehler in Prozent, gemessen fur die vier Randbeschrei-
bungen. Die y-Achse ist logarithmisch skaliert!

Dieses Diagramm bestétigt die Annahmen, die zur Konstruktion dieser Testfélle getroffen
wurden: Die sehr grobe Diskretisierung ist unbrauchbar, die mittlere Version ist bis Level 4
brauchbar, die feine ist von der analytischen Randbeschreibung bis zu Level 6 nicht zu un-
terscheiden. Ein Vergleich der Kantenldngen (s.0.) impliziert, dafl bei T1024 ab Level 9 der
Diskretisierungsfehler dominieren wird, auf diesem Level werden 1024 Dreieckskanten von
1536 Hexaeder-Kanten abgedeckt. Dies entspricht allerdings einem Speicherbedarf von tber 2
TB, was die experimentelle Verifikation ausschlief3t.

Fur den Lift-Koeffizienten ergeben sich folgende Tabellen:

Level T16 T64 T1024 | analytisch

3 0.015026 | 0.005960 | -0.000349 | -0.000579
4 0.008837 | 0.006338 | 0.004585 | 0.004499
5 0.008364 | 0.007949 | 0.007780 | 0.007758
6 0.008558 | 0.008803 | 0.008951 | 0.008946

Tabelle 5.5: Berechnete Lift-Werte.
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Level | Err T16 | Err T64 | Err T1024 | Err analytisch
3 59.8279 | 36.6060 | 103.7081 106.1605
4 6.0008 | 32.5842 51.2315 52.1463
5 11.0341 | 15.4473 17.2492 17.4832
6 8.9685 | 6.3657 4.7904 4.8489

Tabelle 5.6: Relative Fehler in der Lift-Berechnung in Prozent.

Die oben notierten Beobachtungen zur erreichbaren Genauigkeit mit den verschiedenen Ober-
flachentriangulierungen spiegeln sich hier wider. Es muR jedoch erwahnt werden, dal? die Be-
rechnung dieses Koeffizienten in diesem Benchmark sehr schwierig ist. Ein Indikator dafur
ist die auftretende Oszillation auf den groben Leveln bzw. bei T16, ein weiterer ist der Ver-
gleich der relativen Fehler in der analytischen Projektion zwischen dem Drag- und dem Lift-
Koeffizienten: Beim Drag-Koeffizient kann ein relativer Fehler von weniger als ein Promille
erreicht werden, beim Lift-Wert betragt das beste Ergebnis fast fiinf Prozent. Auch ein Levelge-
winn durch die Verwendung einer hochauflésenderen Randbeschreibung ist nicht erkennbar. Da
dieser Gewinn noch nicht einmal im Vergleich zur analytischen Zylinderreprésentation auftritt,
kdnnen diese Ergebnisse diesbezilglich nur tendenziell bewertet werden. Nicht nur tendenziell,
sondern deutlich bestétigt diese Tabelle allerdings den verschwindenden Unterschied zwischen
der feinen Triangulierung und der analytischen Randbeschreibung bis zum maximalen Level 6.

Die Ergebnisse in der Berechnung der Druckdifferenz zwischen zwei gegentiberliegenden Punk-
ten auf der Zylinderoberflache sind in Tabelle 5.7|zusammengestellt.

Level T16 T64 | T1024 | analytisch | Err T16 | Err T64 | Err T1024 | Err analytisch
3 0.1343 | 0.1350 | 0.1352 0.1352 21.61 21.22 21.1 21.07
4 0.1551 | 0.1558 | 0.1561 0.1561 9.49 9.04 8.9 8.9
5 0.1640 | 0.1648 | 0.1651 0.1651 4.27 3.8 3.64 3.64
6 0.1680 | 0.1683 | 0.1686 0.1686 1.97 1.76 1.58 1.58

Tabelle 5.7: Relative Fehler in der Berechnung der Druckdifferenz in Prozent.

Die Berechnung dieser Druckdifferenz erfolgt uber zwei Punktauswertungen, die in allen Kon-
figurationen schon durch das Grobgitter mit einem Knoten exakt auf der Zylinderoberflache
erfalt werden. Diese Tabelle spiegelt also den EinfluR der Feinheit in der Randauflésung auf
die Genauigkeit einer Punktauswertung wider. Liest man die Tabelle spaltenweise, so ist er-
kennbar, daf der Druck im Stromungsgebiet natiirlich um so genauer berechnet werden kann,
desto feiner die Diskretisierung im Ort ist. Liest man die Tabelle hingegen zeilenweise fur
die beiden Level 5 oder 6, so ist ein leichter Effekt durch die Genauigkeit der Oberflachentri-
angulierung erkennbar: Die relativen Fehler auf Level 6 zwischen der sehr groben und der
analytischen Randbeschreibung unterscheiden sich um ca. 0.5%. Man wird erwarten, daB bei
Punktauswertungen der Diskretisierungsfehler keine Auswirkungen hat, gerade weil der re-
levante Punkt schon im Grobgitter exakt auf dem Randobjekt positioniert ist. Dal3 trotzdem
ein (leichter) Effekt notierbar ist, hat zwei Griinde: Der Druck ist eine zellbasierte GroRe und
wird flr diese Punktauswertungen aus den vier adjazenten Hexaedern gemittelt, deren weitere
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Randknoten nicht im Grobgitter enthalten sind und somit von der Feinheit der Oberflachentri-
angulierung beeinfluBRt werden. Andererseits ist der Diskretisierungsfehler keine lokale GroRe,
die Fehler in der Randapproximation bewirken globale Fehler in der Druckberechnung, ob-
wohl der relevanten Punkt exakt positioniert ist. Im Vergleich zu den vorherigen Koeffizienten
des Auftriebs und Luftwiderstands ist der EinfluB einer groben Oberflachentriangulierung auf
die Genauigkeit einer Punktauswertung deutlich geringer als der Einfluf® auf ein vollstandiges
Oberflachenintegral.

Zum Vergleich zeigt die néchste Tabelle die Ergebnisse in der Drag-Auswertung, die mit leicht
anderen Parametern in FEATFLOW berechnet wurden. Hier werden nur die grobe und feine
Oberflachentriangulierung mit den Referenzwerten verglichen. Die Tabelle soll den nur gerin-
gen Einflul von Variationen an den FEATFLOW — Parametern auf die hier zu untersuchenden
Fragestellungen belegen.

Level T64 T1024 | Err T64 | Err T1024

3 5.75060 | 5.77110 | 7.0234 6.6920
4 6.09170 | 6.11430 | 1.5085 1.1431
5 6.14980 | 6.17210 | 0.5691 0.2086
6 6.15960 | 6.18240 | 0.4107 0.0420

Tabelle 5.8: Relative Fehler in der Berechnung des Drags in Prozent, alternative Konfiguration.

Zwei Dinge sind zu notieren: Zum einen erkennt man im direkten Vergleich mit den in Tabel-
le 5.4/ dargestellten relativen Fehlern, daB sich die Genauigkeit der Oberflachentriangulierung
wieder in einem vollstdndigen Level-Gewinn bemerkbar macht und die gleichen Tendenzen
zeigt. Zum anderen fallt auf, dal? die Variation von Parametern in FEATFLOW die Genauigkeit
nicht stark beeinflutt. Dies wird durch die verbleibenden drei gerechneten Konfigurationen,
die hier nicht weiter vorgestellt werden sollen, bestatigt.

Einflul auf das Konvergenzverhalten des Mehrgitterlésers Abschlielend soll noch be-
trachtet werden, wie sich die verschieden genaue Randaufldsung auf das Konvergenzverhalten
des Mehrgitterlosers auswirkt. Die relevanten Parameter hierfir sind die Anzahl der vom Léser
ausgefiihrten Schritte in der &uReren nichtlinearen Iteration und in der inneren Mehrgitterite-
ration. Hieraus ergibt sich als Indikator fur die Robustheit des Losers die durchschnittliche
Anzahl Mehrgitterschritte pro nichtlinearer Iteration.

Fir die Zylinderkonfiguration ergibt sich die folgende Tabelle:
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Level | analytisch | T1024 T64 T16
2 20/3.55 | 20/3.55 | 20/3.55 | 20/3.55
3 13/3.31 | 13/3.38 | 13/3.31 | 13/3.23
4 8/5 8/5 8/5 8/5
5 714 714 714 714
6 6/3.5 6/3.5 6/3.5 | 7/3.57

Tabelle 5.9: Anzahl nichtlinearer Iterationen gesamt, durchschnittliche Anzahl Mehrgitter-
schritte pro Iteration fur verschieden feine Oberflachenbeschreibungen auf allen Leveln.

An dieser Tabelle liest man ab, daf? sich das Mehrgitterverfahren hier sehr gut verhélt: Die
durchschnittlichen Werte schwanken nur sehr wenig, d.h. das Mehrgitterverfahren ist (wie
theoretisch gefordert) unabhéngig vom Level. AuBerdem erkennt man die lineare Laufzeit (in
der Anzahl der Unbekannten auf dem jeweils maximalen Level) des gesamten Algorithmus.
Die Feinheit der Oberflachenbeschreibung hat in diesem Beispiel offenbar (ignoriert man das
statistische Rauschen auf dem zu groben Level 3) keinen bemerkenswerten EinfluR auf das
Konvergenzverhalten. Dies liest man zeilenweise aus der Tabelle ab. Der Riickgang der not-
wendigen nichtlinearen Iterationen zur Fehlerreduktion bis zur vorgeschriebenen Grenze bei
feineren Leveln wird verursacht durch den Vorgehen, als Startldsung fur ein feines Level nicht
die Null-Losung wie auf Level 1, sondern die Ldsung des nachstgroberen Levels zu verwen-
den. Die hier aus Grinden der Ubersichtlichkeit nicht weiter tabellierten verbleibenden vier
Konfigurationen bestatigen dieses Ergebnis.

Zusammenfassung Bei der qualitativen Untersuchung des Stromungsverlaufs ist kein Unter-
schied zwischen der analytischen Randbeschreibung und der Beschreibung durch eine Ober-
flachentriangulierung festzustellen, sofern die gewahlte Randdarstellung nicht schon optische
Artefakte beinhaltet. Bei der quantitativen Untersuchung der drei im Benchmark zu berechnen-
den GréRRen Luftwiderstand, Auftrieb und Druckdifferenz treten die erwarteten Ergebnisse auf:
Eine hinreichend feine Triangulierung liefert bei vernachl&ssigbarem Unterschied die gleiche
Genauigkeit wie die analytische Randbeschreibung. Der EinfluR der Feinheit der Triangulie-
rung ist hierbei skaliert: Bei einer zu groben Diskretisierung dominiert schon auf vergleichs-
weise niedrigen Leveln der Randapproximationsfehler den Gesamtfehler, wahrend eine hin-
reichend feine Diskretisierung keine Dominanz des Randfehlers bis zum maximal mdglichen
Level impliziert. Einen zusétzlichen Fehler durch die Verwendung einer zu groben Diskretisie-
rung erhédlt man jedoch nicht, was auch durch die qualitative Beurteilung bestatigt wird. Auf
das Konvergenzverhalten des Mehrgitterlosers hat die Darstellung der Geometrie als Oberflé-
chentriangulierung unabhangig von der gewahlten Feinheit keinen meRbaren Effekt.

5.2 Kugel-Benchmark
Beschreibung des Benchmarks Die Konfiguration des zweitens Benchmarks beinhaltet zwei

Randkomponenten, einen aulReren Kanal und eine innere, zu umstrémende Kugel. Auch hier
ist es moglich, Vergleichsrechnungen mit einer analytischen Randbeschreibung vorzunehmen.
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Aus der Zylinderkonfiguration wird die GrifRe des Kanals sowie die Ein- und Ausstrombedin-
gungen unverandert ibernommen. Die Kugel befindet sich mit dem Mittelpunkt (0.45; 0.19;0.2)
an einer leicht asymmetrischen Position im Kanal. Ihr Radius betragt 0.05.

Fur diese Konfiguration existieren keine Referenzwerte. Mittels einiger hochgenauer Testrech-
nungen mit analytischer Randbeschreibung wurde ein eigener Referenzwert durch Mittelung
und Extrapolation ermittelt. Es ergibt sich die folgende ReferenzgroRe:

f_
el =1.496

Das Grobgitter fiir alle durchgefiihrten Testrechnungen ist in Abbildung (5.9 skizziert.

Abbildung 5.9: Grobgitter fiir die Kugel-Konfiguration

Basierend auf diesem Grobgitter ergeben sich die folgenden Problemgréiien:

Level | # Flachen | # Elemente | # Unbekannte
1 67 17 218
2 472 136 1552
3 3520 1088 11648
4 27136 8704 90112
5 212992 69632 708608
6 1687552 557056 5919712
7 13434880 4456448 44761088

Tabelle 5.10: ProblemgréRe der Kugel-Konfiguration auf verschiedenen Leveln

Mit dieser Konfiguration soll nochmals der EinfluR des Feinheitsgrades einer Oberflachentri-
angulierung auf die zu erreichende Genauigkeit in der Berechnung des Drag-Wertes und auf
das Konvergenzverhalten des Mehrgitterlésers untersucht werden. Dazu werden die relativen
Fehler bezogen auf obige analytisch berechnete Referenzgrolie verglichen.

Mit Hilfe der CAD-Software Bl ender 3D (s. ht t p: / / www. bl ender 3d. or g) wurden
Triangulierungen der Kugeloberflache in den folgenden Auflésungen generiert:
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Name | # Ringe | # Dreiecke
T16 16 - 16 480
T32 3232 1984
T64 | 64-64 7936
T96 96 - 96 17620

Tabelle 5.11: Definition verschiedener Oberflachentriangulierungen fir die Kugel-
Konfiguration

Vergleich der Visualisierungen Die Abbildungen 5.10,(5.11 und 5.12| zeigen Beispiele fiir
das qualitative Stromungsverhalten, jeweils durchgefuhrt mit einer analytischen Beschreibung,
einer groben (T16) und einer feinen (T96) Diskretisierung der Kugel.

Abbildung 5.10: Visualisierung der Norm des Geschwindigkeitsvektors mit Konturlinien in der
zentralen Schnittebene durch den Stromungskanal, analytische Randbeschreibung

Abbildung 5.11: Visualisierung der Norm des Geschwindigkeitsvektors mit Konturlinien in
der zentralen Schnittebene durch den Strémungskanal, sehr grobe Oberflachentriangulierung
(T16)

Abbildung 5.12: Visualisierung der Norm des Geschwindigkeitsvektors mit Konturlinien in der
zentralen Schnittebene durch den Stromungskanal, feine Oberflachentriangulierung (T96)

Man erkennt minimale Unterschiede zwischen T16 (einer Beschreibung der Kugel, die schon
bei geringer Zoomstufe nicht mehr rund aussieht) und der analytischen Randbeschreibung,
zwischen T96 und der analytischen Randbeschreibung jedoch nicht mehr.
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Analyse der Genauigkeit Die berechneten Drag-Werte fiir verschiedene Level sind in der
folgenden Tabelle zusammengestellt:

Level T16 T32 T64 T96

3 0.9111 | 0.9202 | 0.9226 | 0.9228
1.1749 | 1.1885 | 1.1919 | 1.1925
1.3684 | 1.3832 | 1.3873 | 1.3880
1.4438 | 1.4592 | 1.4633 | 1.4639
1.4648 | 1.4800 | 1.4840 | 1.4847

~N o o b~

Tabelle 5.12: Berechnete Drag-Werte flr verschiedene Kugel-Diskretisierungen auf verschie-
denen Leveln.

Aus dieser Tabelle ergeben sich die folgenden relativen Fehler zu obigem Referenzwert cgef = 1.496:

Level | T16 | T32| T64 | T96
3 39.1 | 38.49 | 38.33 | 38.32
21.46 | 20.55 | 20.33 | 20.29
853 | 754 | 727 | 7.22
349 | 246 | 219 | 215
209 | 1.07 08| 0.76

~N o O~

Tabelle 5.13: Relative Fehler in Prozent zwischen den berechneten Werten und dem Referenz-
wert.

In Diagrammform erhélt man aus dieser Tabelle:

10

Fehler

*4T96

T )
5 6 7
Level

Abbildung 5.13: Verlauf der relativen Fehler auf den drei feinsten Leveln, logarithmische Ska-
lierung, Angabe in Prozent

Folgende Tendenzen lassen sich feststellen: Der Verlauf der Fehlerkurven entspricht den Er-
wartungen. Vergleicht man die Werte fir Level 6 bei der feinsten mit Level 7 in der grobsten
Triangulierung, so ist auch hier wieder der Gewinn eines (beinahe) kompletten Levels in der
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Genauigkeit ersichtlich. Im Gegensatz zum Zylinderbenchmark ist die maximal erreichbare
Genauigkeit durch die verwendeten Triangulierungen allerdings nicht mit einem Fehler im
Promillebereich gekennzeichnet, sondern nur knapp unterhalb eines Prozents angesiedelt. Dies
liegt daran, dal? der Kugel&quator mit maximal 96 Dreieckskanten aufgeldst wird, wéhrend das
Hexaedergitter auf dem hochsten Level 256 Kanten verwendet. Hier ist also der Randapproxi-
mationsfehler in allen verwendeten Triangulierungen erkennbar. Bis auf dieses Detail bestétigt
die Tabelle die bei der Zylinderkonfiguration getroffenen Aussagen.

Konvergenzverhalten Fur das Konvergenzverhalten des Mehrgitterldsers ergibt sich folgen-
de Tabelle:

Level | analytisch T96 T64 T32 T16
3 12/2.1 | 12/2.1 | 12/2.1 | 12/2.1 | 12/2.1
11/26 | 9/2.6 | 9/26 | 9/2.6 | 9/2.6
823 | 8/23 | 8/23| 823 | 8/2.3
8/19 | 8/19 | 819 | 8/19 | 8/19
A T A 4 O A B 0 W A R /4

~N o o b~

Tabelle 5.14: Durchgefiihrte nichlineare Iterationen, durchschnittliche Anzahl Mehrgitter-
schritte pro nichtlineare Iteration fur verschieden feine Oberflachenbeschreibungen auf allen
Leveln

Die konkreten Zahlwerte sind wie beim Zylinder wieder weitgehend identisch, die durch-
schnittlich notigen Mehrgitterschritte pro nichtlinearer Iteration sind tber alle Level hinweg
vergleichbar. Auch diese Tabelle zeigt damit die Unabhangigkeit der Art der Oberflachenbe-
schreibung auf das Konvergenzverhalten und bestétigt so die entsprechenden Resultate beim
Zylinderbenchmark.

Zusammenfassung Dieser Benchmark bestatigt die Ergebnisse aus der standardisierten Zy-
linderkonfiguration: Die maximal erreichbare Genauigkeit ist stark abhangig von der Feinheit
der verwendeten Triangulierung. Bei zu groben Triangulierungen dominiert der Randapproxi-
mationsfehler schon ab relativ groben Leveln den gesamten Fehler. Vergleicht man die Ergeb-
nisse jedoch visuell, so ist im qualitativen Verlauf der Stromung selbst bei nicht mehr rund
aussehenden Kugelbeschreibungen kein Unterschied erkennbar. Auf das Konvergenzverhalten
hat die Feinheit der Oberflachenbeschreibung keinen Einfluf3.

5.3 Glattungsalgorithmen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie sich verschiedene Glattungsverfahren und
Glattungsstrategien flr innere Knoten auf die erreichbare Genauigkeit einer Simulation aus-
wirken. Als Testkonfiguration dient der Zylinderbenchmark (s.0.), allerdings mit einer leicht
veranderten Setzung der FEATFLOW — Parameter.

In einer mehrstiindigen Gewaltrechnung werden auf Level 4 (504576 Unbekannte) die in Kapi-
tel 2.3 vorgestellten Operatoren mit verschiedenen Iterationszahlen (3,5,10,50) und Gewichten
(0 bis 0.9 in Schritten von 0.1) getestet. Insgesamt werden 116 verschiedene Félle in einer
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Rechnung untersucht. Eine solche Rechnung wird fiir zwei verschiedene Glattungsstrategien
durchgefiihrt: Glattung des Grobgitters und Glattung des Feingitters (was aufgrund der Spei-
cherarchitektur von FEATFLOW dquivalent ist mit einer simultanen Glattung auf allen Leveln).
Diese Ergebnisse sind natiirlich von der Geometrie, dem initial zur Verfiigung stehenden Gitter
und der verwendeten Software FEATFLOW abhéangig. Als tendenzielle Aussagen — gerade was
die Leistungsfahigkeit des Umbrella-Operators angeht — sind sie trotzdem brauchbar.
Verglichen werden in diesen Konfigurationen die relativen Fehler in der Drag-Berechnung zum
Referenzwert von Braack und Richter (s.0.). Um Seiteneffekte durch die Verwendung einer
Oberflachentriangulierung zu vermeiden, werden alle Tests mit einer analytischen Randbe-
schreibung durchgefiihrt. In allen Féllen ist das Konvergenzverhalten des Ldsers nicht betrof-
fen, d.h. es wird mit der gleichen Anzahl nichtlinearer Iterationen und Mehrgitterschritten und
nur mit dem (minimalen) Zusatzaufwand der Glattung eine (hoffentlich) hdhere Genauigkeit
erzielt.

Glattung des Grobgitters Die folgende Tabelle stellt die besten vier Ergebnisse bei der An-
wendung aller Glattungsoperatoren auf dem Grobgitter zusammen. Zum Vergleich ist auch die
Losung auf dem ungeglatteten Gitter angegeben.

Methode # Iterationen | « Drag | rel. Fehlerin %
Original n/a | nfa | 6.1952 0.1651
Laplace-Jacobi 50 | 0.1 | 6.1850 0.0004
Laplace-Jacobi 5109 |6.1851 0.0010
Laplace-Jacobi 10 | 0.5 | 6.1849 0.0019
Laplace-Jacobi 5| 06.1848 0.0037

Tabelle 5.15: Vergleich der besten Resultate bei einer Grobgitterglattung

Man erkennt zunéchst eine deutliche Verminderung des relativen Fehlers: Es ist bemerkens-
wert, wie stark ein nur leicht verandertes Grobgitter (das danach vollkommen reguldr weiter
unterteilt wird) die relative Genauigkeit beeinflult. Dieser Effekt ist jedoch nur bis zu diesem
noch relativ groben Level so ausgepragt, fuhrt man die Rechnung weiter bis Level 6 durch, re-
lativiert sich diese Tendenz. Der Grund fur diese Tatsache liegt in tiefliegenden Konvergenzaus-
sagen fur den Mehrgitteralgorithmus (fiir eine Ubersicht und weitere Referenzen siehe Kapitel
2.2), die das Verhalten des Losers zuriickfiihren auf ,,moglichst” rechtwinklige Gitter. Genau
dies wird durch die Glattung erreicht.

Mit dieser Stategie arbeitet der einfache Laplace-Glatter offenbar am besten zusammen, was
die allgemeine Beschreibung aus Kapitel 2.3/ bestatigt: In Situationen, in denen der Laplace-
Operator anwendbar ist, ist er konkurrenzlos schnell und liefert gute Ergebnisse.

Simultane Glattung aller Gitter  Fr die besten vier Ergebnisse bei der Glattung des feinsten
Gitters (man beachte, dal durch die in FEATFLOW verwendeten Datenstrukturen hierbei alle
groberen Level simultan mitgeglattet werden) ergibt sich folgendes Bild:
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Methode # Iterationen | « Drag | rel. Fehler in %
Original n/a | nfa | 6.1952 0.1651
Umbrella-Jacobi 3|04 ]|6.1850 0.0007
Umbrella-Gauss-Seidel 5102 6.1849 0.0016
Umbrella-Gauss-Seidel 3|03 |6.1846 0.0069
Laplace-Jacobi 3|06 |6.1845 0.0073

Tabelle 5.16: Vergleich der besten Resultate bei einer Glattung des feinsten Gitters

Diese Tabelle bestétigt die Vorteile des Umbrella-Operators im Vergleich zum Laplace-Operator,
da bei dieser Strategie die Gefahr deutlich hoéher ist, bei einer einfachen Laplace-Glattung Ele-
mente geringer Qualitat zu erzeugen. Aus der Gesamttabelle (aus Griinden der Ubersichtlich-
keit nicht wiedergegeben) geht hervor, daf? in dieser Testkonfiguration bis auf einige statistische
Ausrutscher fast jede Form von Glattung bessere Ergebnisse liefert im Vergleich zum ungeglat-
teten Gitter.

Fazit Die Anwendung geeigneter Glattungsoperatoren auf ein Gitter kann bei geeigneter
Konfiguration der Operatoren einen starken Effekt auf die Genauigkeit der Ldsung haben. Die
Bestimmung der Parameter fiir die Operatoren ist jedoch nicht einfach und wird hier durch
eine Gewaltrechnung auf einem noch recht groben Level durchgefiihrt. Tendentiell verspricht
— wie zu erwarten war — die Strategie mehr Erfolg, eine Glattung auf allen Leveln simultan
durchzufiihren, weil hier der Einfluf3 einer suboptimalen Parametersetzung fiir die Glatter we-
niger dominant ist. Die Experimente bestétigen die (nach meinem Kenntnisstand unveroffent-
lichte, aber nach Definition des Operators naheliegende) Eignung des Umbrella-Operators fiir
die Glattung von Finite-Elemente-Diskretisierungen: In ,,einfachen Fallen” ist er der Laplace-
Glattung unterlegen, in Fallen, in denen die Laplace-Glattung qualitativ schlechte oder sogar
invertierte Elemente erzeugt, ist er deutlich Uberlegen. Folgt man der Strategie, auf allen Gitter-
ebenen eine Glattung durchzufiihren, so ist der Umbrella-Operator sehr robust. Es ist allerdings
auch bemerkenswert, die sehr die Optimierung des Grobgitters in diesem Fall die erreichbare
Genauigkeit beeinfluBt. Sofern keine invertierten Elemente erzeugt werden, beschrankt sich der
Mehraufwand auf die Glattung (eine reine Préprozessor-Aufgabe) und beeinflult das Konver-
genzverhalten des Mehrgitter-Ldsers nicht.

5.4 Chevrolet Camaro im Windkanal

Beschreibung der Konfiguration Mit diesem Beispiel soll demonstriert werden, dal3 die in
der Arbeit entwickelten Verfahren geeignet sind, Stromungssimulationen um komplexe dreidi-
mensionale Objekte durchzufiihren. Gleichzeitig dient es dazu, vorbereitend auf die im nach-
sten Abschnitt folgende Diskussion die Grenzen der in der Arbeit untersuchten Techniken auf-
zuzeigen.

Das verwendete Modell ist ein Chevrolet Camaro und stammt im Original aus der freien Mo-
dellgalerie unter ht t p: / / www. 3dcaf e. com Eine mit Blender [7] gerenderte Ansicht des
Autos zeigt Abbildung|5.14.
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Abbildung 5.14: Das verwendete Modell.

Die Oberflachentriangulierung besteht aus insgesamt 616 Dreiecken. Man erkennt deutlich, daR
das Modell nicht ,,perfekt” ist, sondern einige Artefakte enthélt, insbesondere in der Umgebung
der Réader. Diese Artefakte wurden absichtlich nicht aus dem Originalmodell entfernt, um die
Robustheit der Randanpassung im Bezug auf kleine Fehler, Unstetigkeiten, steile Gradienten
usw. im zugrundeliegenden Modell auf die Probe zu stellen.

Hier werden nur qualitative Untersuchungen der Umstrémung vorgenommen, eine Diskussion
der (prinzipiellen) Grenzen fir eine quantitative Simulation folgt im néchsten Abschnitt. Das
verwendete Grobgitter ist in einer Seitenansicht in Abbildung 5.15 dargestellt. Das Fahrzeug
ist leicht asymmetrisch im Kanal positioniert.

95A94782E08595552x
Y

Abbildung 5.15: Seitenansicht auf das verwendete Grobgitter

Dieses Grobgitter flihrt auf die folgenden ProblemgréRen:
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Level | # Flachen | # Elemente | # Unbekannte
1 2480 716 9236
2 18512 5728 61264
3 142784 45824 474176
4 1121024 366592 3729664

Tabelle 5.17: ProblemgréRRe der Konfiguration auf verschiedenen Leveln. Man beachte, daf3
von 716 Zellen im Grobgitter lediglich 88 zur Auflésung der Fahrzeuggeometrie verwendet
werden, dies entspricht einem Anteil von 12%.

Der Einstromrand liegt auf der linken Seite des Kanals, der Ausstrémrand auf der rechten. Weil
die Generierung des Grobgitters dadurch wesentlich vereinfacht wurde, schwebt das Modell im
Widerspruch zu physikalischen Grundregeln im Kanal. Desweiteren entsprechen die Reynolds-
zahl und die Einstrémgeschwindigkeit in der realen Welt maximal einem Windhauch. Dies ist
mit den F&higkeiten des zugrundeliegenden FEATFLOW — Moduls zu erkldren: Die Stromung
mul stationér sein. Eine Implementierung in den instationaren Léser, der auch Konfigurationen
mit hoheren Reynoldszahlen verarbeiten kann, ist vorgesehen. All diese physikalischen Unzu-
langlichkeiten sind mit Blick auf das Thema dieser Arbeit jedoch vollkommen legitim.

Auflésung des Modells auf verschiedenen Leveln Die Beschreibung dieses Experiments
besteht aus kommentierten Serien von Visualisierungen des Modells und des Strémungsver-
laufs. Die erste Serie von Visualisierungen (Abbildungen 5.16 bis|5.19) zeigt die immer ge-
nauere Auflésung der Geometrie mit steigendem Level. Die Oberflache bzw. Kontur des Fahr-
zeugs wird folgendermalien extrahiert: Durch die Wahl der Randbedingungen wird sicherge-
stellt, da auf der Oberflache des Fahrzeugs die Geschwindigkeit null ist. Sie 146t sich also
einfach Gber eine Isoflache extrahieren. Auf dieser Flache wird der dort errechnete Druck dar-
gestellt. Die Farbe rot reprasentiert hierbei einen hohen Druck, die Farbe blau einen niedrigen.

Abbildung 5.16: Aufldsung des Automodells auf Level 1
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Abbildung 5.17: Auflésung des Automodells auf Level 2

Abbildung 5.18: Auflésung des Automodells auf Level 3

Abbildung 5.19: Aufldsung des Automodells auf Level 4

Man beachte die insgesamt gute Ubereinstimmung der extrahierten Kontur mit dem CAD-
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Modell aus Abbildung(5.14. Einige der sichtbaren kleinen Artefakte, gerade um die Réader her-
um, resultieren aus dem angewendeten Trick der Oberflachenextraktion. Andere stammen aus
nicht optimal geformten Elementen durch die Randanpassung, insbesondere aus nicht plana-
ren Seitenflachen, die bei der Farbinterpolation wéahrend der Visualisierung Probleme bereiten.
Weitere sind schon im Modell vorhanden (s.0.). Eine Uberpriifung des Gitters gemaR der in
Kapitel 4.4 definierten Qualitatskriterien ergibt jedoch keine auBergewdhnlich stark deformier-
ten oder ungultigen Elemente. ein weiteres Indiz ist die problemlose Konvergenz des Ldsers.

Der Versuch, das Gitter noch einmal mehr auf Level 5 zu verfeinern, scheitert: An den Radern
und im Bereich des Kuhlergrills der Fahrzeugkontur treten nach der Reprojektion invertierte
(bzw. qualitativ miserable) Zellen auf, und zwar so viele, daB die in dieser Arbeit vorgestellten
Glattungs- und Reprojektionstechniken dieses Problem nicht beheben kdnnen. Abbildung 5.20
versucht diesen Effekt in einer AusschnittsvergroRerung der Randzellen im vorderen Drittel
des Modells hervorzuheben. Mit den zur Verfligung stehenden Visualisierungswerkzeugen ist
es mir nicht moéglich, eine aussagekraftigere Darstellungen zu generieren.
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Abbildung 5.20: EinfluR des Grobgitters auf die lokale Elementqualitéat in kritischen Regionen
der Geometrie

Man erkennt deutlich den EinfluR des Grobgitters (vgl. Abbildung 5.15): In der Frontpartie
und um das Rad treten genau dort schwache Zellen auf, wo das Grobgitter die Geometrie nicht
hinreichend genau aufldst. Ein weiteres Beispiel ist die Grenze zwischen ,,Radkappe” und ,,Rei-
fen” in der Abbildung. Die reguldre Unterteilung kombiniert mit einer reinen Randanpassung
ohne Gitterdeformation im Inneren des Gebiets ist offenbar nicht geeignet, solch dominante
Details nachtraglich (d.h. jenseits des Grobgitters) zu erfassen. Dal} diese Defekte erst beim
Ubergang von Level 4 auf Level 5 auftreten, ist insofern verbliiffend, weil die Visualisierung
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der Fahrzeugkontur auf Level 4 (s. Abbildung 5.19) bereits sehr gut mit dem CAD-Modell
Ubereinstimmt.

Um diese These beziiglich der Dominanz des Grobgitters zu bestatigen, wird die Simulation
wiederholt, und zwar mit einem Automodell (genannt Modell B), das von den Ré&dern befreit
wird. Die Konstruktion eines Grobgitters um diese bei obigem Modell kritischen Bereiche ist
somit einfach moéglich. Ebenso wird um die Frontpartie eine andere Gestalt des Grobgitters
gewahlt. Das Grobgitter enthélt so nur noch 540 Elemente, seine Randapproximation kann
Abbildung 5.21 entnommen werden.

Die Verfeinerung bis zu Level 5 klappt ohne Probleme, dies entspricht einem Speicherbedarf
von 5 GB, was die Verfeinerung zu Level 6 ausschliel’t. Die Serie der nachsten 5 Abbildungen
zeigt die Geometrieaufldsung flr dieses verdnderte Modell:

Abbildung 5.21: Auflésung der Geometrie auf Level 1 fir Modell B
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Abbildung 5.22: Auflésung der Geometrie auf Level 2 fir Modell B

Abbildung 5.23: Auflésung der Geometrie auf Level 3 fir Modell B
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Abbildung 5.24: Auflésung der Geometrie auf Level 4 fir Modell B

Abbildung 5.25: Auflésung der Geometrie auf Level 5 fir Modell B

Diese Serie von Visualisierungen bestétigt die aufgestellte These: Die Gute der Randanpassung
durch das Grobgitter ist fir die in der Arbeit verwendeten streng geometrischen Randanpas-
sungstechniken essentiell. Diese These impliziert allerdings eine aus praktischer Sicht zu starke
Anforderung, denn wie gerade das erste Beispiel gezeigt hat, ist es nicht von vorne herein klar,
welche Details einer Geometrie ab welchem Level die weitere Unterteilung unmdglich machen.

Weitere Visualisierungen Die néchste Serie zeigt einige Schnittebenen an verschiedene Stel-
len des Kanals. Dargestellt ist jeweils die Norm des Geschwindigkeitsvektors. Alle Visualisie-
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rungen basieren auf der errechneten Losung auf Level 4 fur das Originalmodell mit Radern.

Abbildung 5.29: Schnitt durch den Fahrzeugboden.
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Die letzte Darstellung zeigt die Druckverteilung im Kanal. Auch sie basiert auf der Simulation
des Originalmodells auf Level 4.

Abbildung 5.30: Druckverteilung im Kanal.

Analyse des Konvergenzverhaltens Das Konvergenzverhalten fiir beide
folgende Tabelle zusammen:

Modelle fafdt die

Level

Modell A (mit Radern)

Modell B (ohne Réader)

2
3
4
5

6/1.17
4/1.00
3/1.33

7/1.14
4/1.00
3/1.33
3/2.33

Tabelle 5.18: Anzahl nichtlinearer Iterationen gesamt, durchschnittliche Anzahl Mehrgitter-
schritte pro Iteration fur beide Fahrzeuggeometrien auf allen Leveln.

Der Grund fir die absolut gesehen geringe Anzahl an Iterationen liegt in den schwachen Ab-
bruchkriterien im Vergleich zu den Benchmark-Konfigurationen, die auf quantitative Analysen
ausgerichtet sind. Die Tabelle bestatigt die Robustheit des Mehrgitters. Vergleiche zum Einfluf3
der Triangulierung auf den Konvergenzprozef konnen in Ermangelung einer analytischen Re-
ferenzldsung nicht gezogen werden, allerdings liefert der Vergleich des Konvergenzverhaltens
beider Modelle ein Indiz dafur, daf auch in diesem Fall die Wahl der Triangulierung keinen

EinfluB ausiibt.
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5.5 Diskussion der Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse der Arbeit sowie die Erfahrungen, die wahrend der
Bearbeitungszeit gewonnen wurden, kritisch diskutiert werden. Dazu werden zunéchst die vier
Teilgebiete, die sich aus der Aufgabenstellung ergeben, getrennt voneinander betrachtet. Ei-
nige Kritikpunkte werden identifiziert und mogliche Auswege aufgezeigt, die jedoch tber das
Thema dieser Arbeit hinausgehen. AbschlieBend werden prinzipielle Grenzen der untersuchten
Methodik diskutiert.

5.5.1 Diskussion der verschiedenen Teilbereiche der Arbeit

Das Thema der Arbeit, ,,Geometrische Projektionstechniken auf Oberflachentriangulierun-
gen zur numerischen Strémungssimulation mit hierarchischen Mehrgitterverfahren”, beinhal-
tet vier Teilaspekte. Positiv ist festzuhalten, daf die in der Arbeit untersuchten Verfahren
flr den Bereich der hierarchischen Mehrgitterverfahren durchaus gut geeignet sind: Im Ver-
gleich zu analytischen Randbeschreibungen verhalt sich der verwendete Mehrgitterldser sehr
robust, denn die Verwendung nichtanalytischer, approximativer Oberflachentriangulierungen
als Randbeschreibung beeinflult das Konvergenzverhalten nicht. Desweiteren sind Oberfla-
chentriangulierungen in weiten Teilen des geometrischen Modellierens die Standardbeschrei-
bung fur Geometrieobjekte, trotz ihrer stlickweise linearen Natur ermdglichen sie eine beliebig
genaue Approximation jeder vorgegebenen Topologie und Glattheit. AuBerdem ist es mdg-
lich, Oberflachentriangulierungen adaptiv an eine Geometrie anzupassen, zur Modellierung
grofRer planarer Teilgebiete reichen wenige Dreiecke aus, wéhrend stark gekrimmte Details
der Geometrie viele Dreiecke implizieren. Wird eine hinreichend feine Geometriebeschrei-
bung verwendet, d.h. ist der Approximationsfehler gegenuiber einem gegebenen Objekt durch
die Verwendung eines Dreiecksnetzes kleiner als Randapproximationsfehler des Hexaedergit-
ters, so kann durch die Verwendung von Oberfléchentriangulierungen kein zusétzlicher Fehler
oder eine (zu frihe) Dominanz des Randapproximationsfehlers auftreten. Diese theoretisch
zu erwartende Aussage wird durch die untersuchten Benchmarkkonfigurationen experimentell
verifiziert.

Der Nachteil, dal3 zur Approximation einer starken Kriimmung sehr viele Dreiecke bendtigt
werden, dal’ das Modell also in komplexen Féllen aus mehreren Millionen Dreiecken bestehen
kann, ist durch die Verwendung geeigneter Suchdatenstrukturen (insbesondere Octrees, vgl.
Kapitel 3.3.2) in der Praxis kompensierbar.

Fur den Aspekt der numerischen Stromungssimulation ist festzustellen, dafl die verwendeten
Techniken fir eine qualitative Analyse von Umstromungen durch Oberflachentriangulierungen
gegebener dreidimensionaler Geometrien gut geeignet sind: Schon recht grobe Triangulierun-
gen liefern bei Visualisierungen des Stromungsverhaltens keine sichtbaren Unterschiede zu
analytischen Randbeschreibungen. Dies ermdglicht die qualitative Analyse komplexer Objek-
te, die analytisch nicht darstellbar sind, was bisher mit der verwendeten Simulationssoftware
nicht moglich ist. Fir die ebenso wichtige quantitative Untersuchung von Strémungsvorgan-
gen gilt allerdings, daf3 bei einer (abh&ngig vom gewinschten bzw. durch die Rechnerleistung
vorgegebenen maximalen Level) zu grob gewdhlten Triangulierung der Fehler in der Randap-
proximation zu schnell dominiert: Es wird zwar eine korrekte Losung berechnet, dies allerdings
durch die schlechte Approximation auf einem ,,falschen” Gebiet. Weil interessante KenngréRen
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wie Auftrieb und Widerstandsbeiwert (von starker Relevanz beispielsweise in der Automobil-
industrie) durch Integrale tber die Oberflache des Randobjektes definiert sind, kann eine zu
grobe Approximation dieser Oberflache schnell dazu fuhren, dal gewisse Zielvorgaben, bei-
spielsweise die Reduktion des Diskretisierungsfehlers auf weniger als ein Prozent, nicht mehr
eingehalten werden kénnen. Auf der anderen Seite verhalten sich hinreichend feine Triangu-
lierungen gutartig: Ist die Triangulierung fein genug konstruiert, so treten die (unvermeidba-
ren) Approximationsfehler nicht unterhalb des maximal méglichen Levels auf bzw. dominieren
noch nicht.

Das vierte Teilgebiet der Arbeit, die Untersuchung von Projektionstechniken, zeigt die prinzi-
pielle Eignung der vorgestellten Techniken zur Randanpassung in Anwendungen aus der Stro-
mungssimulation. Es zeigt sich allerdings die folgende, aus praktischer Sicht relevante Grenze
des streng geometrischen Zugangs: Fir das fehlerfreie Funktionieren der Verfahren ist es schon
bei (moderat) komplexen Geometrien notwendig, dal3 das Grobgitter ,,gut genug” an die Details
der Geometrie angepalt ist. Aus zwei Griinden ist dies zweifelhaft: Um bereits auf Grobgitter-
ebene alle kleinformatigen Details einer beliebig komplexen Geometrie zu erfassen, sind sehr
viele Zellen nétig. Dies karikiert die Verwendung eines Mehrgitterldsers: Der weitaus grofite
Teil der zur Berechnung nétigen Zeit wird in einem solchen Fall zur Lésung des Grobgitter-
problems verwendet. Bei ndherer Betrachtung der Vorgehensweise in kommerzieller Softwa-
re ergibt sich: Sowohl TRUEGRID (htt p: // www. t ruegri d. com als auch ICEM CFD
(htt p: // www. ansys. comn), mitdenen im Rahmen der Arbeit experimentiert wurde, lassen
die Projektion von relevanten Randpunkten auf das Ergebnis einer automatischen Segmentie-
rung der Geometrie (gewissermaBen auf den relevanten Teil der Geometrie, nicht auf groRRe
planare Teilgebiete, auf denen die Projektion eindeutig ist) durch den Benutzer manuell durch-
fuhren. Lediglich Spezialfalle, in denen die Anwendung einer Schablonentechnik méglich ist,
werden automatisch verarbeitet. Hinzu kommt, daR3 diese Pakete nur bedingt fur den Einsatz in
top down-Mehrgitterszenarien geeignet sind: Sie unterstiitzen die Generierung eines feinsten
Gitters, das bei geeigneter Wahl der Parameter vom Benutzer manuell durch Zusammenfassen
von Zellen vergrobert werden kann. Die Anwendung eines solchen bottom up-Ansatzes wider-
spricht der top down-Philosophie des verwendeten Mehrgitterldsers. Zusétzlich verbietet diese
Technik eine reguldre Weiterverfeinerung: Stellt der Anwender fest, dal? das urspriinglich ge-
nerierte Gitter nicht fein genug ist, so muR entweder der Gittergenerierungsprozel? wiederholt
oder eine eigene Randanpassung des manuell verfeinerten Gitters vorgenommen werden. Dies
kann potentiell die gleichen Probleme verursachen, wie sie in dieser Arbeit experimentell bei
der Umstromung des Automodells festgestellt wurden.

5.5.2 Madgliche Losungsansatze fur das Projektionsproblem

Eine erste einfache Idee, die Projektion stabiler zu gestalten, wurde schon in Kapitel [3.4.3!
vorgestellt: Eine stiickweise Projektion, die die Qualitétssicherung des Gitters nicht erst am
Ende, sondern wéhrend der Projektion durchfiihrt, bietet auf den ersten Blick die Mdglichkeit,
Fehler, d.h. durch die Projektion verursachte Elementinvertierungen friihzeitiger zu erkennen
und maoglicherweise besser korrigieren zu kénnen. Der dort entworfene Projektionsalgorith-
mus implementiert gerade diese Idee. Die genauere Betrachtung der Fahrzeugumstrémung aus
dem vorherigen Abschnitt zeigt aber, dal’ dies bereits bei diesem moderat komplexen Modell
fehlschlagt: Beim Ubergang vom (funktionierenden) Level 4 zu Level 5 ist keine der in der
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Arbeit entwickelten und untersuchten Projektions- und Gitterglattungstechniken geeignet, die
dort festgestellte negative Dominanz des ,,schlechten” Grobgitters zu kompensieren. Aus qua-
litativer Sicht ist dies, wie dort argumentiert und mit Visualisierungen des Strémungsverhaltens
belegt, kein Nachteil, aus quantitativer Sicht verhindert dieses Verhalten die Analyse vollstén-
dig. Andererseits zeigen die qualitativen Untersuchungen, dal3 fur diesen Anwendungsfall klei-
ne Details der zu umstrémenden Geometrie gar nicht aufgeldst werden missen, weil sie das
globale Strdmungsbild nicht beeinflussen. Eine relativierende Betrachtung dieses Phdnomens
und ein Vorschlag, wie dies in ein Mehrgitterszenario zu integrieren ist, wird im ndchsten Ab-
schnitt diskutiert.

Eine weitere Idee wurde in Abschnitt/2.3 vorgestellt: Zunachst werden Elementinvertierungen
zugelassen, und mit Hilfe algebraischer mesh untangling-Verfahren [38,/39] wird dann ver-
sucht, das resultierende Gitter zu reparieren. Die Forschung in diesem Bereich steckt jedoch
noch in den Kinderschuhen.

Die Adaption des snake-Konzeptes durch die umbrella-basierte Projektion auf die Randanpas-
sung (s. Kap. 3.4.3) scheint aus zweierlei Griinden zu Problemen zu filhren: Erstens muR das
Konzept auf ,,trennbare” aktive Konturen erweitert werden, um auch Objekte mit Genus groRer
null behandeln zu kénnen. Zum anderen geht es ja nicht nur darum, ein Oberflachengitter zu
erstellen, vielmehr besteht das Oberflachennetz aus Seitenflachen von Hexaedern. In der Kon-
sequenz muf} sichergestellt werden, daf? durch die Randanpassung keine sich schneidenden
Zellen entstehen. Dieses Problem ist allen hier beschriebenen Ldsungsvorschlédgen inharent
und kann auch schon bei Objekten mit Genus null auftreten, wie die folgende Skizze in 2D
verdeutlicht:

W

Abbildung 5.31: Beispiel fur inhdrente Elementdurchdringungen. Links: ,,Seitenflachen-
Snake™ mit adjazenten Zellen vor der Anpassung. Rechts: Es entstehen sich durchdringende
Elemente.

Dieses Problem kann nicht auf der Basis einer Gitterglattung geldst werden, stattdessen miissen
fortgeschrittene Techniken zur Zellvereinigung und zur Gitterdeformation eingesetzt werden.
Dieses Problem ist prinzipiell unabhangig vom aktuellen Level. Wie in 3D solche Zelldurch-
dringungen detektiert werden konnen, ist auRerdem (bei nichtplanaren Hexaeder-Seitenflachen)
ein nichttriviales Problem.
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5.5.3 Vorschléage zur Relaxierung der Randanpassung

Erweitert man die Klasse der zur Verfligung stehenden Ansatze und verabschiedet sich von
geometrischen Projektionstechniken, so bietet sich die Verwendung der im multiresolution mo-
delling [18,22, 21,29, 41] untersuchten parametrischen Techniken an. Ein gegebenes Modell
beliebig hoher Auflésung wird hier zu einem sogenannten Basisnetz (engl. base mesh) mit sehr
wenigen Dreiecken oder Vierecken (engl. patches) segmentiert. Ausgehend von diesem Ba-
sisnetz werden nun Représentationen der Geometrie mit zunehmenden Detailstufen generiert
(engl. remeshing), bis das (hochaufgeldste) Ausgangsmodell wieder erreicht ist. Abbildung
5.32|verdeutlicht das Vorgehen:

Abbildung 5.32: Beispiel fiir ein remeshing nach [22]: Von links nach rechts: Ausgangsmodell,
Basisnetz, zunehmende Detailstufen bei sich &ndernder Topologie

Der Vorteil dieses Vorgehens liegt darin, daf ausgehend vom Basisnetz fiir jede Teilflache (in
fortgeschrittenen Veroffentlichungen auch Uber die Grenzen von Teilflachen hinaus) eine iso-
metrische Parametrisierung zur Verfiigung steht. Wahrend der remeshing-Phase wird typischer-
weise auch die sogenannte subdivision connectivity sichergestellt, d.h. es wird eine echte Teil-
mengenbeziehung zwischen Dreiecken auf verschiedenen Hierarchieebenen konstruiert. Dies
vereinfacht die Parametrisierung deutlich. Die Integration in den ProzeR der Randanpassung
ist also folgendermafen maglich:

1. Berechne das Basisnetz ausgehend vom gegebenen Modell.

2. Generiere ein Hexaedergitter, identifiziere dabei die einzelnen patches des Basisnetzes
mit Seitenflachen der Hexaeder, die auf dem Rand liegen. Stelle insbesondere sicher, dal
Knoten im Basisnetz mit Knoten des Hexaedergitters korrespondieren.

3. Berechne lokale Parametrisierungen auf jeder Teilflache.

4. In jedem Unterteilungsschritt des Mehrgitterverfahrens berechne zunéchst eine néchst-
feinere Geometriereprésentation und bestimme die Koordinaten der neu hinzukommen-
den Knoten des Hexaedergitters durch bilineare Interpolation der zwei (bei Kantenmittel-
punkten) oder vier (bei Flachenmittelpunkten) Parameterwerte der Knoten des gréberen
Gitters.
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Dieses Verfahren verspricht eine gute Randanpassung, es existieren jedoch prinzipielle Proble-
me. Der oben skizzierte Fall sich schneidender Hexaederzellen kann auch hier auftreten. Wie in
Abbildung |5.32 kénnen die verschiedenen Reprasentationen verschiedenen Geschlechts sein.
Auch in diesem Fall missen Hexaederzellen vereinigt werden. Setzt man voraus, daf alle Net-
ze gleiche Topologie haben, so wird man wieder Grobgitter mit zu vielen Zellen generieren.

Eine weitere Mdglichkeit ist die Relaxierung des kompletten Randbegriffs. Anstatt den Rand
als fest gegeben zu betrachten, wird er als eine diffusive Schicht interpretiert. Dies l&uft im
wesentlichen auf eine nicht-diskrete Version der multiresolution-Idee hinaus. Wie dieser \Vor-
schlag praktisch die dort skizzierten Probleme umgehen kdnnte, ist jedoch noch nicht klar.

5.5.4 Generelle praktische Grenzen

Ein bekanntes Problem bei dreidimensionalen Strémungssimulationen ist — wie weiter oben
erlautert — die Tatsache, dal3 die Generierung eines ,,funktionierenden” Grobgitters auf Hexa-
ederbasis bei komplexen Geometrien selbst mit sehr teurer kommerzieller Software viel manu-
elle Arbeit bedeutet. Aulerdem will man soviel a priori-Wissen wie mdglich einflie3en lassen
und beispielsweise das Gitter an die zu erwartenden Strdmungen anpassen.

Praktisch interessante quantitative Untersuchungen in 3D sind unabhéangig vom in dieser Arbeit
untersuchten Randanpassungsproblem auf Supercomputer bzw. Clustercomputer beschrankt.
Physikalisch interessante Effekte wie Verwirbelungen treten erst bei hohen Geschwindigkeiten
auf. In einer Simulation mull demzufolge mit hohen Reynoldszahlen instationér gerechnet wer-
den. Zu Iésen ist also nicht nur ein Problem mit 10® oder mehr Unbekannten, sondern eines fiir
jeden Zeitpunkt. In praktischen Szenarien sind 1000 und mehr Zeitpunkte keine Seltenheit. An
massiv parallelen Losern fiihrt hier aus mehreren Griinden kein Weg vorbei: Selbst bei blindem
Glauben an das Moore’sche Gesetz (Verdopplung Halbleiter-Packungsdichte alle 18 Monate)
ist die direkte Simulation auf einem Computer innerhalb der ndchsten 5-10 Jahre illusorisch,
was die Rechenzeit betrifft. Der Speicherbedarf einer solchen Rechnung steigt schnell in den
Bereich mehrerer TeraByte, was nur bei verteilten Systemen in den néchsten Jahren tberhaupt
zur Verfligung steht.

Ein anderer Ausweg ist die Verwendung von adaptiven Verfeinerungsstrategien. Eine einfache
Idee ist in der folgenden Abbildung skizziert. Zwei Nachteile sind festzustellen: Die Gitterqua-
litat ist ohne eine anschlielende Glattung schlecht, und eine bessere Randauflésung wird nicht
erzielt.

Abbildung 5.33: Mdgliche adaptive Verfeinerungsstrategie, geeignet fiir 2D und 3D
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Eine weiterer Vorschlag ist es, adaptiv neue Elemente zu generieren, die auf dem néchstgrébe-
ren Level keine ,,Eltern” haben. Ein Kriterium dazu ware beispielsweise die Detektion starker
GroRenunterschiede nach einer ersten Projektion oder die Detektion invertierter Elemente. Ab-
bildung|(5.34 verdeutlicht die Idee.

W

Abbildung 5.34: Alternative Verfeinerungsstrategie im Kontrast zu'5.31 unter Erzeugung neuer
Elemente ohne ,,Eltern™, geeignet fir 2D und 3D

Die fehlenden Hierarchiebeziehungen stehen jedoch im Widerspruch zum Mehrgitteralgorith-
mus. Mittels einer nachtréglichen Vergréberung, d.h. durch das rekursive Zusammenfassen von
Zellen, konnte die Gitterhierarchie wiederhergestellt werden. Im Umkehrschluf? kann dies je-
doch ein initial aus wenigen Zellen bestehendes Grobgitter stark aufbldhen. Anstatt die Gitter-
hierarchie nachtraglich zu verandern, kénnen auch Methoden zur domain decomposition [50]
angewendet werden, mit denen die Verarbeitung solcher Teilgebiete aulerhalb der Mehrgitte-
riteration durchgefiihrt werden kann.
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