Christian RUEDE, Ziirich

Zur Forderung des Strukturierens algebraischer Ausdriicke

Das Strukturieren eines algebraischen Ausdrucks ist nach Malle (1993, S.
254) die Voraussetzung fiir das algebraische Umformen:

,»Viele Lehrer sind sich der Tatsache gar nicht bewusst, dass dem Umfor-
men algebraischer Ausdriicke ein Termstrukturerkennen zugrunde liegt.
Man begniigt sich daher meist mit einem ,endlosen‘ Uben des Umformens,
ohne gezielt auf diese Voraussetzung — die man geradezu als ,crux‘ aller
Schiilerfehler beim Umformen ansehen kann — einzugehen.

Konsequenterweise macht Malle mehrere Vorschlige zur Forderung des
Strukturierens. In diesem Beitrag werden zwei weitere Aufgabenformate
vorgestellt. Diese fokussieren auf das Umstrukturieren. Dadurch wird das
Strukturieren tatsdchlich gefordert, wie im Folgenden mit Hilfe eines vier-
stufigen Modells plausibel gemacht wird.

Ein vierstufiges Modell des Strukturierens

Zur Illustration des Modells des Strukturierens dient die Gleichung 7(16 +
3x) = 100 — 3(16 + 3x). Die nachstehenden Schiileraussagen sollen die je-
weilige Stufe illustrieren (Genaueres in Riiede (2012)):

- Auf Stufe 1 verfolgt jemand das Ziel, den Ausdruck optisch einfacher zu
machen. So streicht eine Schiilerin die Klammern weg und erhilt 7 = 100 —
3 mit der Begriindung ,,Ich habe 16 + 3x weg gestrichen, weil ein Minus
dazwischen ist®.

- Auf Stufe 2 verfolgt jemand das Ziel, den Ausdruck zu dndern. So mul-
tipliziert ein Schiiler aus und fasst zusammen mit der Begriindung ,,Ich
schaue halt, ob man auf beiden Seiten etwas ausrechnen konnte®.

- Auf Stufe 3 wird das Ziel verfolgt, die Aufgabe zu losen. Ein Schiiler
formt die Gleichung im zweiten Anlauf um auf 7(16 + 3x) + 3(16 + 3x) =
100 mit der Begrindung, dass dies ,,einfacher sei. Er habe dies vorhin
nicht gesehen ,,weil ich mich nur auf diese Klammer konzentriert habe und
nicht noch auf die Zahl, also nur noch minus, dann dndert es [in der Klam-
mer], aber nicht, dass ich das jetzt noch plus rechnen konnte*.

- Und auf Stufe 4 verfolgt jemand das Ziel, die Aufgabe zu diskutieren. So
kommentiert ein Schiiler: ,,Klammern. So was kann man da umstellen. Die
Klammern sind gleich? Ja, die Klammern sind die gleichen [...] also kann
man so plus 3-mal die Klammern®. In der Folge formt er die Gleichung
direkt um zu 7(16 + 3x) + 3(16 + 3x) = 100.



Im Fokus der folgenden Ausfiihrungen steht der Ubergang von Stufe 2 auf
Stufe 3. Auf Stufe 2 wird ein Ausdruck vor allem darauf hin betrachtet, ob
irgendetwas gerechnet — also ein Verfahren verwendet — werden kann. Die
entsprechenden Beziige dienen dem Andern des Ausdrucks. Im Vorder-
grund steht das Ausfiihren eines Verfahrens, nicht das Erreichen eines in-
tendierten Ziels wie etwa das Losen der Gleichung. Sobald der Ausdruck
gedndert werden konnte, wird die Aufgabe als bearbeitet betrachtet. Auf
der Stufe 3 hingegen wird eine hergestellte Strukturierung daran gemessen,
ob sie zum intendierten Ziel fiihrt. Konsequenterweise wird der Ausdruck
weiter umstrukturiert, falls die erste Strukturierung unangemessen war. Ei-
ne solche Umstrukturierung wird durch die Orientierung am intendierten
Ziel ausgeldst. Mit welchen Aufgaben konnte der Ubergang von Stufe 2
zur Stufe 3 angeregt werden?

Erstes Aufgabenformat

Das erste Aufgabenformat besteht darin, mehrmals zum Losen derselben
Aufgabe aufzufordern. Der Effekt dieses Aufgabenformats wurde anhand
der Gleichung 7(16 + 3x) = 100 — 3(16 + 3x) untersucht. 33 Probanden
wurden aufgefordert, diese Gleichung zu losen, sie dann noch einmal zu
16sen, aber anders, und sie schliefllich nochmals anders zu 16sen. Das Er-
gebnis ist ermutigend:

Vorgehen bei dreimaligem Losen
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Zu Beginn neigten die Probanden zur Verwendung des Standardverfahrens,
nahezu drei Viertel multiplizierten aus und fassten zusammen. Doch beim
zweiten und dritten Losungsversuch strukturierten viele Probanden um und



verschoben meistens 7(16 + 3x) oder 3(16 + 3x). Uber alle drei Versuche
hinweggesehen, schaffte es sogar die Hélfte der Probanden, (selbststindig!)
auf 10(16 + 3x) = 100 umzuformen.

Dieses Aufgabenformat st6f3t Diskussionsanldsse im Unterricht an. So kon-
nen die Schiilerinnen und Schiiler ihre unterschiedlichen Herangehenswei-
sen analysieren, vergleichen und beurteilen im Hinblick auf Fragen wie:
Was ist das Ziel der Umformung? Welche Wege fiihren zu diesem Ziel?
Welcher Weg ist der eleganteste?

Die Hoffnung ist, dass sich durch die Auseinandersetzung mit Fragen wie
diesen die Leseperspektive auf Gleichungen dndert. Eine Gleichung ist
nicht einfach dazu da, irgendwie verdndert zu werden, sondern sie be-
stimmt implizit eine Zahl (oder eine Menge von Zahlen), die durch das
Umformen der Gleichung zu finden ist.

Zweites Aufgabenformat
Das zweite Aufgabenformat besteht in Aufgaben wie:

—  Was gehort in die Box, damit die Gleichung allgemeingiiltig wird:
11-2x-2-11x=10x-3-[]-3x?

—  Was gehort in die Box, damit die Gleichung allgemeingiiltig wird:
(7+x)2lx+14) —xQlx+14)=14- []?

— Ist die Gleichung allgemeingiiltig oder nicht?
247x — 178x =x + 246x — 178x

— Ist die Gleichung allgemeingiiltig oder nicht?
8(Ax+2)—16(2x + 1) =16(2x + 1) — 8(4x + 2)

Solche Aufgaben lenken davon ab, algebraische Ausdriicke als Input von
Verfahren zu sehen. Denn bei obigen Aufgaben geht es darum, eine relati-
onale Auffassung des Gleichheitszeichens zu entwickeln, indem die Glei-
chung zum Beispiel als Anwendung des Kommutativ- oder Distributivge-
setzes verstanden wird. FEine analoge Aufgabe im Rahmen der Arithmetik
wire das Auffinden einer Zahl so, dass die Gleichung 65 — [ ] = 64 — 38
stimmt (Carpenter, Franke & Levi, 2003). Kinder kénnen dadurch nebst
dem operativen Zugang zur Arithmetik auch das relationale Denken lernen
und so den Subtrahenden und Minuenden bei der Subtraktion gleichsinnig
verdndern.

Welche Uberlegungen dieses zweite Aufgabenformat evozieren kann, zeigt
die folgende Passage einer Probandin:
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Hier bearbeitet eine Probandin den Ausdruck (27a + 36b)(45a + 64b) —
64b(27a + 36b) =[_] (27a + 36b). Er soll allgemeingiiltig gemacht werden.
Dazu férbt sie zuerst detailliert jene Teile mit derselben Farbe, die gleichar-
tig sind. Danach bezeichnet sie gleichfarbige Teile mit demselben Buchsta-
ben. Indem sie schlieBlich a + b und ¢ sowie c(a + b) gelb farbt, kann sie
auch ganze Klammerausdriicke als Objekte auffassen. Damit sind die dis-
tributiven Beziige auf der linken Seite hergestellt.

Mit diesen beiden Aufgabenformaten konnen die Schiilerinnen und Schiiler
lernen, Gleichungen nicht nur dndern zu wollen. Vielmehr stellen sie ma-
thematisch relevante Beziige her und erfahren, dass Gleichungen mathema-
tische Aquivalenzen ausdriicken. So werden die Schiilerinnen und Schiiler
zur Auffassung gefiihrt, dass bei einer Gleichung jene Zahl interessiert,
welche beide Seiten dquivalent macht, und dass es nicht nur darum geht,
die Gleichung zu @ndern.

Selbstverstindlich wird dieses Lernziel nur dann erreicht, wenn die Bear-
beitungen dieser Aufgaben im Unterricht reflektiert werden. Dann entfalten
diese Aufgabenformate ihr ganzes Potential.

Fazit

Die obigen beiden Aufgabenformate eignen sich meines Erachtens zur For-
derung des Strukturierens. Es ist nicht die Idee, Pickchen von solchen Auf-
gaben abzuarbeiten, sondern zwei, drei derartige Aufgaben pro Woche im
Algebraunterricht zur Verfiigung zu stellen. Die Aufgabenformate veran-
lassen die Lernenden in natiirlicher Art und Weise dazu, zu argumentieren
und zu begriinden. So vermdgen sie das Strukturieren algebraischer Aus-
driicke zu fordern.
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