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Im Zusammenhang mit Bildungsstandards und Kompetenzerwerb gewinnt
Beweisen neu an Bedeutung. Dies nachdem insbesondere die Kritik am
formalen Beweis und seiner Strenge fur den Unterricht in der Volksschule
entscharft und durch weitere Konzepte wie beispielsweise praformales
(oder operatives) Beweisen erganzt werden konnte (z.B. Krauthausen,
2001). Mit verschiedenen Zugangen und Beweistypen kann das Verstehen
von Schulerinnen und Schilern in diesem anspruchsvollen Inhaltsbereich
entsprechend unterschiedlich stark unterstiitzt werden.

In diesem Beitrag wird ein Einblick in alltdgliches Beweisen einer identi-
schen Aufgabenstellung in 32 Klassen der Sekundarstufe | gegeben.

1. Theoretische Grundlagen

Im Zusammenhang mit Beweisen im Mathematikunterricht heben ver-
schiedene Autoren die Bedeutung hinreichender Begriindungen hervor
(z.B. Hanna, 1997; Jahnke, 1978). Es sollen demnach nicht nur der Beweis
Im mathematisch strengen Sinne, sondern auch seine handlungs- und denk-
psychologischen Vorlaufer zugelassen werden.

Beweise konnen unterschiedlich klassifiziert werden. Fir die vorliegende
Studie wird die Klassifizierung von Wittmann und Muller (1988) verwen-
det, die drei unterschiedliche Typen beschreibt: 1) Formal-deduktiver Be-
weis, 2) experimenteller Beweis und 3) inhaltlich-anschaulicher Beweis.

Der formal-deduktive Beweis basiert auf dem logischen Ableiten einer
Aussage, die Schritt fir Schritt aus einer anderen Aussage folgt. Gekoppelt
ist dieser Beweis an eine Knappheit in der Formulierung, die sich in der
mathematischen Formel oder der formalen Sprache manifestiert. Dadurch
setzen formal-deduktive Beweise nicht nur eine bestimmte Art des Den-
kens, sondern auch eine bestimmte Vorgehensweise unter Berticksichti-
gung einer spezifischen Fachsprache voraus.

Der experimentelle Beweis fihrt im Gegensatz zum formal-deduktiven
nicht zu einer abschliessenden Sicherheit, sondern bleibt an die durchge-
fihrten Beispiele gebunden. Die unmittelbare Arbeit an Beispielen ist ins-
besondere flr jungere und weniger kompetente Lernende fruchtbar. Dar(-
ber hinaus sind experimentelle Zugénge geeignet, um ein subjektives Be-
weisbedurfnis zu erzeugen.

Inhaltlich-anschauliche Beweise stiitzen sich auf ,,Konstruktionen und Ope-
rationen, von denen intuitiv erkennbar ist, dass sie sich auf eine ganze



Klasse von Beispielen anwenden lassen und bestimmte Folgerungen nach
sich ziehen* (Wittmann & Muller, 1988, S. 249). Inhaltlich-anschauliche
Beweise mussen also vom gegebenen Fall direkt verallgemeinerbar sein
und die Verallgemeinerbarkeit soll moglichst intuitiv erkennbar sein. Das
geschieht durch Offenlegen der mathematischen Struktur.

Diese drei Beweistypen stellen je andere Anforderungen an die Kompeten-
zen der Lernenden und bieten gleichzeitig unterschiedliche Zugénge und
damit spezifische, inhaltliche Unterstiitzung.

Ziel der vorliegenden Studie ist es, das Unterstiitzungsverhalten von Lehr-
personen in mathematischen Beweisphasen im Unterricht der Sekundarstu-
fe | zu beschreiben und vergleichend zu analysieren.

Im Rahmen dieses Beitrags wird auf folgende Fragestellung fokussiert:
Welche Beweistypen kdnnen in den Bearbeitungsphasen der Beweis- bzw.
Begrundungsaufgabe beobachtet werden?

2. Methode

Der vorliegende Beitrag bezieht sich auf den Datensatz der binationalen
Studie ,,Unterrichtsqualitat, Lernverhalten und mathematisches Verstand-
nis* (Klieme, Pauli & Reusser, 2006), die gemeinsam vom Deutschen In-
stitut fir Padagogische Forschung DIPF und dem Institut fur Erziehungs-
wissenschaft der Universitat Zirich durchgefiihrt wurde. Die Stichprobe
besteht aus 32 Lehrpersonen und ihren Klassen. Dabei handelt es sich um
Klassen des 8. bzw. 9. Schuljahres aus Gymnasien sowie aus Sekundar-
/Realklassen aus Deutschland und der Schweiz.

Die Aufgabenstellung, deren Bearbeitung in allen Klassen videografiert
wurde, lautet: Die Summe 13 + 15 + 17 + 19 ist durch 8 teilbar. Gilt dies
fir jede Summe von vier aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen?

Dieser Sachverhalt kann sowohl am Zahlenbeispiel gezeigt (experimentel-
ler und/oder inhaltlich-anschaulicher Beweis), als auch formal-deduktiv
erarbeitet werden. Die formal-deduktive Bearbeitung ist zudem fiir die ent-
sprechende Altersstufe nicht allzu anspruchsvoll, sodass die Lernenden an
der Beweisfiihrung aktiv beteiligt werden kénnen.

Um Beweisphasen differenziert beschreiben zu kénnen, wurde in einem
ersten Schritt ein fachdidaktisches Analyseinstrument entwickelt, mit wel-
chem die 32 Félle codiert wurden. Dieses Instrument erfasst sowohl Merk-
male auf der Oberflachen- als auch der Tiefenstruktur des Unterrichts (vgl.
Reusser, 2005). Einer der Bereiche des Instrumentes bezieht sich auf die
inhaltliche Dimension. Diese erfasst u.a. den gewahlten Beweistyp (detail-



lierte Angaben siehe Brunner, in Vorb.). Der vorliegende Beitrag be-
schréankt sich auf die Darstellung von Ergebnissen dazu.

3. Ergebnisse

In den 32 Klassen kommen samtliche drei Beweistypen vor, allerdings in
unterschiedlicher Verteilung. Der formal-deduktive Beweis wird in 65.6 %
aller Falle (21 Klassen) umgesetzt, der experimentelle in 12.5 % der Félle
(4 Klassen) und der inhaltlich-anschauliche in 37.5 % der Félle (12 Klas-
sen). In 9 Klassen wurde die Aufgabenstellung mit zwei unterschiedlichen
Beweistypen bearbeitet. In 4 Klassen wurde hingegen berhaupt kein Be-
weis (zu Ende) gefhrt.

Es gibt keinen Zusammenhang zwischen Beweis- und Schultyp. In Gymna-
sien wird also beispielsweise nicht hdufiger ein formal-deduktiver Beweis
durchgefihrt als in Sekundar-/Realklassen.

Betrachtet man die Leistungen der Schilerinnen und Schiller auf Klassen-
ebene zeigen sich Zusammenhange mit dem umgesetzten Beweistyp. So
weisen Klassen, die formal-deduktiv arbeiten, auch tatséchlich hoéhere al-
gebraische Voraussetzungen auf als dies in Klassen der Fall ist, in denen
nicht formal-deduktiv gearbeitet wird (t=2.30; df=29; p<.05). Klassen, in
denen experimentell bewiesen wird, sind hingegen deutlich weniger in der
Lage, Beweise selbst aktiv zu fuhren (t=2.55; df=30; p<.05) und weisen
auch eine deutlich tiefere allgemeine Leistungsfahigkeit auf (t=2.47; df=29;
p<.05). Eine tiefere allgemeine Leistungsféhigkeit lasst sich auch in Klas-
sen, in denen inhaltlich-anschaulich gearbeitet wird, feststellen (t=2.07;
df=28.37; p<.05, inhomogene Varianzen korrigiert).

Auch beziiglich Uberzeugungen der Lehrpersonen zeigen sich bemerkens-
werte Unterschiede. So schatzen beispielsweise Lehrpersonen, in deren
Klassen formal-deduktiv gearbeitet wird, in der Tendenz formale Prézision
als wichtiger ein als dies Lehrpersonen von Klassen tun, die nicht formal-
deduktiv arbeiten. Dieser Befund verfehlt aber knapp die erforderliche sta-
tistische Signifikanz. Lehrpersonen, die experimentell arbeiten, finden hin-
gegen formale Eindeutigkeit weniger wichtig (t=2.12; df=27; p<.05).

4. Diskussion

Dass in der Uberwiegenden Mehrheit formal-deduktiv bewiesen wird, er-
staunt wenig, weil die Strenge eines Beweises charakteristisch ist fir Ma-
thematik als Wissenschaft. Eher erstaunlich ist die Tatsache, dass der ein-
gesetzte Beweistyps nicht vom Schultyp abhangt. Die Dominanz des for-
mal-deduktiven Beweises in beiden Schultypen deutet auf eine Sichtweise
der Lehrpersonen hin, wonach Beweisen zwingend mit einem streng for-



mal-deduktiven Vorgehen verbunden ist. Damit bleibt das Potenzial der
unterschiedlichen Beweistypen fiir eine spezifische, inhaltliche Unterstiit-
zung noch weitgehend ungenutzt.

Dennoch scheinen Lehrpersonen in gewisser Hinsicht durchaus eine adap-
tive Bearbeitung zu wahlen, indem sie beispielsweise die algebraischen
Voraussetzungen und/oder die allgemeine Leistungsfahigkeit der Klasse
beriicksichtigen und die Umsetzung eines entsprechenden Beweistyps in
Abhéngigkeit dazu vornehmen.

Der gewahlte Beweistyp sagt per se aber noch nichts Gber die Qualitat der
Verstehensunterstiitzung aus, sondern beschreibt lediglich eine vorherr-
schende Praxis. Um die Qualitat der Verstehensunterstiitzung und der For-
derung von Argumentieren untersuchen zu kénnen, bedarf es weiterer, tie-
fer gehender Analysen, die zurzeit im Gang sind. Weiter interessiert die Art
und Weise der Partizipation der Lernenden beim Argumentieren und Be-
weisen. Auch diese Analysen werden zurzeit vorgenommen.
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