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Von der Propadeutik zum algebraischen Denken: Uberlegun-
gen zur Zahlbegriffsentwicklung der negativen Zahlen von
der Primar- zur Sekundarstufe

Einleitung

Das Verhéltnis zwischen Zahlen und Algebra wird in der einschlagigen Li-
teratur sowohl aus einer algebraischen als auch aus einer arithmetisch-
propadeutischen Perspektive gekennzeichnet: Die algebraische Perspektive
artikuliert VOLLRATH in seinem Standardwerk zur Algebra in der Sekun-
darstufe: ,,Der Algebraunterricht kann wesentliche Beitrage zum Verstand-
nis der Zahlen leisten, wenn in ihm die Regeln des Rechnens und die Zu-
sammenhédnge zwischen diesen Regeln deutlich gemacht werden.” (Voll-
rath, 2003, S. 22). Im Gegensatz dazu bringt die arithmetisch-
propadeutische Perspektive zum Ausdruck, dass ein tiefes Verstandnis der
Zahlen und ihrer Strukturen zu einem besseren Verstandnis der Algebra
beitragen kann. In diesem Sinne fordern BERLIN et al. (2009), ,,dass alge-
braisches Denken friihzeitig im Zusammenhang mit arithmetischen Aktivi-
taten entwickelt werden sollte” (S. 273) und ,,man die inhaltliche Bindung
erst 16sen [sollte], wenn sie vorher bestanden hat und kriftig gewesen ist*
(S. 291).

Die Themenstrdange ,Zahlen und ,Algebra‘ stehen in Schulbiichern und in
der didaktischen Literatur in der Regel nebeneinander in gewisser Isolation.
Die engen Verflechtungen beider Themenstrange werden zwar betont (vgl.
z. B. Vollrath, 2003, S. 5-6), aber VVorschlége zu einer integrierten Behand-
lung von Zahlbereichserweiterungen und Algebra sind rar.

Die Befunde zum algebraischen Denken von Kindergarten- und Grund-
schulkindern (vgl. z. B. Kaput, Carraher, & Blanton, 2008) sprechen daftr,
die Behandlung von Zahlen und Algebra von der Primarstufe bis hin zur
Sekundarstufe zu Uberdenken. Dies soll im vorliegenden Beitrag am Bei-
spiel der negativen Zahlen konkretisiert werden. Zunéachst wird kurz umris-
sen, was unter einer Propadeutik der Algebra verstanden wird und auf zent-
rale Ergebnisse verwiesen. Aus diesen Uberlegungen werden Folgerungen
gezogen, die schlie3lich anhand der negativen Zahlen konkretisiert werden.

Propadeutik der Algebra

Der Ubergang von der Arithmetik zur Algebra wird in der einschlagigen
Literatur als ,algebra problem™ (Kaput, 2008) bezeichnet und als
,cognitive gap* (Linchevski & Herscovics, 1996) charakterisiert. Das Ziel



der Propédeutik der Algebra ist es, diesen Sprung zu verkleinern bzw. bes-
ser vorzubereiten. Im Vordergrund steht dabei die Einflhrung in
algebraisches Denken: “The fundamental purpose of early algebra should
be to provide students with a set of experiences that enables them to see
mathematics—sometimes called the science of patterns—as something they
can make sense of, and to provide them with the habits of mind that will
support the use of the specific mathematical tools they will encounter when
they study algebra” (Schoenfeld, 2008, S. 506). Algebraisches Denken wird
dabei hdufig mit ‘Generalisieren’ gleichgesetzt und meint auf einer ersten
Stufe insbesondere “die Féhigkeit, in arithmetischen Zusammenhingen
Strukturen und Formen zu erkennen [und] diese begrifflich [...] zu be-
schreiben (Berlin, et al., 2009, S. 273).

In der einschldgigen Literatur finden sich Belege daftr, dass die Propadeu-
tik der Algebra ein erfolgsversprechender Ansatz ist. Da Variable das zent-
rale Mittel der algebraischen Sprache zum Generalisieren sind, liegt ein
Schwerpunkt der Untersuchungen auf Studien zum Variablenbegriff. Diese
zeigen, dass Grundschulkinder in der Lage sind, Variablen als Mittel zum
Generalisieren zu verwenden und dabei intuitiv verschiedene Variablenas-
pekte zu erfassen (vgl. z. B. Fischer, 2009; Specht, 2009).

Folgerungen

1. Die Befunde zum algebraischen Denken von Kindergarten- und Grund-
schulkindern deuten darauf hin, dass mathematische Begriffe sowie
Denk- und Arbeitsweisen, die bislang der Sekundarstufe vorbehalten
waren, wie z. B. die negativen Zahlen, bereits in der Primarstufe auf in-
tuitivem Niveau im Sinne einer Propadeutik thematisiert werden kon-
nen, um epistemologische Springe besser vorzubereiten bzw. zu glatten.

2. Dariiber hinaus ist es kennzeichnend flr Ansédtze zur Propadeutik der
Algebra, dass diese sich bislang auf das Erkennen von Mustern und
Strukturen in den natlrlichen Zahlen beschranken. Im Sinne einer enge-
ren Verschrinkung der Themenstriange ,Zahlen® und ,Algebra‘ in der
Sekundarstufe | erscheint es sinnvoll, algebraisches Denken auch im
Rahmen der Zahlbereichserweiterungen in anderen Zahlbereichen, wie
z. B. den negativen Zahlen, zu férdern.

Konkretisierung am Beispiel der negativen Zahlen

Die Auseinandersetzung mit negativen Zahlen ist bislang insbesondere
durch historische Betrachtungen, epistemologische Uberlegungen und die
Darstellung und Analyse von didaktischen Modellen gekennzeichnet. Em-
pirische Befunde zum Lernen und zum Verstdndnis negativer Zahlen sind



rar. Vielmehr ist gerade die Didaktik der negativen Zahlen von der An-
nahme geprigt, dass ,,geistige Hiirden, die sich dem Verstidndnis eines ma-
thematischen Gegenstandes im Laufe seiner geschichtlichen Entwicklung
entgegengestellt haben, auch die Lernprozesse unserer heutigen Schi-
ler/innen blockieren kénnen“ (Hefendehl-Hebecker, 1989, S. 7). Dies ist
jedoch zundchst eine Hypothese, die einerseits empirisch zu belegen ware
und andererseits angesichts veranderter soziokultureller Bedingungen hin-
terfragt werden kann.

JAHNKE und STEINBRING problematisieren die tbliche Thematisierung
negativer Zahlen in Sachkontexten. JAHNKE (2003, S. 21) sieht ,,die mit
den negativen Zahlen verfolgte Intention [...] klar im algebraischen Kalkiil.
Die Interpretation erfolgt durch Sachsituationen, die diesen Kalkil nicht
bendtigen. STEINBRING (1994, S. 278) verweist auf epistemologische
Spriinge zwischen dem mathematischen Kalkil und den Sachsituationen:
,Letztlich bedarf der Begriff der negativen Zahlen samt zugehoriger ma-
thematischer Operationen &hnlich formaler, autonomer Regeln wie die Al-
gebra. Es gibt ein System in sich stimmiger Operationsregeln, das den Kal-
kiil der negativen Zahlen formal beschreibt. Dieses System ,negative Zah-
len‘ wird nicht aus der Realitdt deduziert, noch ist es unmittelbar auf reale
Zusammenhinge beziehbar®. Beide Aussagen verweisen einerseits darauf,
dass eine erganzende Thematisierung der negativen Zahlen im Sinne einer
Propéadeutik der Algebra epistemologisch angemessener und ,ehrlicher*
wire, als sie vornehmlich als Mittel um ,,Erscheinungen der Welt um uns,
die uns alle angehen oder angehen sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kul-
tur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen* (Winter,
1995, S. 37) zu behandeln. Andererseits ist aufgrund der von STEIN-
BRING angesprochenen Analogie zwischen dem algebraischen Kalkil und
dem Kalkul der negativen Zahlen (das auf der Menge der ganzen Zahlen ja
in der Tat dasselbe ist) anzunehmen, dass Lernende mit dem Kalkul &hnli-
che Probleme haben, wie mit dem algebraischen Kalkdl. In diesem Sinne
ist eine Propadeutik der negativen Zahlen in der Primarstufe analog zur
Propadeutik der Algebra anzudenken. Dafiir sprechen einerseits die veran-
derten soziokulturellen Bedingungen: Lernende erfahren heute negativen
Zahlen als selbstverstandliche Objekte der Lebenswelt. Andererseits ver-
weisen Erfahrungsberichte auf eine erfolgsversprechende Propadeutik ne-
gativer Zahlen in der Primarstufe (vgl. z. B.: Borges, 1995; Hativa & Co-
hen, 1995). Anstelle der Einfiihrung der negativen Zahlen in der Sekundar-
stufe I lieRe sich hier starker die Erkundung der Strukturen des Kalkdls der
negativen Zahlen im Sinne einer Propé&deutik der Algebra in den Vorder-
grund ricken, das im Zusammenhang mit Permanenzreihen ja bereits eine
Rolle spielt. Damit einher ginge auch eine engere Verschrankung der The-



menstringe ,Zahlen® und ,Algebra® im Sinne der arithmetisch-
propadeutischen Perspektive.
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