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Geraden, Kreise und Dreiecke: Vorschliage zur Orientierung,
Manifestierung und Erkundung (in) einer elementargeometri-
schen Landschaft

Einleitung

Hiufig fehlen in der analytischen Geometrie der Sekundarstufe II geeignete
herausfordernde und interessante Probleme. In diesem Beitrag wird durch
die Verbindung von analytischer Geometrie mit elementargeometrischen
Problemen ein Vorschlag dazu gemacht, der dariiber hinaus eine innerma-
thematische Vernetzung mit sich bringt. Der Osterreichische Lehrplan fiir
die gymnasiale Oberstufe weist sogar mit dem Unterpunkt ,,L.6sen von ge-
ometrischen Aufgaben, gegebenenfalls unter Einbeziehung der Elemen-
targeometrie (bm:ukk 2004, S. 4) direkt auf diese Moglichkeit hin.

Es werden motivierende Fragestellungen den einzelnen Resultaten voran-
gestellt, die dann mittels dynamischer Geometriesoftware (DGS) erkundet
werden. Die im Beitrag verwendeten Beispiele ermoglichen es den Schiile-
rinnen und Schiilern Hypothesen aufzustellen und zu begriinden. In Hol-
land (1988, S. 51) finden wir zum Beweisen im Geometrieunterricht, dass
geometrische Sitze ,.einsichtig und beziehungsreich gelernt werden miis-
sen. Das bedeutet, ,,dal}

- die Allgemeingiiltigkeit des zu lernenden Satzes eingesehen wird;

- Beziehungen zu solchen Sitzen hergestellt werden, welche die Allge-
meingiiltigkeit des Satzes begriinden. (ebd.).

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, wie durch die geschickte Wahl der
(allgemeinen) Lage eines ebenen Dreiecks in einem Koordinatensystem
eine sehr leistungsfahige algebraische Beschreibung gelingt.

Die Ausgangssituation und ein erstes Ergebnis

Ein beliebiges Dreieck ABC konnen wir so in ein Koordinatensystem legen,
dass der Eckpunkt A die Koordinaten C(oIw)
(ul0), der Eckpunkt B die Koordinaten

(vl0) und der Eckpunkt C die Koordina- \
ten (Olw) hat. Die Eckpunkte A und B
liegen auf der x-Achse und der Eckpunkt
C liegt auf der y-Achse. Damit A links
von B liegt, nehmen wir immer u<v an.
AuBlerdem koénnen wir w>0 annehmen.

A (uj0) |/ r B (v|0)



Wir setzen a = Vv2 +w?, b =+vVu? +w? und ¢ = v — u, das sind die
Langen der drei Seiten des Dreiecks.

Wo liegen in einem solchen Dreieck Hohenschnittpunkt und Umkreismit-
telpunkt? Die Gleichung der Trigergeraden der Hohe A, durch den Eck-
punkt A ist —(x —u)v + yw = 0. Dazu finden wir die Steigung der Tri-

: : % :
gergeraden der Seite a als —% , was einen Normalvektor (_W) auf h, im-

pliziert. Die Hohe durch den Eckpunkt C liegt auf der y-Achse, die zugeho-
rige Tragergerade hat daher die Gleichung x=0. Der Schnittpunkt ist

0| — tv—v) womit der Hohenschnittpunkt H gefunden ist.

Die Mittelsenkrechte s4p der Seite AB hat die Gleichung x = uTW Die Mit-

telsenkrechte s, der Seite AC hat einen Normalvektor (_uw) wegen der

Steigung —% der Tragergeraden von b. Die Gleichung der zugehorigen

Triagergeraden ist dann — (x — %) u+ (y — %) w = 0. Der Schnittpunkt

von s4p und sy 1St (uT-I-v | % + %), der Umkreismittelpunkt U.
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Der quadrierte Abstand von U zum Eckpunkt C ist (uTW) + (% - %) =
20024202 A4 2.2 212
uwotv ‘;"W:W tuvt ivfz. [Ein Computeralgebrasystem (CAS) liefert
W2 +w?)-(w2+w?)
4-w?2

zumindest .] Die Wurzel daraus ist der Umkreisradius r.

Der gespiegelte Hohenschnittpunkt

Spiegle den Hohenschnittpunkt von verschiedenen Dreiecken an den (Tri-
gergeraden der) Seiten! Was féllt Dir auf? Wo liegen diese Punkte, egal, ob
das Dreieck spitz- oder stumpfwinkelig ist? Was passiert, wenn das Drei-
eck rechtwinkelig ist? — Wir erkennen: Spiegelt man den Hohenschnitt-
punkt an den Seiten des Dreiecks, dann liegen die gespiegelten Punkte auf
dem Umkreis.

Es geniigt, dies fiir die Seite des Dreiecks zu begriinden, die auf der x-
Achse liegt. Wir konnen das ja fiir jede der drei Dreiecksseiten erreichen,
indem wir das Dreieck in geeigneter Weise ins Koordinatensystem legen.
Spiegelt man den Hohenschnittpunkt H um die Seite AB, dann erhilt man

(0] tv—v) Der quadrierte Abstand dieses Punktes zum Umkreismittelpunkt U

u+v w uv

2 2
18t (T) + (E — E) . Die Wurzel daraus ist der Umkreisradius r, wie

bereits in der obigen Rechnung gezeigt worden ist. Somit liegt der gespie-
gelte Hohenschnittpunkt auf dem Umkreis.



Der Schnittpunkt von Mittelsenkrechte und Winkelhalbierender

Konstruiere die Winkelhalbierenden eines Dreiecks und schneide diese mit
dem Umkreis des Dreiecks! Betrachte die Schnittpunkte ungleich den
Ecken bei verschiedenen Dreiecken und miss ihre Entfernungen von den
Ecken! Was fillt Dir dabei auf? — Wir
vermuten: Sei P der Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden durch den Eck-
punkt C mit der Mittelsenkrechten der
Seite AB. Dann liegt P auf dem Um-
kreis.

C(0jw)

Zur Begriindung dieser Vermutung
rechnen wir die geometrische Konstruk- o) BOO)
tion nach. Allerdings verlangen die da-

bei auftretenden algebraischen Umfor- s

mungen und Substitutionen eine gewis-
se Ubersicht, die durch ein CAS wirkungsvoll unterstiitzt werden kann. Wir

werden zuerst die in Rede stehenden Geraden schneiden und dann erst be-
weisen, dass der Schnittpunkt auf dem Umkreis liegt.

ol

Die Einheitsvektoren in Richtung der Seiten AC und BC sind %(_uw) und
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— (_UW). Ihre Summe %(_uw) + %(_UW) ist der Richtungsvektor der Win-

a
kelhalbierenden durch den Eckpunkt C. Die Gleichung der Winkelhalbie-

v

renden w, ist daher x (% + %) +(y—w) (% + Z) = 0. Die Mittelsenk-

4
rechte s,p der Seite AB hat die Gleichung x = uTJrU Der Schnittpunkt P die-

).

Da P und der Umkreismittelpunkt U dieselbe x-Koordinate haben (sie lie-
gen beide auf der Mittelsenkrechten s,5, die parallel zur y-Achse verlauft),

. : b
ist der Abstand von P zu U gleich ANV L il
2 2w 2 ua+vb

gen, dass das gleich dem Umkreisradius r ist, ist ein wenig Rechnerei (mit
einem CAS) erforderlich.

u+v wa+wb _ u?vat+uv?b+uw?a+uw?b+vw?a+vw?b

. uv
Es gilt w T = =

u+v wa+wb

. . u+v
ser beiden Geraden ist (— |w — —
2 2 ua+vb

. Um zu zei-

2 ua+vb 2w(ua+vb)
vab?+ua?b+uw?a+vw?b ab+w? . ) )
= , wobei bei der zweiten Gleichung b? =
2w(ua+vb) 2w
u?+4+w? und a? = v? + w? verwendet worden ist. Der Abstand von P zu U

ab+w?
2w

. ) b ) ) )
1St somit —% + = ;—W , also gleich dem Umkreisradius r.



HohenfuBpunkt- und Tangentendreieck

Zeichne die drei HohenfuBpunkte eines beliebigen Dreiecks und verbinde
sie! Das so erhaltene Dreieck
heift HohenfuBpunktdreieck.
Das Dreieck selbst ist Tangen- C (Ot
tendreieck an seinen Inkreis.
Konstruiere nun ein Tangen-

tendreieck, dessen  Seiten b o\ 4 :
durch die Ecken des Dreiecks \ H, ’
verlaufen! Welche Beziehung ’

scheint zwischen dem Hohen- A‘U”& Ho ¢ /8o
fuBpunkt- und diesem Tangen-

tendreieck zu bestehen? — Wir
vermuten: Die Seiten des HohenfuBpunktdreiecks liegen parallel zu den
Seiten des Tangentendreiecks.

Dazu geben wir eine Projektionsformel an: Projiziert man den Punkt (plg)

auf die Gerade g mit der Gleichung y=kx+d, dann erhidlt man

(kq+p—dk | k?q+kp+d
k2+1 k2+1

). Mit dieser konnen wir die Koordinaten der Hohen-

uv?+vw? | vzw—uvw) (uzv+uw2 | uzw—uvw) d
v24w?2 v2ew2z )0 b\ yzgp2 u2+w?

fuBpunkte angeben: Ha(
H.(0]0).

VW — uw
w? +uv

2
an den Umkreis im Eckpunkt A ist daher (W + uv). Aus den Koordina-
uw — vw
ten der HohenfuBpunkte folgt, dass der Vektor H.H, gleich
u (uv + w?
u?+w? \yw — vw

Der Vektor UA ist — i(

2w

). Ein Richtungsvektor der Tangente ¢,

) ist. Man sieht, dass er parallel zur Tangente liegt.

Ein kurzes Resiimee und ein Hinweis

Es ist deutlich erkennbar, wie michtig die analytische Geometrie als Werk-
zeug zum Begriinden sein kann. In PM, Heft 44, 54. Jahrgang, 2012, S. 36—
40, erscheint eine ausfiihrliche Darstellung dieser Thematik (mit GeoGeb-
ra-Dateien und elementargeometrischen Beweisen im online-Anhang).
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