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Surreale Zahlen: Reisen iiber die Unendlichkeit hinaus

Beginnen wir unsere Reise in die Unendlichkeit mit dem Wettlauf von
Achilles und einer still stehenden Schildkrote. Fiir den ersten sehr grof3en
Schritt der Linge von 1 km benotigt Achilles 1 h. Fiir den folgenden Schritt
der Lange von 0,5 km benétigt er ¥2 h. Da er mit konstanter Geschwindig-
keit lauft und sich seine Schrittweite jeweils halbiert, halbiert sich auch die
Zeit, die Achilles pro Schritt benotigt. Nach genau zwei Stunden erreicht er
die Schildkrote. Dabei hat er unendlich viele Schritte zuriick gelegt:

o={1,2,3,4,...:{ D
Doch Achilles rennt weiter. Wo aber ist er, wenn er einen weiteren Schritt
o+1=({1,2,3,4,...,0};{ })

gemacht hat? Und wie viele Schritte muss er machen, um 3 h zu laufen?
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Abb. 1: Das Wettrennen des Achilles mit der Schildkrote (oben)
und ein Flug eines Raumschiffs in die Unendlichkeit (unten).

Mit diesem Paradoxon des Xenon gelingt es, Diskussionsanlisse zur Eror-
terung der Surrealen Zahlen zu schaffen. Mit den reellen Zahlen kommen
wir hier nicht weiter, denn wir befinden uns in einem Bereich, bei dem es



um GroBen geht, die groBer als unendlich sind. Das wird noch klarer, wenn
dieses Paradoxon speziell-relativistisch modifiziert wird (Horn 2012).

Setzen wir also unsere Reise ins Unendliche und dariiber hinaus fort und
betrachten ein Raumschiff, das von der Erde aus beobachtet wird. Zwar
kann die Geschwindigkeit dieses Raumschiffs aus Erdsicht nie groer als
die Lichtgeschwindigkeit ¢ werden. Fiir Beschleunigungen gibt es im Kon-
text der speziellen Relativititstheorie jedoch keine solche Grenze.

Deshalb beschleunigt die Raumschiffbesatzung in diesem Gedankenexpe-
riment das Raumschiff jeweils so, dass sie fiir jeden im System der Erde
gemessenen Kilometer genau halb so viel Zeit im eigenen Bezugssystem
benotigt wie fiir den vorangegangenen Kilometer. Die Distanzangaben von
jeweils einem Kilometer erfolgen hier also aus Erdsicht und die Zeitanga-
ben von 1/2" h aus Sicht der Raumschiffbesatzung. Sie konnen aber natiir-
lich problemlos ineinander umgerechnet werden.

Wo also befindet sich das Raumschiff, wenn die Besatzung eine Gesamt-
zeit von zwei Stunden misst? Die Antwort erfolgt analog zum Wettrennen
des Achilles. Das Raumschiff hat nach zwei Stunden eine Entfernung von

owkm=({1km, 2km, 3km, 4km, ...}; { })

zur Erde zuriick gelegt. Aus Erdsicht ist es unendlich weit entfernt, und es
fliegt weiter. Wo also befindet sich das Raumschiff, wenn es w+ 1 Be-
schleunigungsphasen durchlaufen hat? Und wo befindet es sich nach 3 h?

Rota (2008, S. 217) beschreibt eindriicklich: ,,Surreal numbers are an in-
vention of the great John Conway. They will go down in history as one of
the great inventions of the century. (...) Thanks to Conway’s discovery, we
have a new concept of number.” Die Vermittlung eines konzeptuellen Ver-
standnisses von Zahlensystemen stellt eine origindre Aufgabe der Mathe-
matikdidaktik dar. Sie gelingt wahrscheinlich besser, wenn dabei kontext-
bezogen vorgegangen wird. Und moglicherweise konnen dabei sogar ,,the
most serious shortcomings in our present educational system* (Knuth 1974,
S. 113) iiberwunden werden.
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