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Die Kreisinversion in den Kreislimit-Graphiken von Escher —
Verstehen durch Beweisen fordern

Zum selbststindigen Experimentieren und Erkunden fordern die Kreislimit-
Graphiken von Escher in besonderer Weise heraus. Mit ithnen versuchte der
Kiinstler, sein graphisches Werk zur regelméfBigen Flichenaufteilung
(Parkettierungen) weiter zu vollenden: Wie ldsst sich Unendlichkeit in
Form der Wiederholung eines Motivs innerhalb einer begrenzten Fldche
graphisch darstellen?

Im beriihmten Holzschnitt-Druck ,,Himmel und Holle* (1960) wird im Fol-
genden nach dem zentralen Gestaltungsmuster gesucht. Entdeckung eines
Beweismotivs und Erleben der Erkldarungsfunkton von Beweisen stehen im
Vordergrund. Dabei tritt ein Konstruktionsproblem auf, das sich fiir die
Bearbeitung durch Lehramtsstudierende sehr gut eignet, weil sich das Fin-
den einer Beweisidee, das Fiihren eines Beweises und dessen (hier kiinstle-
rische) Aufklidrungswirkung im Zusammenhang mit eigenen Entdeckungen
und Vermutungen entwickeln. Der Schliissel ist die Kreisinversion. Sie ist
— trotz weitreichender Vernetzungen — Lehramtsstudierenden gewdhnlich
nicht (mehr) bekannt. So gibt es in diesem Themenbereich auch mathema-
tisch Neues und durchaus weitreichend Anwendbares zu entdecken.

1. Untersuchung des Aufbaus der Graphik ,,Himmel und Holle“
Welches Strukturmuster liegt hier zugrunde?

Schnell lassen sich drei Symmetrieachsen
und im Zentrum der Graphik ein regelmifi-
ges Sechseck ausmachen. Die ,,Bausteine*
Engel und Teufel der Kreislimit-Graphik
wiederholen sich und werden dabei zum
Rand der kreisformigen Begrenzung hin im-
mer kleiner. Fiir genauere Untersuchungen
bieten sich Experimente mit einer DGS an.
Dazu wird die Graphik als Hintergrundbild
geladen und thr Aufbau mit Hilfe geometri-
scher Konstruktionen genauer erfasst.

Abb. 1
Kreislimit IV

Betrachtet man etwa die Punkte, an denen sich die Fliigel von Engeln und
Teufeln treffen, so kann man experimentell zu der Vermutung gelangen,
dass diese ,,Fliigelpunkte* auf Kreisbogen liegen. Eine Besonderheit dieser

Kreisbogen ist es, dass sie den Kreisrand der Graphik orthogonal schneiden
(vgl. Abb. 2).



Zum Verstindnis des Strukturmusters helfen so-
mit ,,Orthogonalkreise® weiter. Man wird die
Rekonstruktion wohl am besten innen beginnen,
indem man zu je zwei Fliigelpunkten von Teu-
feln oder Engeln den Orthogonalkreis zum um-
gebenden Kreis(rand) der Graphik sucht.

Aber wie konstruiert man einen Orthogonalkreis
k* durch zwei Punkte 4 und B im Inneren eines
Kreises k, der diesen orthogonal schneidet?

2. Konstruktion von Orthogonalkreisen — experimentelle Teillosungen

Zunichst einmal muss der Mittelpunkt des gesuchten Orthogonalkreises k*
auf der Mittelsenkrechten der Strecke 4B liegen. Wo aber genau? Die Be-
dingung des senkrechten Schneidens der Kreise fiihrt nicht sofort weiter.
Bedienen wir uns einer oft niitzlichen Strategie beim Problemldsen: das
Weglassen einer Bedingung mit anschlieBender Variation der Teillosung.
Unser Problem wird vereinfacht, indem wir nur noch einen Punkt 4 im In-
neren eines Kreises k betrachten und nach allen Orthogonalkreisen k* zu 4
und k suchen, die den Ausgangskreis k senkrecht schneiden. Um einen sol-
chen Orthogonalkreis £* zu finden, wihle man einen — zunidchst — belie-
bigen Punkt S auf k& und konstruiere den Orthogonalkreis £* zu k durch 4
und § wie folgt: Der Mittelpunkt M* von k* ist der Schnittpunkt der Mit-
telsenkrechten m zur Strecke 4B mit der Tangente ¢ im Punkt S an k.

AnschlieBend lésst sich diese Einzello-
sung des Teilproblems mithilfe der DGS
bequem verallgemeinern, indem man §
auf dem Kreis variiert und die Ortslinie
der Mittelpunkte M* aller entstehenden
Orthogonalkreise aufzeichnet (Abb. 3).
Ziehen an § erzeugt anscheinend eine
Gerade, auf der alle Mittelpunkte M*
der Orthogonalkreise £* liegen.

Warum ist das so?

Abb. 3

3. Verstehen durch Beweisen

Um zu beweisen, dass die Ortslinie der Orthogonalkreismitten M* eine Ge-
rade bildet, konnte man einen analytischen Beweis flihren, indem man die
Konstruktion aus Abb. 3 in ein geeignetes Koordinatensystem einbettet und



die x- und y- Koordinaten der Mittelpunkte M* berechnet. Diese erfiillen
dann eine Geradengleichung. Dieser Beweis ist ganz elementar und so
,straightforward®, dass er hier nicht wiedergegeben werden muss. Mehr
Einsicht bringen wohl auch die folgenden beiden elementargeometrischen
Beweise, einer fiir ,,Anfanger®, der andere fiir ,,Kenner*.

Wo bekommt man eine Beweisidee? Nun, die fragliche Gerade soll ja alle
Orthogonalkreise zu 4 und k einfangen. Zeichnen wir also ein paar davon.

In Abb. 4 fillt auf, dass die verschiede-
nen Orthogonalkreise anscheinend aufler
dem Punkt 4 noch einen weiteren Punkt
A* gemeinsam haben. Und A* liegt of-
fenbar auf der Geraden g(M,4). Wenn
die Vermutung stimmt, dass alle Ortho-
gonalkreise zu k& durch 4 den Punkt 4*
enthalten, dann miissen deren Mitten
auf der Mittelsenkrechten von 44 * und
damit auf einer Geraden liegen.

Abb. 4

Wie ldsst sich nun beweisen, dass der eben entdeckte Punkt 4* tatsachlich
allen Orthogonalkreisen zu k& durch A gemein ist?

Wir nehmen dazu A* genauer in den
Blick und konstruieren ihn entsprechend
unserer Beobachtung: Es wird zunéchst
ein beliebiger Orthogonalkreis £* zu &
durch A konstruiert. Anschlieend erhilt
man A* als Schnittpunkt der Geraden
g(M,A) mit diesem Orthogonalkreis k*
(vgl. Abb. 5). Nun miissen wir nur noch
zeigen, dass A* gar nicht von der Wahl
des Orthogonalkreises k* abhdngt. Das
ist der Fall, wenn der Abstand von 4* zu Abb. 5
M konstant ist.

Das ldsst sich recht aufwindig durch mehrfache Verwendung des Satzes
von Pythagoras sichern (z.B. hilft dabei die Hilfslinie MM*). Als Ergebnis
erhélt man schlielich den folgenden Zusammenhang

\A*M\-\W\zrz.

,Kennerinnen® und ,Kenner“ konnen diese Gleichung direkt als Um-
schreibung des Sehnen-Tangenten-Satzes ,,sehen®. Radius » und 4M sind



konstant. Also muss auch der Abstand von 4* zu M konstant sein. Damit
ist gezeigt, dass alle Orthogonalkreise zu k£ und 4 auch A4 * enthalten.

Der Beweis hat zugleich einen bemerkenswerten neuen Punkt 4* hervor-
gehoben, der in besonderer Weise mit dem Ausgangskreis £ und dem Punkt
A im Kreisinneren zusammenhingt: Man nennt 4* den Bildpunkt von A
unter der Kreisinversion an k. Und mit dieser Entdeckung gelingt schliel3-
lich die Losung unseres Ausgangsproblems. Um den Orthogonalkreis £*
durch die Punkte 4 und B im Inneren eines Kreises & zu konstruieren, fiihrt
man die Kreisinversion von 4 an k durch und erhilt so den Bildpunkt A *.
Anschlieend konstruiert man die Mittelsenkrechten der Strecken 44 * und
AB. Deren Schnitt liefert den Mittelpunkt des gesuchten Orthogonalkreises.

4. Riickblick und Ausblick

In Eschers ,,Himmel und Holle* erzeugt
die Kreisinversion das Strukturmuster. In
Abb. 6 ist ein Orthogonalkreis durch zwei
Fliigelpunkte von Teufeln konstruiert wor-
den. Die ,,Bausteine der Graphik sind
durch Kreisbogen begrenzte Dreiecke, die
abwechselnd Engel und Teufel enthalten
und durch die Kreisinversion nach aulen
hin verkleinert abgebildet werden.

Escher wurde bei der kiinstlerischen Umsetzung seiner Kreislimit-
Graphiken von einer Abbildung zur Parkettierung der hyperbolischen Ebe-
ne im Poincare-Modell inspiriert, auf die er in einer Abhandlung des gro-
Ben Geometers Harold Coxeter gestoflen war. Die Kreisinversion spielt in
diesem Modell eine grundlegende Rolle. Sie sorgt fiir das Einfangen des
L~lmmer so weiter* im begrenzten Bildrahmen.

Zudem bietet das Thema Kreisinversion auch noch mancherlei Beziehun-
gen zu anderen, ,handfesteren” und gewichtigen Anwendungen, so dass
Lehramtsstudierende zum Weiterfragen und zu eigenstindigen Forschun-
gen anregt werden konnen. (Vgl. etwa das Buch von Schmidt 1950)

Literatur und Bildquelle

Abb. 1, 2 und 6: M.C. Escher’s ,,Circle Limit IV* ©2012 The M.C.Escher Company-
Holland. All rights reserved. www.mcescher.com

Ernst, B. (1986): Der Zauberspiegel des M.C. Escher. Berlin, Taco Verlag, S. 102-111.

Herfort, P. (1999): The Geometry of Escher’s Circle-Limit-Woodcuts, ZDM 5, 144-148

Schmidt, H. (1950): Die Inversion und ihre Anwendungen. Miinchen, Oldenbourg.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


