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Algebraisieren & Geometrisieren:
Globale Ideen der Analytischen Geometrie?

Wenn man die Forderung erhebt, Mathematikunterricht in der Oberstufe
miisse in allen Lernbereichen ,an fundamentalen Ideen orientiert
sein“(Borneleit, Danckwerts et al. 2001, S. 81), so wirft dies wenigstens
zwei Fragen auf: Welche Ideen sollen dies sein und welche Konsequenzen
ergeben sich aus einer Orientierung an diesen Ideen?

Wenn man, wie etwa Peschek 2005 ,,globale Ideen* als Ausgangspunkte
fur Reflexionsprozesse begreift, in denen es darum geht, ,,Bezichungen
zwischen lokalen mathematischen Konzepten wie auch zu Anwendungen
(Lebenssituationen) und zum Alltagsdenken herzustellen, lokale Konzepte
in einem Gesamtzusammenhang zu positionieren und in diesem zu bewer-
ten“(S. 65), dann wird Orientierung des Unterrichts an globalen ldeen bei-
nahe zwangslaufig ein wechselseitiger Anpassungsprozess: Man kann In-
halte auf gewisse Ideen hin fokussieren oder aber Ideen (bzw. deren Ver-
stdndnis) den tats&chlichen curricularen Gepflogenheiten anpassen (vgl.
ausfuhrlicher Vohns 2010). Solange man weder die globalen Ideen noch
die curricularen Gepflogenheiten als sakrosankt ansieht, bleibt allerdings
die Frage offen, in welche Richtung solche Anpassungsprozesse vornehm-
lich zu verlaufen haben und inwiefern aus der Herstellung einer hoheren
Passung Uberhaupt ein winschenswerter curricularer Zustand gefolgert
werden kann. Einige Phasen eines solchen Anpassungsprozesses wurden
im Vortrag fir die Analytische Geometrie vorgestellt; allerdings weitge-
hend ergebnisoffen bezliglich der letzten Frage.

Dazu wurden mit ,,Algebraisieren* und ,,Geometrisieren” zunéchst zwei
Termini ausgewahlt, die in der fachdidaktischen Auseinandersetzung mit
der Analytischen Geometrie mehrfach implizit oder explizit als VVorschlage
fur globale Ideen eingebracht werden. In ,,nullter Naherung* kdnnten diese
Termini die Moglichkeit beschreiben, ,,Sachverhalte* des einen Themenbe-
reichs (z.B. geometrische Sachverhalte) mit ,,Mitteln* des anderen The-
menbereichs (z.B. algebraischen Mitteln) darzustellen und zu verarbeiten.
Bereits eine sehr oberflachliche Konfrontation mit typischen Inhaltskatalo-
gen der Analytischen Geometrie in der Oberstufe lassen allerdings erken-
nen, dass dem ,,Algebraisieren* deutlich mehr Aufmerksamkeit gewidmet
wird, als dem ,,Geometrisieren. Im Vortrag wurde anhand der Verdichtung
charakterisierender Merkmalszuschreibungen in einschldgigen Textstellen
(Beutelspacher & Danckwerts et al. 2011, S. 121ff; IDM/AECC-M 2009,
S. 15; Tietze, Klika, Wolpers 2000, S. 70f, Wittmann 2003, S. 47) heraus-



gearbeitet, dass dies auch an einer nahezu diametral unterschiedlichen
Wahrnehmung des Geometrischen und Algebraischen liegt (s. Abbildung
1).
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Zugespitzt lasst sich formulieren: Mit ,,Algebraisieren* wird in der Regel
das ,.eigentliche Anliegen“(Tietze, Klika, Wolpers 2000, S. 71) der Analy-
tischen Geometrie beschrieben und dieses wird als Wunsch konzeptuali-
siert, sich moglichst weitgehend von ,,anschaulich-geometrischen Betrach-
tungsweisen“(IDM/AECC-M 2009, S. 15) zu lésen, um symbolische Ope-
rieren zu konnen, d.h. ,prinzipiell alle Aussagen durch Rech-
nen‘“‘(Beutelspacher, Danckwerts et al. 2011, S. 122) beweisen zu konnen.
Wihrend ,,Algebraisieren damit einen (weiteren) Mathematisierungs-
schritt darstellt, wird ,,Geometrisieren” eher als heuristisches Hilfsmittel,
als Veranschaulichung, als Mittel des besseren Verstehens und der erleich-
terten Kommunikation tber abstrakte algebraische Sachverhalte konzeptua-
lisiert — oder kurz: als Didaktisierungsschritt.

Im Vortrag wurde aus Zeitgriinden im Folgenden nur mehr der Passung der
obigen Konzeptualisierung des ,,Algebraisierens” zum derzeitig iiblichen
Curriculum in Analytischer Geometrie nachgegangen. Dabei wurde prob-
lematisiert, dass ,,Algebraisieren als weitgehende Losung vom geometri-
schen Kontext mit dem Ziel, bislang praformal geometrisches Arbeiten
maoglichst flachendeckend durch Rechnen abzulGsen, auf wenigstens der
Passungsprobleme relativ zum etablierten Curriculum stoRt:

- eine (nahezu vollstandige) Beschrankung auf lineare Gleichun-
gen,

- die Dominanz vektorieller Darstellungsformen (samt Persistenz
zundchst koordinatenfreier, geometrischer Vektorkonzepte),

- den Aufgabenkanon, mit seinem Schwerpunkt im systematischen
Durchexerzieren weitgehend disjungiert behandelter Lage- und
Abstandsbeziehung linearer geometrischer Objekte, zumeist in
(partiell) pra-algebraisierter Form.



Tatsdchlich passt eine Charakterisierung des ,,Algebraisierens®, wie sie
oben gegeben wurde, mindestens genauso gut, wenn nicht besser, auf eine
vektorfreie Koordinatengeometrie, die ihren Schwerpunkt gerade nicht in
linearen Gleichungen hat, sondern sich gerade auf nichtlineare Gleichungen
als gleichberechtigte geometrische Konstruktionsméglichkeit konzentrieren
wirde (etwa den historischen Wurzeln bei Descartes und Fermat folgend).

Wenn man sich dennoch auf lineare Gleichungen beschranken méchte, so
muisste man dies wohl als bewusste, pragmatische oder exemplarische Ent-
scheidung offen legen. Zudem erschiene eine Konzentration auf vektorielle
Darstellungsformen dann nachvollziehbarer, wenn der Gedanke einer eines
moglichst flexiblen Wechsels zwischen geometrischer und algebraischer
Ebene gegeniiber dem vermeintlichen Wunsch moéglichst weitgehender L6-
sung vom geometrischen Kontext in den Vordergrund gertickt wirde. ,,Al-
gebraisieren” konnte dann fur einen bestimmten Zugang zum Anschau-
ungsraum stehen, der im Vortrag als gezielt geometrisch enthaltsame Er-
kundung des Anschauungsraumes bezeichnet wurde, in deren Zentrum fol-
gende Leitfragen stehen kdnnten:

Welche geometrischen Sachverhalte kann ich beschreiben und bearbeiten,

- wenn ich die quantifizierte relative Lage eines Punktes (bezliglich ei-
nes willkirlich gewahlten Basispunktes) schon fur alles halte, was ich
uber einen Punkt wissen muss (kann),

- ich von jedem geometrischen Gebilde nicht mehr fir wissenswert er-
achte, als welche Punkte es enthalt,

- ich mich dabei (zun&chst) auf wenige, einfache Grundobjekte (Punkte,
Geraden, Ebenen, ggf. Kreise und Kugeln) und aus ihnen zusammen-
gesetzten Gebilden beschranke,

- ich (zur flexibleren Beschreibung) der Beziehung von Punkten unterei-
nander aufler Zahlen auch noch Vektoren zulasse?

Eine solche Erkundung muss allerdings selbstzweckhaft bleiben, wenn sie
nicht hinsichtlich ihrer Ziele, Leistungen und im Vergleich mit anderen
Formen geometrisch nicht-enthaltsamer Erkundungen des Anschauungs-
raumes reflektiert wird. Dazu bedarf es wenigstens einfachster ,,Objektstu-
dien®, hierzu wurden im Vortrag zwei Miniaturen andiskutiert:

- Inwiefern weil man von einem Dreieck eigentlich schon alles,
wenn man die Lage A(3|0), B(0|0),(0|4) seiner Eckpunkte
kennt? Inwiefern weil man ,,mehr* als durch geometrische Be-
schreibungen?

- In einem Buch zur Vektorrechnung steht: Genau dann, wenn
AB = CD, ist ABCD ein Parallelogramm. Stimmt das so? Wenn



ja: Warum? Wenn nein: Was waére zu erganzen? Inwiefern weil3
man dann schon alles, was man von einem Parallelogramm wis-
sen kann?

AbschlieRend wurde der Frage nachgegangen, inwiefern die Probleme der
Analytischen Geometrie Uberhaupt Probleme der elementaren Geometrie
mit anderen Mitteln bearbeiten bzw. inwiefern Probleme und Methoden der
elementaren Geometrie zu solchen der Analytischen Geometrie in Bezie-
hung gesetzt werden kdnnen, um Uber Gemeinsamkeiten und Unterschiede,
Kohdrenzen und Differenzen reflektieren zu kénnen. Die zur Gegeniiber-
stellung genutzten Folien sind in Abbildung 2 wiedergegeben.

. . . R Vorerfahrungen zu , Analytischen Probleme” in der Elementaren Geometrie
»Geometrische Probleme” der linearen Analytischen Geometrie B vt

— Lagebeziehung von Geraden und Ebenen: Charakterisierung spezieller,

Kernbereich idealisierter Figuren und Korper (haufig symmetrisch)

— Lagebeziehung von Geraden und Ebenen — Schnitte von Geraden: besondere (haufig symmetrische) Lagen gewisser

— Schnitte von Geraden und Ebenen sinteressanter” Punkte.

— Skalarprodukt zum Nachweis der Orthogonalitdt — Nachweis der Orthogonalitat: Winkelsumme, Pythagorassatz, Trigonometrie
Erweiterter Bereich — Berechnungen von Langen und Winkeln: Winkelsumme, Pythagorassatz,

— Abstandsprobleme Trigonometrie

— Skalarprodukt zur Berechnung von Lingen und Winkeln Reflexionswiirdige Unterschiede:

Randbereich — Lokale Perspektive: begrenzte lineare Objekte (Strecke, Begrenzungsfldche),

. . - - I Figuren, Korper, seltener offene Konfigurationen
— Beweise affiner und metrischer Sdtze iiber ,vollstandige B P 8

Vektorziige* Wo Form und Gestalt im Fokus, Geometrie von Streckenverhditnissen,

Lagebeziehungen
Welche dieser ,,Probleme” hatte man eigentlich vorher schon? g 9

— Elementare Geometrie: Ebene, Analytische Geometrie: Raum, Zufall?

Abbildung 2
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