Ysette WEISS-PIDSTRYGACH, Mainz

Instruktion, Konstruktion und die Zone der nachsten Ent-
wicklung

In Mathematikanféangervorlesungen spielen Definitionen und Bezeichnun-
gen eine groRRe Rolle. Im Unterschied zum Fremdsprachenunterricht, wo
neues Vokabular durch verschiedene handlungsorientierte Kontexte einge-
fihrt wird und Bedeutungen intuitiv durch Vorwissen aus der Mutter-
sprache erfasst werden konnen, erfolgt in diesen Vorlesungen die Kon-
struktion der Begriffe vorwiegend anhand von Merkmalen der zu definie-
renden mathematischen Objekte. Dieser Spracherwerb fordert kaum Sensi-
bilitdt und Verstéandnis bzgl. verschiedener Interpretationen, Kontexte und
Bedeutungen mathematischer Konzepte. Erfahrung und Verstdndnis der
Vielfalt von Darstellungs- und Umgangsmdglichkeiten mit mathemati-
schen Begriffen sind jedoch eine notwendige Voraussetzung fir differen-
zierte Diagnostik aktueller Wissensstdnde, Entwicklungspotentiale und
darauf basierender angeleiteter Forderung. Diese Erfahrungen sollten so-
wohl die Perspektive des anleitenden Lehrenden, als auch des angeleiteten
Lernenden einschlieRen.

Die Lucke zwischen dem Niveau, auf dem Aufgaben unter Anleitung und
unter Mithilfe geltst werden und dem Niveau, auf dem man Aufgaben
selbstandig 16st, wird durch den Begriff der Zone der ndchsten Entwicklung
konzeptualisiert. Das Konzept wurde 1934 von Vygotsky auf der Grundla-
ge empirischer Ergebnisse eingefiihrt und seitdem sowohl theoretisch, als
auch unter verschiedenen Anwendungsaspekten weiterentwickelt (fiir einen
Uberblick siehe Chaiklin, 2003). Entwicklungen im Bereich der Entwick-
lungs- und Lerntheorie sind z.B. die Konzeptualisierung der Lehrling-
Meister-Beziehung im  Fremdsprachenunterricht, Musik und Sport
(Lantolf, Pavlenko, Gholson...) die Konzeptualisierung der Handlungsori-
entierung in der Sonderpadagogik und Begabtenforderung (Krutetski,
Smith, Sternberg, Grigorenko...), Anwendungen in der Psychoanalyse
(Wilson, Weinstein, ...), der Psychotherapie (Leimann, Stiles, ...) und der
dialogischen Padagogik (Bakthin, Feuerstein...). Dabei entwickelte Verfah-
ren und Methoden wie gestaffelte Anleitung, Ko-Konstruktion (scaffolding,
...), dynamische Kontrollverfahren (dynamic assessment) basieren jedoch
weitgehend auf ,,sichtbarem* Umgang mit Begriffen und Interpretationen
von Verbalisierungen. Sie sind deshalb nur bedingt bei der
Konzeptualisierung mathematischer Begriffe anwendbar.

Im tétigkeitstheoretischen Modell konnen mathematische Konzepte in einer
Tatigkeit sowohl Werkzeuge (Problemlésemethode) als auch Untersu-



chungsgegenstand (Teil der mathematischen Sprache und Theorie) sein.
Entwicklung kann dann als dialektische Interaktion und Wechsel entspre-
chender Tétigkeiten interpretiert werden. In (Weiss-Pidstrygach, 2011)
steht die mathematische Umsetzung methodischer dialektischer Gegensatze
in Lernumgebungen im Vordergrund. Ziele dieser Lernumgebungen sind
u.a. angeleitete Betrachtung eines Problems in ,,gegensatzlichen* Kontex-
ten, ,,provozierter* Perspektivwechsel und angeleitete Reflektion zu ver-
schiedenen Interpretationen, Kontexten, Methoden und konzeptuellen Hin-
tergriinden. Begriffsentwicklung in dialektischen Gegensétzen zielt auf
horizontale Vernetzung verschiedener Kontexte und Methodentransfer ab.
Im Weiteren betrachten wir Moglichkeiten der vertikalen Entwicklung ma-
thematischer Konzepte. Im Unterschied zur autoritativen Rolle der Anlei-
tung in der Dbeschriebenen dialektischen Positionierung basiert die Umset-
zung der Anleitung bei vertikalen Entwicklungen (Vertiefung, Differenzie-
rung, Exaktifizierung, Verallgemeinerung...) starker auf Methoden der dia-
logischen Didaktik. Ausgehend von einem im Laufe des Mathematikstudi-
ums erworbenen deduktiven, hierarchischen Aufbau der mathematischen
Sprache und an enge Kontexte gebundenes Definieren zeigen wir im fol-
genden anhand einiger Beispiele, wie in Didaktikveranstaltungen durch Va-
riation verschiedener, mit dem Definieren mathematischer Objekte zusam-
menhéngender Aspekte solche Denkgewohnheiten gedndert werden kon-
nen.

1. Definition-Kontext

Viele mathematische Objekte treten in Grundkursen Mathematik in ver-
schiedenen Kontexten auf. Ein Kreis kann als Resultat der Gartnerkon-
struktion, Menge aller Punkte mit gleichem Abstand von einem gegeben
Punkt, als Untermenge der reellen Ebene, definiert durch Polarkoordina-
ten, als Untermenge der reellen Ebene, definiert durch kartesische Koordi-
naten, als reelle Lésungen der Gleichung: x2+y?=1, als Menge der komple-
xen Zahlen vom Betrag 1, als Bahn eines Punktes bei Drehung um einen
Punkt, als Ortslinie eines nicht zentralen Punktes einer Drehscheibe, als
spezieller Kegelschnitt, als geschlossene Kurve mit konstanter Krim-
mung...beschrieben werden. Das Anfertigen von Mind-Maps zu verschie-
denen Kontexten, Verallgemeinerungen der Begriffe im entsprechenden
Kontext, Entwicklung kontextspezifischer Werkzeuge (z.B. Koordinaten,
Metrik, Gleichungen, Symmetrie), Wechsel zwischen Darstellungen und
Kontexten sind Aktivitaten, welche die Sensibilisierung bzgl. Wortwahl,
Umgang mit und Darstellung von Begriffen fordern.



2. Definition-Eigenschaften, Genese

Ein Sehnenviereck ist...

...ein Viereck,
welches
einen Umkreis
besitzt.

...ein Viereck, dessen
Seiten durch vier
Sehnen eines Kreises
erzeugt werden.

...ein Viereck, bei welchem
sich alle Mittelsenkrechten
in einem Punkt schneiden.

...ein Viereck, bei welchem die 4
Summen der gegenlberliegenden
Winkel 180° ergeben.

Die in der Abbildung verschiedenen Definitionen eines Sehnenvierecks
fihren zu verschiedenen geometrischen Objekten, mit unterschiedlichen
Hilfslinien, entsprechenden Problemlésemethoden und unterschiedlichen
lokalen Ordnungen (Weiss-Pidstrygach, 2011). Durch Variationen in der
Reihenfolge der Herleitungen geometrischer Zusammenhénge kénnen wah-
rend des Mathematikstudiums geforderte Vorstellungen von einem streng
hierarchischen Aufbau der Mathematik in Zweifel gezogen werden.

3. Definition-Darstellungen

Das kanonische Beispiel der Schulmathematik fiir verschiedene Darstel-
lungen sind die Standartdarstellungen Text, Graph, Wertetabelle und Term
fur funktionale Zusammenhange. Diese Vorgaben, sowie Automatisierun-
gen des Gebrauchs vernachlassigen die bewusste Wahl einer Darstellung
als geeignetes Werkzeug. Erganzung durch weitere Darstellungen (Polar-
koordinaten, Nomogramme, Maschinchen,...) und die Forderung indivi-
dueller, problemspezifischer Darstellungen (Parametrisierung, Schubladen-
prinzip, Darstellungen systematischen Z&hlens, Zoomen, Spur geometri-
scher Operation...) fordern ein problemorientiertes Verstandnis von Dar-
stellungen.

4. Definition-Interpretation, Denkgewohnheiten, Gegenbeispiele

Eine ausfihrlich ausgearbeitete Methodologie anhand eines Beispiels zur
Begriffsentwicklung unter dem Aspekt der Variation der Interpretation von
Definitionen gibt Lakatos (1979). Eine mdgliche Anwendung der Methode
ist die Hinterfragung ,,zuléssiger* Mengen fir die Représentanten a und b



im Bruch a/b. Die Standardantwort ,,ganze Zahlen* kann durch Schulbei-
spiele wie a und b reelle Zahlen (Kontexte Steigung, Ahnlichkeit) und a
und b Funktionen widerlegt werden. Stufenfunktionen, sowie Matrizen bil-
den schulrelevante Gegenbeispiele und Begriffe wie Nullteiler und
Quotientenkdrper werden motiviert.

Alle genannten Variationsbeispiele lassen sich gut durch Stationen darstel-
len. Der mit den Variationen angestrebte Perspektivwechsel wird dabei vi-
suell unterstitzt, die Anordnung und Systematik der Stationen sind durch
die zugrunde liegenden, die Variationen initiierenden Probleme bestimmt.

Im Mathematikstudium ist das Verstandnis der Vielfalt und Komplexitét
mathematischer Objekte oft in weiterfuhrende Kurse verlagert. Variationen
von Definitionen gestatten auch auf elementarem Niveau, die Aufmerk-
samkeit von Bezeichnungen und Merkmalslisten auf vielféltige Bedeutun-
gen eines Objekts zu lenken.
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