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Per spektivwechsel bei der Begriffsentwicklungin der Analysis

Die modernen digitalen Moglichkeiten im Bereich deralysis erfordern

neue Antworten auf alte epistemologische Problegmewurde etwa die
jahrzehntelang im Mathematikunterricht praktizierrvendiskussion

haufig dadurch motiviert, den Verlauf eines Grapbagrer Funktion zu un-
tersuchen. Fur viele Mathematiklehrer bot sie adf®areine willkommene
Gelegenheit, Begriffsentwicklung im Bereich der Arses zu initiieren und

voranzutreiben. Nun, da die Motivation fiir dieseubdy durch digitale

Hilfsmittel obsolet geworden ist, bendtigen wir eedinlasse zur Entwick-
lung mathematischer Begrifflichkeiten, die sich d@en mathematischen
Objekten und nicht an deren Darstellung orientieren

Ein Perspektivwechsel bietet die Mdglichkeit, matiaésche Begriffe los-
gelost von der jeweiligen (graphischen) Darstellwmgter zu entwickeln.

1. Problemeder Identifikation von Funktionen mit ihren Graphen

Zum Beispiel wird ein Begriff widlonotoniein den meisten Schulbiichern
mit dem nach oben bzw. nach unten gerichteten \fedmes kartesischen
Graphen assoziiert. Eine von der graphischen Dansgeunabhangige De-
finition kommt zusehends weniger vor. Auch eineibigbn, wie etwa

Defintion: x, hei3t Maximumeiner Funktionf:[a, b] - R, falls fur alle

x €la, b] gilt: f(x) < f(xo).

kommt in heutigen deutschen Schulblchern zwar mochwird jedoch nur
noch selten zur Uberpriifung einer entsprechendgra@tung verwandt.
Solche Definitionen werden haufig dsrmal bezeichnet, doch beschreibt
dies ihren Charakter nur sehr unzureichend. Esdiasdh hier vor allem
um Definitionen, die von der Funktighselbst und nicht von der Wabhl ei-
ner speziellen Darstellung dieser Funktion abhanBamit sind diese De-
finitionen auch mathematisch sehr viel tiefer ufitkzhicher als die Vorstel-
lung von nach oben/unten gerichteten Graphen calefunktionsgraphen
mit einer ArtHUugel Die gré3ere Tiefe zeigt sich etwa darin, dasseali@e-
finitionen direkt verallgemeinerbar sind, wie etewaf allgemeine Funktio-
nale oder auf den Begriffufallsvariable

Die Identifikation von Funktionen mit ihren Graph@&ihrt zu begrifflich
problematischen Konstrukten, wie der Definition Aéfeitung mithilfe der
Tangenten und der Definition der Tangente mithilée Ableitung (z.B. in
Elemente der Mathematik). Auch die begrifflich zafeé Rolle des Mittel-



wertsatzes oder die des Hauptsatzes der Infinisgsechnung kommen
durch die suggestive Kraft der kartesischen Grapineht zu ihrem Recht.

2. Perspektivwechseal durch Nomogramme

Schon Freudenthal (1978) und viele andere habenliauBedeutung des
Perspektivwechsels fur die Begriffsentwicklung l@ngesen. Sie ist fester
Bestandteil jeder mathematischen Aktivitat.

Was den Funktionsbegriff betrifft, so gab es zustidhassische Kurven
wie die Kegelschnitte, Konchoiden, Kissoiden uneleviandere. Descartes
hat gezeigt, wie solche Kurven Abhangigkeiten zinescKoordinaten von
Punkten bestimmen. Heute drehen wir dies um: zeré@hangigkeit von
Koordinaten, d.h. einer Funktion, suchen wir eintsgrechende Kurve.

Nomogramme bilden eine alternative Moglichkeit, Kionen darzustel-
len: Wir zeichnen zwei parallele Zahlenstrahledim Ebene, einB®efiniti-
onsgeradeund eineéWertegerade- beide mit gleicher Skalierung, so dass
sich die Nullpunkte gegentber liegen. Nun verbind@neinen Punkt auf
der Definitionsgeraden, der durch eine Zahieprasentiert wird, mit dem
Punkt zuf(x) auf der Wertegeraden durch einen Pfeil wonach f (x).
Dies tun wir fUr viele aquidistante Punkteund erhalten eilNomogramm
Diese einfache Idee fur Nomogramme findet sich sdim Spivak (1967)
und Van Dormolen (1978) ohne, dass auf die Eigeaftsi dieser Darstel-
lung eingegangen wird. Erst seit es Software wie@abra gibt, kdnnen
solche Darstellungen breit und intensiv im Untdirieingesetzt werden.
Fur eine ausfuhrlichere Darstellung verweisen wir(&aenders, 2011).

Zum Beispiel hat die Funktion— x3 die Gestalt

und die Funktionx— e* hat das Nomogramm:

R

3. Eigenschaften von Nomogrammen

Nomogramme geben Anlass zu Perspektivwechsel: algetrBegriffe wie
Nullstelle a-Stelle Definitheit Monotonie MaR der SteigungUberein-
stimmung zweier Funktionen an einer Stelle missen neu interpretiert
werden. Dabei gibt es viele Verbindungen zu gedswten Fragestellun-



gen. Eine erste natlrliche Frage ist die nach @stdl linearer (eigentlich
affiner) Abbildungeny=mx+b. Es stellt sich heraus, dass dies solche No-
mogramme sind, deren verlangerte Pfeile entwederpalrallel verlaufen
oder sich alle in einem Punkt schneiden. Damit veme lineare Abbil-
dung durch einen einzigen Punkt in der Ebene chexialert.

proximationeiner Funktion dar: Betrachten wir zwei StellemegiFunktion
f, dann findet sich der charakteristische Punktlidearen Funktion, deren
Funktionswerte an den beiden Stellen mit denenfiidrereinstimmen, als
der Schnittpunkt der entsprechend verlangerteriePéei den beiden Stel-
len. Damit kdnnen wir Sekanten konstruieren. Dnedire Approximation
der Funktion an einer Stelle finden wir nun alsrizeeert der Schnittpunk-
te zweier solcher Geraden. Insgesamt kbnnen wiHditkkurve all dieser
Geraden alé\bleitungskurveauffassen.
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Oben das Nomogramm der Funktior» % derenAbleitungein Kreis ist.
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Hier oben sehen wir die typische Figur zum Mittaksatz als Nomo-
gramm. Wir tberlassen es dem Leser die Darstelturgntschlisseln.



Nomogramme erlauben es, einfache mengentheoretidabiklungseigen-
schaften wie Injektivitat und Surjektivitat direkti erkennen. Des Weiteren
geben sie eine einfache Visualisierung der Kommuwsigweier Funktionen
(aufeinanderlegen und Pfeile addieren) wie auciDdestellung der Inver-
sen (Nomogramm umklappen). Iterationen sind durciieidanderstape-
lungen von Nomogrammen darstellbar. Zudem kdrinealutionen d.h.f

mitf °f =id, wiex— i oderx— — x oder Projektionen, d.lp.mitp °p =
p, wie x— | x| oder x— FRAC(x) = x — | x| leicht charakterisiert werden.

Insgesamt stellen Nomogramme einen Perspektivwealh$elen abstrak-
ten Funktionsbegriff dar und geben Gelegenheitrgdezkendem Lernen.
Sie ermoglichen eine Vorbereitung auf den allgee®iAbbildungsbegriff,

eine Vernetzung von Analysis und Geometrie sowahawn Analysis und
linearer Algebra und bereiten auf die alternatiaedfellung von Daten vor.

4. Begriffsentwicklung durch Per spektivwechsel

Es gibt weitere Perspektivwechsel bei der Besahiity mit reellen Funk-
tionen. Eine weitere Herangehenswe -

besteht im Einsatz von HOhenliniel A

diagrammen (vgl. Kaenders, 2011,

160 ff.). Eines der Beispiele dort sir
Diagramme, wie wir sie hier rechts fir
den, die Tobleronediagrammgenannt
werden und deren Entschlisselung \
ebenfalls dem Leser Uberlassen.

Auch kann man Funktionen in eine
kartesischen Koordinatensystem mit ¢
deren (etwa logarithmischen) Skalen, r
Hilfe von Spiralen, Maschinchen ode
Pfeilketten darstellen.

Jeder dieser Perspektivwechsel tragt dazu bei, dEassiathematische Be-
griff der Funktion mit seinen abstrakten Eigenstdrafin den Blick ge-
nommen und entwickelt werden kann.
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