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Kapitel 1

Bedingter Erwartungswert

Ein wichtiges Konzept in der Finanz-und Versicherungsmathematik ist der
erwartete Wert einer Zufallsvariablen X, gegeben die aktuell verfiigbare In-
formation, die durch eine o-Algebra G beschrieben wird. Dieser bedingte
Erwartungswert ist wiederum eine Zufallsvariable (beste ”Darstellung” von
X durch eine G-messbare Zufallsvariable):

Definition 1.1 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G C A eine
Unter-c-Algebra und X € L1(Q, A, P) (d.h. X ist eine R-wertige Zufalls-
variable mit E[|X|] < o0). Fine R-wertige Zufallsvariable Z nennen wir
bedingten Erwartungswert von X unter der Bedingung G, falls:

(i) Z ist G-messbar und

(i) |, ZdP = [, XdP fir alle G € G.
Formal schreiben wir E[X|G] := Z.
Bemerkungen:

(i) Man kann zeigen, dass eine Zufallsvariable Z wie in Definition exi-
stiert. Diese ist P-fast eindeutig. Genauer gesagt ist E[X|G] also eine
Aquivalenzklasse in L,(€, A, P) unter der Aquivalenzrelation ,fast si-
cher gleich“. Wir verstehen F[X|G] aber stets als einen Vertreter dieser
Klasse.

(ii) Es gilt: X ist G-messbar genau dann, wenn E[X|G] = X.

Definition 1.2 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G C A eine
Unter-c-Algebra und X € L,(Q2, A, P).
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(i) Sei nunY eine weitere Zufallsvariable auf (2, A, P) und o(Y") die von
Y erzeugte o-Algebra. Dann bezeichnet

E[X|Y]:= E[X|o(Y)]
den bedingten Erwartungswert von X unter der Bedingung Y.

(i1) Fir A € A ist die bedingte Wahrscheinlichkeit unter der Bedingung G
gegeben durch
P(A[G) := E[l4]G].

Fiir den bedingten Erwartungswert gelten die folgenden Rechenregeln:

Satz 1.3 Sei (0, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G C A eine Unter-o-
Algebra und X,Y € L1(Q2, A, P). Dann gilt:

(i) Mittelwert: E[E[X|G]] = F[X].
(i1) Linearitit: ElaX + Y |G| = aE[X|G] + BE[Y|G] fir o, B € R.
(i1i) Monotonie: E[X|G] < E[Y|G] fir X <Y.

(iv) E[X|G] = E[X], falls X unabhdngig von G ist (d.h. wenn gilt
P(ANA") = P(A)P(A) fiir bleiebige A € G und A" € 0(X)).

(v) E[XY|G] =YE[X|G], falls Y G-messbar ist.

(vi) Tower property: E[E[X|Gs]|G1] = E[X|G1] bzw. E[E[X|G1]|Gs] = E[X|G1]
fir Gy C Gy C A.

(vii) Jensensche Ungleichung: Falls f konvex ist mit E[|f(X)|] < oo, so gilt
fEIX]G]) < E[f(X)|G].

Beweis: Siehe z.B. [[x01] oder [B93]. O

Da der bedingte Erwartungswert eine Zufallsvariable ist, sind die obigen Glei-
chungen und Ungleichungen stets nur im P-f.s. Sinne zu verstehen.



Kapitel 2

Stochastische Prozesse in
stetiger Zeit

In diesem Abschnitt sammeln wir einige grundlegende Begriffe und Resultate
zu stochastischen Prozessen. Dazu legen wir im Folgenden einen Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, .4, P) und eine Indexmenge I zugrunde.

2.1 Stochastische Prozesse

Die Grundlage fiir eine allgemeine mathematische Modellierung fiir zuféllige
Phénomene bildet die folgende Definition:

Definition 2.1 Sei (S, B) ein Messraum und X = (X;)ier eine Familie von
Zufallsvariablen X; : 0 — S. Dann heifit X ein stochastischer Prozess mit
Zustandsraum (S, B), Indexmenge I und Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Seiw € Q. Dann heifst X (.,w) : I — S, X(t,w) = X¢(w) der Pfad von X zu
w € .

Deutung:

(i) Meistens wird I = [0, 00) oder I = [0, 7] gewéahlt und entspricht einem
Zeitbereich.

(ii) Fiir jedes w € Q beschreibt der Pfad ¢t — X;(w) die zugehorige Ent-
wicklung des Prozesses.

Bemerkungen:

(i) Sind die Pfade von X (P-f.s.) stetig (linksstetig, rechtsstetig), so nennen
wir X entsprechend stetig (linkstetig, rechtsstetig).



(ii) Sind alle X, integrierbar (d.h. liegen in L;) oder quadratintegrierbar
(d.h. liegen in Ls), so sprechen wir von einem integrierbaren bzw. qua-
dratintegrierbaren Prozess (oder entsprechend von einem L,-Prozess,

p=1,2).

Um zu entscheiden, ob zwei Prozesse als ,,gleich® anzusehen sind, benétigen
wir die folgende Definition:

Definition 2.2 Seien X = (X;)ie; und Y = (Yi)ies 2zwei stochastische Pro-
zesse. Dann heifit Y eine Modifikation von X, falls

P{we Q: Xi(w) =Y (w)}) =1 fir allet € 1.

X undY heifien weiterhin ununterscheidbar, falls sie mit Wahrscheinlichkeit
1 die gleichen Pfade haben:

P{w e Q: Xy(w) =Yi(w)Vt e I}) = 1.

2.2 Filtration

Definition 2.3 Eine Familie F = (F;)ier von Unter-o-Algebren von A mit
Fs C F; fiir alle s <t € I heifst Filtration.

Deutung: Die Menge F; wird als die Information interpretiert, die der Be-
obachter zur Zeit ¢t hat, d.h. fiir ein Ereignis A € F;, kann er zur Zeit t
entscheiden ob A eingetreten ist oder nicht.

Definition 2.4 Ein stochastischer Prozess ist adaptiert zur Filtration F,
falls X, fiir alle t € I F;-messbar ist.

Beispiel: Sei X = (X;)c; ein stochastischer Prozess. Dann ist F* = (FX)scs
mit F;¥ = o(X(s) : s < t) eine Filtration und heifit die von X erzeugte kano-
nische Filtration. Dies ist die kleinste o-Algebra, beziiglich der alle X;, ¢t € I,
messbar sind. Insbesondere ist X adaptiert zu FX.

Sei von nun an I = [0,00). Durch geeignete Festlegung von X; fiir t > T
gelten sémtliche Aussagen auch fiir Prozesse (X;)cjo,r) mit endlichem Zeit-
horizont T'. Statt ¢ € I schreiben wir kurz ¢ > 0.

Aus technischen Griinden benétigen wir die folgenden Definitionen:

Definition 2.5 (i) Eine Filtration F heifst rechtsstetig, falls F; = F," =
ns>t ‘/TS :



(i1) Eine Filtration F heifst vollstindig, falls Fy bereits alle P-Nullmengen
aus A enthdlt.

(i11) Wir sagen, dass F die iiblichen Bedingungen erfiille, wenn F rechsste-
tig und vollstindig ist.

Definition 2.6 Ein reellwertiger stochastischer Prozess X ist progressiv mess-
bar beziiglich einer Filtration F, falls fir allet > 0 die Abbildungen (s,w) +—
Xs(w) auf [0,t] x Q messbar sind beziiglich B([0,t]) ® F;. Hierbei bezeichnet
B(U) die Borel-o-Algebra tiber U.

Bemerkung 2.7 (i) Ein progressiv messbarer Prozess ist stets adaptiert.

(i1) Ist X ein progressiv messbarer stochastischer Prozess beziglich einer
vollstindigen Filtration F, so ist auch jede Modifikation von X pro-
gressiv messbar beziiglich F.

Satz 2.8 Ist X links- oder rechtsstetig, so ist X progressiv messbar.
Beweis: Proposition 1.1.13 in [KS99] oder Satz 28 in [KKO01]. O

2.3 Stoppzeiten

Definition 2.9 FEine Zufallsvariable T : Q — [0, 00| ist eine Stoppzeit beziiglich
einer Filtration F, falls {T <t} € F; fir alle t € [0,00).

Deutung: Die Stoppzeit entspricht einer zuléssigen Abbruchbedingung. Die
Forderung {7 < t} € F; besagt gerade, dass wir zum Zeitpunkt ¢ in der Lage
sein miissen, zu entscheiden, ob gestoppt wird oder nicht.

Bemerkung 2.10 Sind 71,5 Stoppzeiten, so auch 71 A Ty := min{7y, 7 }.

Definition 2.11 Zu einer F-Stoppzeit T ist die o-Algebra der Ereignisse bis
zur Zeit 7 definiert durch

F.={Aec A: An{r <t} € F fir allet > 0}.

Definition 2.12 Ist X adaptiert beziiglich F und T eine F-Stoppzeit, so wird
der Wert des gestoppten Prozesses definiert durch

[ X(w) , fallst < 7(w),



Satz 2.13 Ist X progressiv messbar beziiglich F und T eine F-Stoppzeit, so
1st Xynr selbst Fipnr-messbar.
Beweis: Siehe Satz 6.10 (i) in [Ir03]. O

Satz 2.14 Sei F eine rechtstetige Filtration, X ein progressiv messbarer
Prozess, und fiir ein B € B(R)

g = inf{t > 0: X; € B}.
Dann gilt
(i) Ist X rechtsstetig und B offen, so ist T eine Stoppzeit.

(i1) Ist X stetig und B abgeschlossen, so ist g eine Stoppzeit.
Beweis: Siehe Korollar 6.7 und Satz 6.8 in [Ir03].

2.4 Martingale

Definition 2.15 Sei X ein reellwertiger F-adaptierter Prozess mit E[| X;|] <
oo fir allet > 0.

(a) X heifst F-Martingal, falls fiir alle s,t € I mit s <t gilt:
E[Xi|F] =X, (P-—fs.).

(b) X heiffit F-Submartingal, falls fir alle s,t € I mit s <t gilt:
E[Xy|F] > Xy (P —f.s.).

(¢) X heiffit F-Supermartingal, falls fir alle s,t € I mit s <t gilt:
E[Xi|F] < Xy (P—f.s.).

Ist die Filtration klar, so sagt man kurz ,,Martingal* statt F-Martingal.

2.5 Brownsche Bewegung

Ein wichtiges Beispiel eines Martingals fiir unsere Anwendungen in der Fi-
nanzmathematik ist die Brownsche Bewegung:

Definition 2.16 FEine (eindimensionale) Brownsche Bewegung ist ein R-
wertiger Prozess W = (W,)i>0 mit



(W1) Wy =0 (P-fs.),

(W2) W ist stetig,

(W3) Wy — Wy ist unabhangig von Fs, t > s > 0,

(W4) W,—Ws ist normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianzt—s, t > s > 0.

Seien W1, ..., W™ n unabhingige eindimensionale Brownsche Bewegungen.
Dann heift der R™-wertige stochastische Prozess W = (W1 ... .W") eine
n-dimensionale Brownsche Bewegung.

Der Name der Brownschen Bewegung geht zuriick auf den Botaniker Brown
(1928), der eine Zick-Zack-Bewegung eines Samenkorns in Fliissigkeit un-
ter einem Mikroskop beobachtete (Deutung: Fliissigkeitsmolekiile stoflen das
Samenkorn an; Idealisierung: viele, kleine, unabhéngige, identisch verteilte
StoBe ergeben als Summe die beobachtete Bewegung, die nach dem zentralen
Grenzwertsatz damit nédherungsweise normalverteilt ist). Der erste, der die
Existenz der Brownschen Bewegung als stochastischen Prozess zeigte, war
Wiener (1923), weshalb man auch von einem Wiener-Prozess spricht.

Die Brownsche Bewegung kann somit auch als Grenzwert diskreter Irrfahrten
charakterisiert werden. Man betrachte ein Teilchen, das sich zur Zeit t = 0
an der Position z = 0 befindet und das sich in konstanten Zeitintervallen der
Lange At mit gleicher Wahrscheinlichkeit um die Wegldnge Ax nach links
oder nach rechts bewegt. Man bezeichne mit X die Position des Teilchens
nach k Spriingen. Dann gilt X, = Zle Z;, wobei die unabhéngigen Zufalls-
variablen Z; die Werte £Axz jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 annehmen.
Eine elementare Rechung liefert F[X;] = 0 und Var[Xy;] = kAt. Unter der
Bedingung At = (Az)? — 0 erhilt man als Grenzwert die Brownsche Bewe-
gung: Fiir t = t; liefert der Zentrale Grenzwertsatz

. T 1 y2
<) = _Z
kh_)rilo P(Xy <) /Oo 5 exp ( Qt) dy,

also die Normalverteilung der Zuwichse. (Fiir detailiertere Rechungen siehe
Vorlesung.)

Bemerkung: Die Pfade der Brownschen Bewegung sind (f.s.) an keiner Stel-
le differenzierbar und besitzen eine unendliche Variation (vgl. Kap. 4), somit
kann man ohne Weiteres kein Integral im Riemann-Stieltjes Sinn beziiglich
der Brownschen Bewegung definieren. Das stochastische Integral (Ito-Integral)
wird in Kap. 6 eingefiihrt.



Satz 2.17 Die eindimensionale Brownsche Bewequng W st ein Martingal
beziiglich ihrer kanonischen Filtration F" .
Beweis: Siehe Vorlesung. 0

Bemerkung 2.18 Sei W eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit
der kanonischer Filtration F"V. Nach Satz[2.17 ist die Brownsche Bewegung
mit Drift ¢ € R und Volatilitdt o € R,

Xt:Mt+UWt, tZO,

ein Martingal, falls = 0, ein Submartingal, falls > 0, und ein Supermar-
tingal, falls p < 0.

Satz 2.19 Sei W = (W,)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit
der kanonischer Filtration FV . Dann ist die geometrische Brownsche Bewe-
gung X = (Xi)i>0, definiert durch

1
X =exp (O’Wt — 50275) , t>0,

emn fW—Martmgal.
Beweis: Siehe Ubung. OJ

2.6 Poisson-Prozess

Definition 2.20 FEin Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0 ist ein Ng-wertiger
Prozess N = (Ny)i>o mit

(N1) No=0 (P-f.s.),

(N2) N st rechtsstetig und monoton wachsend auf R,

(N3) N, — Ny ist unabhdngig von Fg, t > s >0,

(N4) Ny — Ny ist Poisson-verteilt mit Parameter A(t — s), t > s > 0.

Ein Poisson-Prozess N mit Intensitdt \ entspricht einem Zahlprozess, der
eine zuféllige Anzahl von Ereignissen modelliert, die mit einer Intensitit A
eintreten. Verdndert sich diese Eintrittsintensitiat im Zeitverlauf, so hat man
es mit einem inhomogenen Poisson-Prozess zu tun, siehe Ubungen.
Eigenschaften von Poisson-Prozessen:

Satz 2.21 Fiir jeden Poisson Prozess gilt:
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(i) P(Xy—limg ~ Xs € {0,1} fir allet >0) = 1, d.h. die Sprunghohen
sind f.s. gleich 1.

(i1) Fir allet >0 gilt:
P (s— X stetig in s =t) = 1.
Beweis: Siehe z.B. [B93]. O

Satz 2.22 Sei N ein Poisson-Prozess mz;t der ~kanom’scher Filtration FN.
Dann ist der compound Poisson-Prozess N = (NVy);>0, definiert durch

Nt:Nt—)\t, tZO,

ein FN -Martz'r_zgal.
Beweis: Siehe Ubung. OJ
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Kapitel 3

Markov-Prozesse

Markov-Prozesse bilden aufgrund ihrer Charakteristik eine wichtige Klas-
se von stochastischen Prozessen. Zum einen konnen durch Markov-Prozesse
viele Phanomene modelliert werden. Zum anderen sind sie relativ einfach zu

handhaben.

In diesem Kapitel sei (€2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und [ eine In-
dexmenge.

3.1 Definition von Markov-Prozessen

Definition 3.1 Sei F eine Filtration. Fin stochastischer Prozess X = (Xi)ier
mit Zustandsraum (S,B) heifst F-Markov-Prozess, falls X F-adaptiert ist
und fir alle s,t € I mit s <t gilt:

P(X; € B|Fs) = P(X; € B|X,) fiir alle B € B.

Wir sprechen abkiirzend von einem Markov-Prozess ist, wenn X ein FX-
Markov-Prozess ist.

Deutung: Fiir die zukiinftige Entwicklung eines Markov-Prozesses spielt bei
Kenntnis des aktuellen Zustands die Vergangenheit keine Rolle.

Definition 3.2 Ein Markov-Prozess X mit Zustandsraum (S, B) und Indez-
menge I = [0,00) heifst homogen, falls die Ubergangsfunktion (von Zustand
x € S in die Zustandsmenge B € B)

pep(s,t) = P(X: € Bl X; =x2), 0<s<t,
translationsinvariant ist, d.h.

Pep(s+h,t+h) =p,p(s,t) firale0<s<t h>0.
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Deutung: Ein homogener Markov-Prozess zeichnet sich dadurch aus, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang von Zustand z zum Zeitpunkt s in
die Zustandsmenge B € B zum Zeitpunkt ¢ nur von der Zeitdifferenz t — s
abhéngt.

Beispiele: Die Brownsche Bewegung und ein Poisson-Prozess mit konstanter
Intensitét sind homogene Markov-Prozesse.

3.2 Markov-Prozesse mit abzidhlbarem Zustands-
raum

Im Folgenden sei S eine abzdhlbare Menge.

Satz 3.3 Ein stochastischer Prozess (Xi)ier mit Zustandsraum (S, B) ist ge-
nau dann ein Markov-Prozess, falls fiir allen > 1, t) <ty < ... <t €1,
Wy ey inyr €S mit P(Xy, =id1,..., Xy, =1,) >0 gilt:

P(th+1 - in+1|th = T:n, e ,th - 21) - P(th+1 - in+1|th - Zn)
Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Fiir einen Markov-Prozess X = (X})e; mit Zustandsraum (.S, B) bezeichnen
wir mit
pij(s,t) =P(Xy =j|Xs=1i), s<tel ijes
die Ubergangsfunktion von Zustand ¢ in den Zustand j und mit
P(s,t) == (pij(s,t))ijes, s<tel,

die (eventuell unendlichdimensionale) Ubergangsmatrix. Ist X homogen (mit
I =10,00)), so schreiben wir

pi;(h) = pi;(0,h) und P(h) = P(0,h) fiir b > 0.

Bemerkung: Fiir alle s < t € I ist die Ubergangsmatrix P(s,t) eine so-
genannte stochastische Matrix, d.h. alle Eintrige sind nicht-negativ und die
Zeilensummen sind stets gleich eins.

Satz 3.4 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung) Sei (X;);c; ein Markov-
Prozess mit Zustandsraum (S,B) und seien s <t <wu € I und i,k € S mit
P(X; =1) > 0. Dann gilt

pir(s,u) = Zpij(s, t)pje(t,u) bzw. in Matriz-Form: P(s,u) = P(s,t)-P(t,u).
jes

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

13



Satz 3.5 Ein stochastischer Prozess X mit Zustandsraum (S, B) ist genau
dann ein Markov-Prozess, falls

n—1

P(Xy, =it s Xp, = i) = P(Xyy = 1) | [ Picinr (b trr)
k=1

firallen>1,t, <tyo<...<tp,€1l,1,...,i, €S.
Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Bemerkung: Nach Satz ist die Verteilung eines Markov-Prozesses gege-
ben durch seine Startverteilung und seine Ubergangswahrscheinlichkeiten.

3.3 Kolmogorovsche Differentialgleichung
In diesem Abschnitt sei I = [0,00) und S eine endliche Menge.

Definition 3.6 Sei X = (Xi)i>o ein Markov-Prozess in stetiger Zeit mit
endlichem Zustandsraum (S,B). Dann heifst X regulér, falls die folgenden
Grenzwerte existieren und stetig in den entsprechenden Variablen sind:

:uz(t) = }111{‘% h ) ZES;
N T pij(t,t+h) . .
po®) = lm PR e s

Die Funktionen p;, jt;; heiffen Ubergangsintensititen von X. Ferner definie-
ren wir fli; durch

pii(t) = —pi(t), i€ S.

Bemerkung 3.7 (i) Die Ubergangsintensititen konnen als Ableitungen
der Ubergangswahrscheinlichkeiten aufgefasst werden. So gilt z.B. fiir

£

pijt,t+h) . py(tt+h)—pytt) 0

(1) = /ARSIy — | = — .. (t

i3 () 1m h hlg(l) h aspw( ,S) .

(i) pi;(t)dt kann als infinitesimale Ubergangswahrscheinlichekit i — j im
Zeitintervall [t,t + dt] interpretiert werden, wihrend p;(t)dt der infi-
nitesimalen Wahrscheinlichkeit entspricht, im gegebenen Zeitintervall

den Zustand v zu verlassen.
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(iit) Es bezeichne A(t) = (pij(t))ijes. Fir homogene Markov-Prozesse mit
A(t) = A gilt dann P(t) = exp(tA) = Y07 £ A". Die Matriz A bezeich-
net man auch als infinitesimalen Generator der Halbgruppe (P(t))i>o,
wobei die Halbgruppeneigenschaft durch die Chapman-Kolmogorov Glei-
chung P(s +t) = P(s)P(t) gegeben ist..

Satz 3.8 (Kolmogorov) Sei(X;)i>o ein regulirer Markov-Prozess mit end-
lichem Zustandsraum (S, B). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) (Rickwdrts-Differentialgleichung)
0
apij(sat) s)pij(s,t) Zﬂm S)pj(s,t),
k#i
oder in Matrixz-Form

%P(s t) = —A(s)P(s,t).

(ii) (Vorwdrts-Differentialgleichung)
0
apzj(& t) = —pii(s, )p; () + Zpik(37t)ﬂkj(t)a
Py
oder in Matriz-Form

d
ZP(s,) = P(s, DA().

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Bemerkung: Die Kolmogorovschen Differentialgleichungen dienen primér
dazu, die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; ausgehend von den Intensitéten
fij zu berechnen.

Definition 3.9 Sei (X;):> ein reguldrer Markov-Prozess mit endlichem Zu-
standsraum (S, B). Fir 0 < s <t, i € S bezeichnen wir mit

Pi(s,t) =P | [ {Xu=1i}|X, =
UE[s,t]

die bedingte Wahrscheinlichkeit, im Zeitintervall [s,t] immer im Zustand i
zu bleiben.
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Satz 3.10 Sei (X})i>o ein requldrer Markov-Prozess mit endlichem Zustands-
raum (S, B). Fir 0 <s <t undi e S mit P(X;=1) >0 gilt

Pii(s,t) = exp (—Z / t mj(u)czu> — exp (— / t ui(u)du) .

J#
Beweis: Siehe Vorlesung. 0

Beispiele: Konstruktion von homogenen Markov-Prozessen mit endlichem
Zustandsraum

(i) Sei Y, eine Markov-Kette in diskreter Zeit mit Ubergangswahrschein-
lichkeiten p(7,j) und N(t) ein Poisson-Prozess mit Intensitdt A\. Dann
ist Xy := Yy ein Markov-Prozess in stetiger Zeit, welcher bei den
Sprungzeiten von N(t) einen Ubergang gemif p(i, j) durchfiihrt.

(ii) Gegeben sei der Zustand X; = i.

— falls p; = 0, so bleibt X fiir immer im Zustand <.

— falls u; > 0, so ist nach Satz die Wartezeit im Zustand 1
exponentialverteilt mit Parameter p;. AnschlieBend springt der
Prozess im Zustand j # ¢ mit Wahrscheinlichkeit pu;;/ ;.
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Kapitel 4

Riemann-Stieltjes Integral

Sei I = [a, b] ein Intervall mit —oo < a < b < 0.

Definition 4.1 Eine endliche Folge Z = {a = zo < x; < ... < x, = b}
heifit Zerlegung von I mit Feinheit 6(Z) := max{x; — x;_1 : i = 1,...,n}.
Mit Z bezeichnen wir die Menge aller Zerlegungen von I.

Definition 4.2 Sei f : [ — R. Die totale Variation von f auf I wird defi-

niert als
n

| fllzv,r == sup Vz(f) == sup > | f(x:) = flzim)].

ZeZ 4

Falls || f|lrvir < oo gilt, so schreiben wir f € BV(I) und nennen f von
beschrénker Variation auf I.

Bemerkung 4.3 (i) Monotone Funktionen liegen in BV (I).
(ii) Fine differenzierbare Funktion f : I — R mit f' € Li(I) (d.h. f ist
Lebesgue-integrierbar) liegt in BV (I), und es gilt

b
[ fllzv,1 :/ |f'(z)|dx.

(111) Es gibt stetige Funktionen, die nicht von beschrinkter Variation sind,
2.B. liegt die stetige Funktion f : x> xcos(1/x) (mit f(0) = 0) nicht
in BV ([0, 1]).

(iv) BV (I) ist ein linearer Vektorraum. Wegen ||1||rvr = 0 ist ||.||rv.s im
Allgemeinen keine Norm. Auf dem Raum aller Funktionen f € BV (1)
mit f(a) =0 dagegen ist ||.||rv.r eine Norm.
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(v) Fira <c<b gilt ||f|lzrvas = [|fllrviad + 1fllTvies-

Satz 4.4 Fine Funktion f : I — R ist genau dann von beschrinkter Variati-
on, wenn es monoton wachsende Funktionen g, h : I — R gibt mit f = g—h.
Beweis: Siehe Vorlesung. 0

Definition 4.5 Sei f € C([a,b]) und g € BV ([a,b]). Dann ist das Riemann-
Stieltjes Integral definiert durch

/f Ydg(zx) := hm Zf& () — g(xi-1)),

5(2)—>0 i=1

wobei & € [x;_1,x;] beliebige Zwischenpunkte seien.

Bemerkung 4.6 (i) Das Riemann-Stieltjes Integral ist wohldefiniert: We-
gen Satz[{.4) geniigt es, dies fiir einen monoton wachsenden Integrator
g zu zeigen. Dann qilt

n

de[inf fE)(g(r:) — g(xi1)) < Z f&)(g(zi) — g(zi-1))

i 1,2

<3 s SO - glei).
i=1 §€[Iz‘—1,ri]
Ferner gilt

0< Z ( sup  f(§) — inf f(@) (9(z5) — g(xi-1))

£€[mi1,24) §€[wi—1,24]

< s 17(@) = S| 2 (0(@) - glain) "0

Damit folgt die Konvergenz der Riemann-Stieltjes Summen.
(ii) Fir g(x) = x erhdlt man das Riemann Integral.

(111) Sei g differenzierbar mit ¢' € Li([a,b]). Dann gilt

[ s~ [ o

formal: dg(z) = ¢ (z)dx (siche Ubungen).
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(iv) Sei g eine Treppenfunktion, d.h. g habe in hichstens abzdhlbar vielen
Punkten -+ - < x; < x;41 < -+ € [a,b] Springe der Hohe Ag; € R und
sei ansonsten konstant. Dann gilt

b
/ F@)dgla) = 3 £() A

(v) Fir f,g € BV ([a,b])NC([a, b)) gilt die Formel fiir die partielle Integra-
tion
b b
/ f(x)dg() +/ g(x)df (z) = f(b)g(b) — f(a)g(a)
(siehe Ubungen,).

(vi) Das Riemann-Stieltjes Integral ist linear in f und g, d.h. fir a € R

qilt:
b b b
/ (i +afo)dg = / fidg +a / fadg.

b b b
fd(gi + ags) — / fdgr +a / fdgs,

a

(vii) Wie iiblich lassen sich uneigentliche Integrale der Form [~ f(x)dg(x)
durch den Ubergang von a | —oo und b1 oo erkliren.

Definition 4.7 (i) Eine Funktion f : [a,b] — R heifit absolut stetig, wenn
fiir jedes € > 0 ein d > 0 existiert, so dass fiir jedes disjunkte, hichstens
abzdhlbare System von offenen Intervallen (ay,by) C [a,b] gilt

D (b —ar) <= |f(be) — flar)| <e.

k
(i1) Fine Funktion g : [a,b] — R heifst singulér, falls ¢’'(x) = 0 f.d. gilt.

Bemerkung: Absolut stetige Funktionen sind speziell gleichméfig stetig.
Wie im néchsten Satz gezeigt wird, stellen die absolut stetigen Funktionen
eine allgemeinere Klasse von Funktionen dar, fiir welche der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung giiltig ist. Weiterhin sind Treppenfunktio-
nen Beispiele singuldrer Funktionen. Die Cantor-Funktion (kumulative Ver-
teilungsfunktion einer gleichverteilten ZV auf der Cantor-Menge) ist eine
stetige, singuldre Funktion.
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Satz 4.8 (Hauptsatz)

(i) Fiir eine Funktion f € Li([a, b)) ist die Integralfunktion F(z) := [ f(
x € |a,b], absolut stetig und es gilt F'(x) = f(z) f.i.

(ii) Eine absolut stetige Funktion f ist differenzierbar f.i. mit f' € L (|a, b))
und man hat f(x) — f(a) = [, f(t)dt

Satz 4.9 Jede Funktion f € BV(I) besitzt eine eindeutige Zerlequng der
Form f = f.+ fa, wobei f. absolut stetig ist mit f.(a) = f(a) und fy eine
singuldre Funktion ist.

Beweis: Siehe Vorlesung. 0

Korollar 4.10 Sei f € C([a,b]) und g € BV (|a,b]), so dass gq eine Trep-
penfunktion ist. Das Riemann-Stieltjes Integral kann eindeutig zerlegt werden

' /J )dg(z /fgCM+anm“

wobei g, € Lyi([a,b]) und die Summe tber die Unstetigkeitsstellen x; von g
mit den Sprunghohen Ag; lduft. O

Mit dieser Darstellung konnen wir das Riemann-Stieltjes Integral fiir eine
grofere Klasse von Integranden verallgemeinern:

Definition 4.11 Sei f € Li([a,b]) beschrankt und g € BV ([a,b]), so dass
gq eine Treppenfunktion ist. Dann definieren wir

/f Jdg (s /fgCM+ZfaMZ

mit den Notationen aus Korollar[{.10

Bemerkung Fiir die Zwecke dieser Vorlesung reicht diese Definition aus,
denn in die fiir den néchsten Kapitel relevanten Versmherungsmodellen ist
dieser Wert gleich dem Wert des Riemann-Stieltjes Integrals f fdg. Eine not-
wendige Bedingung zur Existenz dieses Integrals im Riemann-Stieltjes Sinn
(vgl. Deﬁnition ist, dass f und g keine gemeinsamen Unstetigkeitsstellen
besitzen.
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Kapitel 5

Thiele’sche
Differentialgleichungen

Ziel des Kapitels ist die Modellierung einer Lebensversicherung durch zeitste-
tige stochastische Prozesse. Weiterhin wollen wir den Wert und den Preis ei-
ner Versicherung ermitteln. Dafiir legen wir im Folgenden einen Wahrschein-
lichkeitsraum (§2, A, P) zugrunde.

5.1 Regulires Versicherungsmodell

Ausgangspunkt des Versicherungsmodells ist eine endliche Menge S von Zustédnden,
dessen Elemente die verschiedenen moglichen Zustédnde einer versicherten
Person darstellen.

Beispiel 5.1 (i) Todesfallversicherung/Erlebensfallversicherung/Gemischte
Versicherung: S = {x,t}. Dabei steht % fiir ,Versicherungsnehmer
lebt”, 1 fir ,Versicherungsnehmer tot*.

(11) Invalidititsversicherung: S = {x,1,0}. Neben den schon eingefiihrten
Bezeichnungen steht < fiir “Versicherungsnehmer ist invalide“.

(i11) Versicherung auf zwei Leben: S = {(x, %), (x,1), (*, 1), (f, 1)}, wobei et-
wa (%, 1) als , Versicherungsnehmer lebt und Ehefrau tot“ interpretiert
werden kann.

Die Versicherung werde zum Zeitpunkt 0 abgeschlossen und laufe bis T > 0.
Wir bezeichnen mit X; den Zustand der Versicherung zum Zeitpunkt ¢ €
[0, 7] und nehmen an, dass X = (X)scpo,) ein regulirer Markov-Prozess mit

Ubergangsintensititen y;(t) ist.
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Die vertraglich vereinbarten Zahlungen werden wie folgt definiert:

Definition 5.2 FEin Zahlungsstrom st ein adaptierter stochastischer Pro-
zess (A(t))ieo,r), fiir welchen fast alle Pfade von beschrinkter Variation sind.

Interpretativ ist A(t) als die bis zum Zeitpunkt ¢ ausgezahlte Geldmenge zu
sehen.

Satz 5.3 Sei (A(t))icpp,m ein Zahlungsstrom und sei f:[0,T] x Q — R eine
B([0,T)) ® A-messbare Funktion. Dann ist auch durch

B(t,w):/o f(s,w)dA(s,w)

ein Zahlungsstrom gegeben (falls das R-S Integral fir fast alle Pfade exi-
stiert). Formal schreiben wir

dB = fdA.
Beweis: Siehe Vorlesung. 0J

Fiir ¢, € S fithren wir die folgenden Hilfsfunktionen ein:

]lz(t) = ]l{Xt:i}a
Nz7j(t) = #{S € (O,t] . Xs, = i,XS = j},

d.h. 1,(¢) ist die Indikatorfunktion fiir den Zustand i zum Zeitpunkt ¢ und
N; ;(t) misst die Anzahl der Spriinge von ¢ nach j, die bis zum Zeitpunkt ¢
aufgetreten sind.

Damit konnen wir die zufilligen Zahlungsstrome unseres Lebensversiche-
rungsmodells exakt formulieren: Fiir i,j € S,7 # j seien a;,a,; : [0,7] = R
Funktionen von beschriankter Variation. Ferner sei D = {ti,...,t,} mit
0<t <ty <...<ty <T,mée Ny und AA; : D — R (Konvention:
Setze AA;(t) = 0 fiir ¢ ¢ D.). Dann lauten die Lebensversicherungszahlungs-
strome:

dA;(t,w) = T1;(t,w) (a;(t)dt + AA;(2)),
dA;j(t,w) = a;;(t)dN;;(t,w),

dA = Y dA+ ) dAy.

€S 1,j €S i#]

Dabei ist:
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A;: Der kumulierte Teilzahlungsstrom, der durch Zahlungen bei Verblei-
ben in Zustand ¢ induziert wird. Hierbei unterscheiden wir zwischen
kontinuierlichen Zahlungen mit Intensitédt a; und diskreten Zahlungen
AA;(t) in den Zeitpunkten t € D.

A;;: Der kumulierte Teilzahlungsstrom, der durch Zahlungen der Grofle
a;;(t) infolge eines Zustandswechsels von ¢ nach j zum Zeitpunkt ¢ in-
duziert wird. Auf [0, 7] sind mehrere solche Ubergéinge moglich (genau
zu den Zeitpunkten wo sich N;;(¢) um 1 erhoht). Falls a;; konstant ist,
erglbt sich somit Aij (t) = (IUNZJ@)

A: Der kumulierte Gesamtzahlungsstrom.

Bemerkung: Die obigen Integrale sind nach Definition wohldefiniert.

Beispiel 5.4 (Invaliditidtsversicherung) Der Versicherungsnehmer sei bei
Vertragsabschluss 40 Jahre. Ist der Versicherungsnehmer aktiv, so erfolge
eine Pramienzahlung der Intensitdit c, solange er das 65. Lebensjahr nicht
erreicht. Ist der Versicherungsnehmer invalide, so erhdlt er eine Rente mit
Intensitdt b. Stirbt er, so erfolgt eine Zahlung der Hohe a an seine Erben. Ist
der Versicherungsschutz lebenslinglich und sind keine weiteren Leistungen
oder Prdmaien vereinbart, so erhdlt man

a.(t) = —liga5) (1), 40(t) = by auy (1) = ay (1) = a,
01(1) = @uolt) = 0u (1) = apu(t) = ayolt) = 0,

At) = _C/o 1.(s)ds + b/o 1.(s)ds + a/o (ANt (s) + dNet(s)).

25Nt t
_ / 1. (s)ds + b / 1o(5)ds + algpepy (1),
0 0

wobei T der (zufillige) Todeszeitpunkt der versicherten Person ist (aus einem
der Zustinde * oder ¢).

Den Zins modellieren wir durch eine rechtsstetige Zinsintensitét r : [0, 7] —
R, d.h.

Y(t+5) = exp ([H r(u)du) Y (),

wobei Y(t) den Wert eines Bankkontos zur Zeit ¢ bezeichnet. Der entspre-
chende Diskontierungsfaktor (von ¢ + s nach t) ist dann gegeben durch

B(t,t+s) = exp <— /tt+s T(u)du) .
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Mit dem Diskontierungsfaktor kann der Barwert zukiinftiger Leistungen be-
rechnet werden: Y (t) = B(t,t+5)Y (t+s). Falls der Zins stochastisch model-
liert wird, ist die Zinsintensitét 7 ein stochastischer Prozess (r(t)):cpo,r). Der
Einfachheit halber gehen wir im Folgenden von einer konstanten Zinsinten-
sitdt r aus. Bei einem Jahreszins von ¢ lésst sich diese wie folgt berechnen:

e =1+ier=In(l+1).

Definition 5.5 Ein solches Modell, bestehend aus einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, A, P) mit

1. einer requldren Markovkette (Xt)te[oj"] mit endlichem Zustandsraum S,

2. Auszahlungsfunktionen a;,a;; von beschrinkter Variation und diskrete
Auszahlungsfunktionen AA; auf der Menge D = {t1,...,tm},

3. einer rechisstetige Zinsintensitdit r,

nennen wir reguléres Versicherungsmodell.

5.2 Deckungskapital

Eine zentrale Aufgabe in der Lebensversicherung ist die Berechnung des
Deckungskapitals, d.h. des Geldbetrages, der fiir jede Police reserviert werden
muss, um allen zukiinftigen Leistungen gerecht zu werden.

Definition 5.6 Fir ein regulires Versicherungsmodell ist

vy | " B(t, )dA(s)

Xt:Z:|

das Deckungskapital, wenn sich die Versicherung zum Zeitpunkt t € [0, T
im Zustand v € S befindet.

Bemerkungen: Das Deckungskapital entspricht dem erwarteten Barwert
aller zukiinftigen Zahlungen und ist von der Versicherungsgesellschaft auf
der Passivseite der Bilanz als Reserve auszuweisen. Das Deckungskapital ist
ferner fiir den Versicherungsnehmer relevant, wenn er seinen Vertrag vorzeitig
kiindigen mochte. Fiir eine konstante Zinsintensitét r ergibt sich die Formel

Vi(t) = E [/tT e TEAA(s)| X, = @] .
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Dariiber hinaus miissen nach dem sog. Aquivalenzprinzip Versicherungslei-
stungen und Prédmien so kalkuliert werden, dass Vy,(0) = 0 gilt, d.h. auf
[0,T] soll der erwartete Wert der Einnahmen gleich dem erwarteten Wert
der Ausgaben sein.

Um die Pramien und das Deckungskapital der Versicherung zu bestimmen,

benotigen wir die folgenden Formeln fiir Erwartungswerte. Dazu schreiben
wir fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten

pij(s,t) = P(Xy = jlX, =1), s<t 1,j€S.
Satz 5.7 Seit € [0,T) und i,j,k € S. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) Fir a € Li(]0,T]) gilt

B[ [ atwats
(ii) Fir A € BV([0,T]) gilt
E MT 1(s)dA(s)| X :z} :/tTpij(t,s)dA(s).

Beweis: Siehe Vorlesung. 0

:i] = /tT a(s)pi;(t, s)pjk(s)ds.

Beispiel 5.8 (Fortsetzung von Beispiel Wir wollen die Prdmie c
der Invalidititsversicherung aus Beispiel[5.4 bestimmen. Wir unterstellen ein
Maximalalter von 120 Jahren (Ende der Sterbetafel), d.h. T'= 120 —40 = 80.
Das Aquivalenzprinzip liefert

0= E UOT e‘”dA(t)‘Xo = *}
o [/025 e_rtﬂ*(t)dt'xo - *] +bE [/080 e—”]lo(t)dt‘Xo — *}

80
+ aF |:/ e_rt(dN*T(t) + dNoJ[(t))‘Xo = *:| .
0
Damit erhilt man mit Satz[5.7

bJy" e Puo(0, )t + a [§ e (pn (0, )10 () + Peo 0, ) o () )t

f025 € rtp**(()? t)dt

Cc =
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Wir kénnen nun eine Differentialgleichung fiir das Deckungskapital herleiten:

Satz 5.9 (Thiele’sche Differentialgleichungen) Die Funktionen V; erfillen
das folgende gekoppelte System von Differentialgleichungen:

V(D) = i) — ailt) = 3 ps)la(t) + Vi) Vo), ¢ D,
J#i
Vi) = Vi) - A, teD
W) = o

wobet die Zinsintensitdt r als konstant angenommen wird. Beweis: Siehe Vor-
lesung. O

Diese Differentialgleichungen wurden 1875 von Thiele fiir eine einfache Ver-
sicherungsart bewiesen.

Beispiel 5.10 (Invaliditidtsversicherung mit endlicher Laufzeit) Wir
betrachten ein Invaliditdtsmodell mit endlicher Laufzeit T und den folgenden
Vertragsbedingungen:

o Der Versicherungsnehmer zahlt zur Zeit t eine Prdamie der Intensitdt
c, fallst <T und X; = *.

o Der Versicherungsnehmer bekommt zur Zeit t eine Rente der Intensitdt
b, fallst < T und X; = o.

o Stirbt der Versicherungsnehmer vor T', so bekommen seine Erben ein
Kapital der Héhe a.

e Nach dem Tod oder nach FEintreten des Zeitpunktes T erldschen alle
Zahlungsverpflichtungen.

Wegen pit = pyo = 0 erhalten wir unmittelbar

Vi(t) =0,
Fiir V.,V lauten die Thiele’schen DGL
0
5Vt = V() e = pao()(Vo(t) = Valt)) — 1t (t)(a — VA(2)),
0

SVAt) = 1Va(t) = b= pen(B(Va(8) = Va(t)) — oy (t) @ — Vi)



Im Prinzip kann man nun numerische Methoden verwenden, um zu einer
Approximation der Lisung zu gelangen. Offenbar sind die Gleichungen je-
doch linear. Daher lisst sich theoretisch die Losung mit der Variation der
Konstanten bestimmen. Wir illustrieren dies im Folgenden fiir den Fall, dass
es keine Reaktivierung gibt, d.h. pe. = 0. Dann entkoppelt sich das System
und mit fLo = [lox + [lot = ot eThalten wir fir V, die DGL

%V;(t) = (1 + po(E))Valt) — b — pro(t)a

Mt der Methode der Variation der Konstanten kénnen wir nun eine Ldsung
ausrechnen:
Homogene Gleichung:

Srolt) = ( + alD) (1),

Losung der homogenen Gleichung:

(1) = exp ( / ot m(s))ds) |

T

Ansatz fiir Vy:

" =b— po(s)

Vio(t) = p(t) / s + Cp(t).

T ©(s)

Die Endbedingung V,(T) = 0 liefert C = 0. Wegen Pos(t,s) = exp (— [ po(u)du)
(vgl. Satz[3.10) folgt

Vo(t) = /t e " po (L, 8) (b + pro(s)a)ds.

Vi) = [ €Tt ) et pao)Val) + ()i
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Kapitel 6

Stochastisches Integral

6.1 Konstruktion des stochastischen Integrals

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit einer Filtration F =
(Fi)iefo,r), die die tiblichen Bedingungen erfiillt. Ferner sei W' = (W,)ejo,1
eine (zunéchst eindimensionale) F-adaptierte Brownsche Bewegung.

Definition 6.1 FEin stochastischer Prozess X = (Xi)icjor) heifit einfacher
Prozess, falls

Xi(w) = fo(w) - Ly (t +Zfz L,y (2)

fir0 =ty <ty <ty <---<t, =T, wobei f; fiiri =1,...n beschrinkte
Fi,_,-messbare Zufallsvariablen sind und fo Fo-messbar ist.

Bemerkungen

(i) X;ist somit F;, ,-messbar fiir ¢ € (¢;_1,;]. Diese Forderung an X (Vor-
hersehbarkeit) begriindet sich z.B. aus der Modellierung einer Handels-
strategie mit Aktien, deren Stiickpreis gemafl W, verlduft. Zu Beginn
des Zeitintervalls (¢;_1,t;] kauft man f; Aktien, welche man am En-
de dieser Periode wieder verkauft. Der entstandene Gewinn ist somit
fi(Wy, =W, ). Die ,Strategie“ f; muss F,_,-messbar sein, da sie nicht
vom spéteren Preisverlauf der Aktien (¢ > t;_1) beeinflusst werden darf.

(ii) Die Pfade des Prozesses X sind linksstetig. Diese Forderung spielt ei-
ne Rolle bei der Konstruktion des stochastischen Integrals beziiglich
rechtsstetigen Integratoren. Die Begriindung ist dhnlich wie oben: Man
kann/darf nicht die Strategie gleichzeitig mit dem Sprung des Aktien-
preises modifizieren um sie daran anzupassen.
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Es wird sich herausstellen, dass die obigen Annahmen u.a. die Martingalei-
genschaft fiir das stochastische Integral, welches im Folgenden definiert wird,
implizieren.

Definition 6.2 Fiir einen einfachen Prozess X = (Xy)icpo,r) definiert man
das stochastische Integral durch:

¢ k
I(X):= /0 X dW, = Zfl(Wtz — Wi, ) + fema (W — Wy, (6.1)
i=1

firt e (tk,tk+1].
Satz 6.3 FEs gelten folgende FEigenschaften:

(1) (I;(X))tepo,m 18t ein stetiges F-Martingal. Es gilt somit E[I,(X)] = 0
fart e [0,T).

(i) E[I,(X)2] = E [ I ngs] fiir t € [0, 7).
(1it) Linearitit: I;,(aX 4+ bY) = al(X) + b (Y).

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Das stochastische Integral wird nun auf geeignete Grenzwerte stochastischer
Prozesse fortgesetzt.
Definiere:

L?[0,T] == {(X4)sepo.r) : X progressiv messbar bzgl. F mit | X ||z < oo},
(6.2)

wobei .
1X|%:=E [/0 det} : (6.3)

L?[0, T entspricht dem Raum ([0, 7] x Q, B([0, T]®.A, A® P) mit der iiblichen
L*-Norm (A bezeichnet das Lebesgue-MaB ). Dabei identifizieren wir einen
Prozesse X als einen Prozess Y, wenn X =Y A®P - f.s. gilt. (X ist d@gquivalent
zuY).

Sei M? der Raum der stetigen, quadratintegrierbaren Martingale beziiglich
F. Fiir einen einfachen Prozess X ist nach Satz das Integral I.(X) € M?
und wegen

LGOI, = B3O = £ | [ ) Xar| =X
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ist die Abbildung X + I.(x) eine Isometrie vom L?[0,T]-Unterraum der
einfachen Prozesse nach M? (Ito-Isometrie).

Im Folgenden wird gezeigt, dass sich die Ito-Isometrie auf L?[0,T] fortset-
zen ldsst: Approximiere X € L?[0,7] durch einfache Prozesse X,, und be-
trachte die Folge der stochastischen Integrale I(X,). Diese erweist sich als
eine Cauchy-Folge und den entsprechenden Grenzwert bezeichnet man als
L(X) = fot X dWy. Die genaue Formulierung dieser Konstruktion ergibt
sich aus den folgenden Sétzen.

Satz 6.4 Sei X € L*|0,T]. Dann existiert eine folge X,, einfacher Prozesse
mit || X,y — X||r — 0 fiir n — oc.

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Satz 6.5 Es existiert eine lineare Abbildung J : L*[0,T] — M? mit den
Eigenschaften:

(i) Fir einfache Prozesse X sind die Prozesse I;(X) und J,(X) ununter-
scheidbar.

(ii) E[J(X)?] = E[fy X2ds| (Ité-Isometric).

(i1i) J ist eindeutig: Falls J' ebenfalls (i) und (i) erfillt, so sind die Prozesse
J'(X) und J(x) ununterscheidbar.

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Definition 6.6 Fiir X € L*0,T] und J aus Satz[6.5 definiere durch

t
/ X dW (s) := Jy(X) (6.4)
0
das stochastische Integral (Ito-Integral) von X (bzgl. W ).
Satz 6.7 (Doob’sche Ungleichung)

(i) Sei (My)icpo,r) ein Martingal mit rechtsstetigen Pfaden und
E[M(t)?] < oo fiir alle t € [0,T). Dann gilt:

E[( sup |M,|)*] < 4E[MF).
te[0,7)
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(i) Fir X € L*[0,T)] gilt:

t 2 T
E sup / X, dW, <FE [/ stds] )
te(0,7] |.Jo 0

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Definition 6.8 Sei (W(t))cor) eine m-dimensionale Brownsche Bewegung
beziiglich der Filtration F und (X (t))icom) ein progressiv messbarer, R -
wertiger Prozess mit X;; € L*0,T) firi=1,...n, j =1,...m. Definiere

: Do Jy Xas(s)AWy(s)
/ X (s)dW(s) := :
0 m
St Jy Xng(5)AW; (5)
Das stochastische Integral wird nun auf eine gréflere Klasse von Prozessen
fortgesetzt.
Definiere

T
H?[0,T] := {(Xt)sejo,r) : X progr. messbar bzgl. F mit / X}2dt < oo P-f.s.}.
0

Da (im Unterschied zu L?[0, T]) fiir X € H?[0,T] moglicherweise E| fOT X2dt] =
oo gelten kann, sind diese Prozesse nicht durch einfache Prozesse im L2-Sinne
approximierbar. Eine Erweiterung des stochastischen Integrals erhélt man je-
doch durch Lokalisierung:

Betrachte die Stoppzeiten

t
To(w) =T ANinf{t € [0,T] : / XZ2ds > n}
0

und definiere den gestoppten Prozess X,, = (X,(t))tcjo,m,
(Xn)(t,w) = X(t,w) - Tg<r, @)}

Damit folgt X,, € L2[0,7] und somit existiert das stochastische Integral
Ji(Xy).

Definiere fiir X € H?[0,T]: J;(X) := J,(X,,) fiir 0 < ¢ < 7,,. Die Definition ist
konsistent, denn aufgrund der Eigenschaften von X, gilt J,(X,,) = J.(X,)
firm >nund 0 <t <7, <7,. Aulerdem gilt 7, — T P-f.s. fiir n — oo.
Der Prozess Ji(X) ist fiir X € H?[0, T ein sogenanntes lokales Martingal mit
lokalisierender Folge (7,). Die Linearitdt und Stetigkeit der Pfade bleiben
erhalten, aber wegen moglicher unendlicher Erwartungswerte kann man von
einer Ito-Isometrie nicht mehr sprechen.
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6.2 Die Ito-Formel

Definition 6.9 (It6-Prozess)
Sei (W(t))i=0 eine m-dimensionale, F-adaptierte Brownsche Bewegung.

(i) Ein Prozess der Form
X(t) = X(O)+/0 K(s)ds—l—/o H(s)dW (s)
= X(0)+ /0 K(s)ds+z /O H,(s)dW,(s),  (6.5)

wobei X (0) Fo-messbar ist und K, H progressiv messbare Prozesse sind
mit f(f |K(s)|ds < oo und fg H?(s)ds < oo P-f.s. fiir alle t > 0,11 =

1,...m, heifit eindimensionaler [to-Prozess. Symbolische Schreibweise:

dX (t) = K(t)dt + H(t)dW (t).

(i1) Ein Prozess der Form X = (Xy,...X,), wobei X; eindimensionale Ité-
Prozesse sind, heifft n-dimensionaler I1t6-Prozess.

Bemerkungen
(i) Esgilt H; € H?[0,T] fir alle T > 0,5 = 1,...m.

(ii) Die Darstellung in Definition [6.9] (i) ist eindeutig. Falls diese auch mit
K', H' gilt, so sind K’, K bzw. H', H ununterscheidbar.

Definition 6.10 (i) Fir zwei Ité-Prozesse beziiglich der gleichen Brown-
schen Bewegung

dX(t) = K(t)dt+ H(t)dW (t),
dY(t) = L(t)dt + M(t)dW(t)

heifst
(X,)Y); := Z/o H;(s)M;(s)ds

die quadratische Kovariation von X und Y. Insbesondere heif§t (X ), :=
(X, X): die quadratische Variation von X.
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(i1) Sei X ein Ito-Prozess mit dX(t) = K(t)dt + H(t)dW (t) und Y ein

progressiv messbarer, eindimensionaler Prozess. Definiere

/OtY(s)dX(s) = /OtY(S)K(S)ds + /OtY(S)H(S>dW(S)

falls die Integrale auf der rechten Seite existieren. Symbolisch schreibt
man:

Y(1)dX (t) = Y () K (£)dt + Y () H(t)dW ().

Beispiel: Fiir die eindimensionale Brownsche Bewegung W (t) gilt (W), =
fg 12ds = t.

Satz 6.11 (Eindimensionale It6-Formel)

Sei (W(t))>o0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung und X ein reell-

wertiger Ito-Prozess mit dX(t) = K(t)dt + H(t)dW (t). Fir eine Funktion
f € C*R) und alle t >0 gilt

X)) = FXONXE) + 3 (X)X

Genauer: FEs gilt

FX() = FX(0) + / F1(X(3)K (s)ds + / F(X (3))H(s)dW (s)

o3 | DI s

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

P-f.s.

Satz 6.12 (Mehrdimensionale Ito-Formel)

Sei (W (t))i>0 eine m-dimensionale Brownsche Bewegung und X ein n-dimen-
sionaler It6-Prozess mit der Darstellung dX;(t) = K;(t)dt+) 7", Hij(t)dW;(t),
i=1,...n. Fir eine C**-Funktion f : [0,00) x R" = R (C' in t und C* in
x) gilt dann:

FLX(0) = F0.X(0) + / Lo X (o)as+ Y / 5L 5, X(9)dXi(s)

450" [ g s XX X,

z]—
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Korollar 6.13 (Produktregel, partielle Integration)
Fiir eindimensionale Ito-Prozesse beziiglich der gleichen Brownschen Bewe-

gung

dX(t) = K(t)dt+ H(t)dW (t),

dY (t) = L(t)dt + M(t)dW (t)
qilt

dX()Y(t) = X(t)dY(t)+Y()dX(t) + (X, V),
= (X()L@) + Y (1) K(t) + H(t)M(t))dt
+(X@)M(E) + Y (@) H(t))dW (1).

Beispiele: (Anwendungen der [t6-Formel)

(i) Fiir einen deterministischen Prozess dX (t) = K(t)dt und f € C?* gilt
df (X (t)) = f'(X(t))dX(t), also die bekannte Kettenregel.

(ii) Fiir die Brownsche Bewegung W (t) und f(z) = z? gilt:
1
dov%w):2W%wmvu)+5&ﬂwwf:mV@MWQﬂ+du

d.h.: . .
/0 W (s)dW (s) = §(W2(t) — ).

(iii) Man betrachte eine Aktie deren Preisprozess durch

P(t) = P(0)exp <(b - %02)25 + JW(t))

(geometrische Brownsche Bewegung) gegeben ist. Man hat somit

P(t) = P(0)- exp(bt) -exp (—%a% + 0W(t))> .

determ.Trend -~

(Verzinsung) trendloserTerm
(Martingal)

Hintergrund: Der Preisprozess muss stets positive Werte annehmen. Daher
ist die Brownsche Bewegung fiir eine solche Modellierung nicht geeignet. Des-
wegen betrachtet man die Exponentialfunktion eines It6-Prozesses. Die Mar-
tingaleigenschaft der zufilligen Schwankung um den mittleren Kurs exp(bt)
erreicht man durch Hinzunahme des Terms —%0215.
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Mit dem It6-Prozess dX (t) = (b — 30?)dt + odW (t) gilt also P(t) = f(X(t))
fir f(z) = P(0) exp(z). Wegen f = f' = f” liefert die It6-Formel:

dpP(t) = f(X<t)>dX(t)+%f(X(t>)d<X>t

1 1
= P(t)(b— 502)(115 + P(t)odW (t) + §P(t)a2dt
= b-P(t)dt+ o - P(t)dW (t). (6.6)
Diese Gleichung fiir P ist ein Beispiel einer sogenannten stochastischen Dif-

ferentialgleichung, welche im nédchsten Kapitel untersucht werden. Die durch-
gefithrte Rechnung zeigt also, dass der Prozess

1
P(t) = P(0)exp((b— 502)t + oW (t))
eine Losung der stochastischen Differentialgleichung
dP(t) =b- P(t)dt + o - P(t)dW(t)

ist.
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Kapitel 7

Stochastische
Differentialgleichungen

7.1 Problemformulierung

Sei (€2, A, P) ein vorgegebener Wahrscheinlichkeitsraum und 7" > 0. Zu 16sen
ist die stochastische Differentialgleichung (SDGL)

X(t) = X(0) +/0 b(s,X(s))ds+/0 o(s, X(s))dW (s),

wobei
b:[0, 7] xR" - R", o¢:[0,7] x R" - R"™™
messbare Funktionen und W eine m-dimensionale Brownsche Bewegung be-

ziiglich einer Filtration F seien. In der symbolischen Differentialschreibweise
lautet die Gleichung

dX () = b(t, X (£))dt + o(t, X (£))dW (t). (7.1)

Eine Lésung X = (X (t))tepo,r) von (7.1)) ist also ein n-dimensionaler stocha-
stischer Prozess, der

X(t)=X(0)+ /tb(s,X(s))ds + /tO‘(S,X(S))dW(S) fir alle t € [0, 7

fast sicher erfiillt. Wir sprechen von einer eindeutigen Losung, wenn fiir zwei
Losungen X, X pfadweise Eindeutigkeit vorliegt, d.h. P(X (t) = X (t) fiir alle ¢ €
[0,7]) = 1.

Ublicherweise wiinschen wir uns eine Losung zu einer gegebenen Anfangsbe-
dingung X (0) = &£, wobei £ eine F-messbare, von W unabhéngige Zufallsva-

riable bezeichne.
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7.2 Existenz und Eindeutigkeit

Satz 7.1 Seien b,o Lipschitz-stetig in x, d.h. es existiere eine Konstante
C >0 mit

(t,2) — b(t, )| + o (t,2) — o (t, 1) < Cla—gl, £ € [0,T] 2,y € R"
(wobei |o? :="" |oy;|*), und erfiillen zusditzlich die Wachstumsbedingung
b(t,x)| + |o(t,x)] < D(1+ |z|), te€[0,T],z € R"

fiir eine Konstante D > 0. Ferner sei & eine von W unabhingige Zufalls-
variable mit E[|€]?] < oo. Dann hat die stochastische Differentialgleichung
mit der Anfangsbedingung X (0) = & eine eindeutige stetige Ldsung
X = (X(t))eo,r) mit den Eigenschaften:

X st adaptiert beziiglich der von & und W erzeugten Filtration
(erweitert um Nullmengen)

T
E U | X (t)|*dt

0
Beweis: Siehe Theorem 5.2.1 in [Ok00]. O

und

< Q.

7.3 Starke Markoveigenschaft

Im Folgenden betrachten wir die zeitlich homogene SDGL
dX(t) = b(X(t))dt + o(X(t))dW (t), (7.2)

zu einer m-dimensionalen Brownschen Bewegung W und messbaren Funktio-
nen b: R"” - R" o : R" — R™™, die die Bedingungen von Satz erfiillen,
d.h. fiir Konstanten C, D > 0 gilt

b(z) = b(y)[ +lo(z) —o(y)] < Clz—yl, =zyeR",

b(x)] +|o(x)] < DA+ |z]), zeR™
Sei X eine Losung von ([7.2)). Der Prozess X wird auch als Ito-Diffusion mit
Driftkoeffizientem b(x) und Diffusionskoeffizientem o(x) bezeichnet. (In der

Literatur wird manchmal auch a = oo” (z) oder 300" (z) als Diffusionskoef-
fizient bezeichnet.)

Notation: Im Folgenden schreiben wir abkiirzend E,[-] fiir den bedingten
Erwartungswert E[-|X(0) = z].
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Satz 7.2 Sei f : R"™ — R beschrdankt und messbar.
(i) Dann gilt fiir fast alle w € Q

EL[f(X(t+ )| F](w) = Ex@unlf(X(s))], t.s2>0.
(i1) Ist T eine Stoppzeit mit T < oo f.s., so gilt fir fast alle w € §)
EL[f(X(T + 8)|F](w) = Ex@uw[f(X(s))], s=0.
Beweis: Siehe Theoreme 7.12 und 7.2.4 in [Ok00]. O

Teil (i) wird als Markoveigenschaft, Teil (ii) als starke Markoveigenschaft
bezeichnet. Die Abhéngigkeit von w wird {iblicherweise nicht notiert. So ist
unter Ex .. [f(X(s))] die Zufallsvariable g(X (t)) mit

9:R* =R, glx) = E:[f(X(s))

zu verstehen.

7.4 Generator
Sei dX (t) = b(X (t))dt + o(X(t))dW (t) eine Ito-Diffusion.
Definition 7.3 Definiere den Differentialoperator A durch

82]”
Zb Z 83: T

’L] 1
fiir Funktionen f € C*(R™).

Satz 7.4 (Dynkinsche Formel) Sei X eine Ito-Diffusion und f € CZ(R")
Dann qult:

(i) Der Prozess
t
MO = FX(0) = [ (AN (s)is
st ein Martingal beziiglich der Filtration F.

(11) Fir eine Stoppzeit T mit E,[T] < oco. gilt:

E[f(X(7)] = F(X(0)) + Ex[/T(Af)(X(S))dS]-

0
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Falls 7 die Erstautrittszeit aus einer beschréinkten Menge B ist, so gilt die
Formel in (ii) fiir beliebiges f € C?*(R"), da f|p auBerhalb von B geeignet
fortgesetzt werden kann.

Satz 7.5 Sei X ewne Ito-Diffusion. Dann gilt

B [f(X(1)] - f(x)
(Af)(z) = lim :

fiir alle Funktionen f € C3(R™).

Bemerkung: Fiir Markov-Prozesse X (¢) ist die Familie von Operatoren
(T'(t))s>0 definiert durch T'(¢) f(x) := E,[f(X(¢))], fiir beschrénkte, messbare
Funktionen f, eine Halbgruppe, d.h. es gilt T'(s +t) = T'(s)T'(t). In der Tat,
die Markov-Eigenschaft impliziert

EL[f(X(s + )| Fe] = Exs[f(X(8))] = T(£) f(X(s)).

Damit sind die Erwartungswerte E,[-] beider Seiten gleich:

EL[f(X(s +1))] = E[(T()f)(X(s))],

also

T(s+1t)f(x) =T(s)(T(t)f(x))
d.h. es gilt die Halbgruppeneigenschaft. Es handelt sich um eine Kontrak-
ﬁiﬁﬁwhalbgmppe: 1T(E) flloo < [[flloo, denn |EL[f(X ()] < Ex[|f(X(@))] <

Den Limes - .
(Af)(z) = iy ( )f(iv); (0)f(z)

bezeichnet man auch als infinitesimalen Generator der Halbgruppe T'(t) (und
somit des Markov-Prozesses X). Dessen Definitionsbereich D4 besteht aus
allen Funktionen f, fiir welche der obige Grenzwert existiert. Satz be-
sagt also, dass die C3-Funktionen im Definitionsbereich des infinitesimalen
Generators der [to-Diffusion liegen, und fiir diese Funktionen stimmt der
Generator mit dem Operator A aus Definition iiberein.
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7.5 Fokker-Planck-Gleichung

Sei X eine It6-Diffusion und p; die Verteilung von X(t), d.h. w(f) =
Jo fdu = E[f(X(1)] fiir f € Cy.

Satz 7.6 Fir f € Cy gilt

wlf) = nolf) + / wo(Af)ds.

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Definiere den adjungierten Operator A* durch

E R SR BB Ry pptca

fiir a;;(z) = > _, ow(x)ojk(z) (also a = oo™).

Satz 7.7 (Fokker-Planck-Gleichung)
Falls die Verteilung der Ito-Diffusion eine Dichte p(t,x) € C%? besitzt (C*
int, C*in x), so gilt die Gleichung:

0

5P(t2) = (A'p)(t.2), t20,2€R"

mit der Anfangsbedingung p(0,z) = po(z) f.s., wobei py die Verteilungsdichte
von X (0) ist.

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

7.6 Feynman-Kac-Formel

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

{ Gu(t, x) = 3Au(t, x) + c(x)u(t,z) + f(x), t>0,z€R",
u(0,z) = g(x), r e R”

mit ¢, f,g € Cy(R™). Die Losung dieser Gleichung besitzt eine Darstellung mit
Hilfe der n-dimensionalen It6-Diffusion d.X (¢) = dW (t) (X unterscheidet sich
von der Standard-Brownschen Bewegung nur durch die Anfangsbedingung
X(0) = xz):
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Satz 7.8 (Feynman-Kac-Formel)
Es gilt

ulto) = B [aCxpenn( [ o) + [ Fxenesn( [ ccxianas).
Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Mit Hilfe von allgemeinen It6-Diffusionen der Form dX(s) = b(X (u))du +
o(X(uw))dW(u) fir s > t mit X(f) = = kann man die Losung folgender
partiellen Differentialgleichung mit Endbedingung darstellen:

{ (% + Au—cu)(t,z) = f(x), t€][0,T),z€ R,
uw(T,x) = g(x), r e R"

mit f, g,c € C, un der minfinitesimalen Generator A aus Definition

Satz 7.9 (Feynman-Kac-Formel)

Es gilt .
u(t,z) = E, {@,T -g(X(T)) — /t Bis - f(X(s))ds
mit s
Brs = exp(—/ c(X(r))dr).
Beweis: Siehe Vorlesung. O

Bemerkung: Aufgrund der zeitlichen Homegenitiat des Prozesses X kann
man die Losung auch durch
T—t
ults) = B oo o XT = 0) = [ B FX(0)s
0

darstellen.
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Kapitel 8

Black-Scholes
Differentialgleichung

8.1 Optionen

Definition 8.1 Fine européische Call-Option (bzw. Put-Option) ist ein Ver-
trag mit den folgenden Bedingungen: Zu einem bestimmten Zeitpunkt T hat
der Kdufer der Option das Recht, aber nicht die Verpflichtung, einen Basis-
wert zu einem vorher festgelegten Ausiibungspreis vom Verkdufer der Option
zu erhalten (bzw. an dem Verkdufer der Option zu verkaufen).

Beispiele

(i) Européischer Standard-Call auf eine Aktie mit Preisprozess S(t) und
Ausiibungspreis K:

— Falls S(T') > K gilt, so kann der Kéufer der Option die Aktie zum
Preis K erwerben und sie sofort zum Marktpreis S(T") verkaufen.
Der entstandene Gewinn betrégt S(7') — K.

— Falls S(T') < K gilt, so verfillt die Option, denn die Aktie kann
man zum giinstigeren Marktpreis S(7") erwerben.

Die Auszahlungsfunktion zum Zeitpunkt T fiir den Kaufer der Option
lautet also max(S(T) — K,0) =: (S(T) — K)*.

(ii) Fiir einen européischen Standard-Put auf eine Aktie mit Preisprozess
S(t) und Ausiibungspreis K betriigt zum Falligkeitstermin 7" die Aus-
zahlungsfunktion (K — S(T))*.
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Bemerkung: Die Optionen in (i) und (ii) werden auch plain vanilla-Optionen
genannt. Allgemeinere européische Optionen diirfen nur am vorher festgeleg-
ten Zeitpunkt 7" ausgeiibt werden und besitzen Auszahlungsfunktionen der

Form A(S(T)).

Definition 8.2 Fine amerikanische Call-Option (bzw. Put-Option) ist ein
Vetrag, welcher dem Kdufer der Option das Recht verbrieft, zu einem be-
liebigen Zeitpunkt t € [0,T] einen Basiswert zu einem vorher festgelegten
Austibungspreis vom Verkiufer der Option zu erhalten (bzw. an dem Verkiufer
der Option zu verkaufen).

Bemerkung: Bei den amerikanischen Standard-Optionen welche zum Zeit-
punkt ¢t € [0, T] ausgeiibt werden betriagt die Auszahlungsfunktion

Call: A(S(t)) = (S(t)— K)™,
Put: A(S(t)) = (K-S()*.

Ein zentrales Problem in diesem Kapitel ist die Bestimmung eines angemesse-
nen Preises fiir die Standard-Optionen, so dass keine Arbitrage-Moglichkeiten
(risikoloser Gewinn ohne Eigenkapital) entstehen.

Zur Illustration betrachte man folgendes

Beispiel: Bewertung einer europdischen Call-Option in einem FEin-Perioden-
Modell.

Betrachte ein festverzinsliches Wertpapier mit Preis B(t) (Bond) und eine
Aktie mit Preis S(t), wobei t € {0,7} nur zwei Werte annimmt. Man be-
trachte die Startwerte B(0) = S(0) = 100. Mit der vereinfachenden Annah-
me, dass fiir den Zinssatz r = 0 gilt, folgt B(T") = 100. Fur S(7') kommen
die Werte S(T") = 120 (Aktienkurs steigt) bzw. S(7') = 80 (Aktienkurs féllt)
in Frage. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten seien unbekannt.
Betrachte einen européischen Standard-Call mit Ausiibungspreis K = 100.
Der Wert der Option zum Zeitpunkt 7" betrégt dann:

20, falls S(T) = 120
0, falls S(T") = 80.

Der Wert C(0) der Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird mit Hilfe des Du-
plikationsprinzips ermittelt: Man konstruiert ein Portfolio bestehend aus ¢;
Bond-Anteile und ¢y Aktienanteile, welches zu jedem Zeitpunkt ¢t den Wert
der Option widerspiegelt: C'(t) = ¢1 B(t) 4+ ¢2S(¢) fiir t € {0,T'}.

Fir t = T gilt also das System:

100¢; 4+ 120c;, = 20
10001+8OCQ =0

O(T) = (S(T) — 100)* = {
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mit Losung ¢; = —% und ¢ = % (negative Anteile bedeuten Verkauf).
Damit ergibt sich C'(0) = —2B(0) + 35(0) = 10.

Es wird nun gezeigt, dass ein von ¢; B(0) + ¢2.5(0) verschiedener Preis fiir die
Option zu Arbitragemoglicheiten fiihrt.

Sei der Preis der Option P # ¢; B(0) 4 ¢,5(0).

e Falls P < ¢,B(0) 4 ¢,5(0) (Preis zu niedrig) ergibt sich eine Arbitra-
gemoglichkeit fiir den Kéufer der Option:

— ¢ = 0: Der Kauf der Option fiir den Preis P wird durch Leerverkauf
eines Portfolios bestehend aus ¢; Bonds und ¢y Aktien finanziert.
Es ergibt sich ein positiver Geldfluss der Héhe ¢; B(0) + ¢,5(0) —
P> 0.

— t =T Durch Ausiibung der Option erhélt der Optionskaufer den
Betrag C(T'). Aufgrund der Eigenschaft C(T') = ¢, B(T) 4+ ¢2S(T")
kann er mit dieser Einnahme die geschuldeten ¢; Bonds und ¢,
Aktien finanzieren, d.h. der kumulierte Zahlungsstrom ist gleich

0.

Dem Kéufer der Option bleibt somit der in t = 0 erzielte risikolose
Gewinn.

e Falls P > ¢, B(0) 4 ¢,5(0) (Preis zu hoch) ergibt sich eine Arbitrage-
Moglichkeit fiir den Verkaufer der Option:

— ¢ = 0: Verkaufe die Option fiir P und kaufe die Position (ci, cz),
die weniger kostet. Es bleibt der Betrag P — ¢;B(0) — ¢25(0) als
Gewinn {ibrig.

— t = T Die Einzahlung durch den Verkauf des Portfolios betragt
c1B(T) 4+ 2S(T) = (S(T) — K)* und egalisiert somit die mit der
verkauften Option verbundene Auszahlung.

Es werden folgende Eigenschaften des Finanzmarktes vorausgesetzt:
e Arbitragefreiheit,

e keine Dividendenzahlungen auf den Basiswert

e cinen konstanten Zinssatz r sowohl fiir Geldanlagen, als auch fiir Kre-
dite,

e Liquiditat (Handel ist zu jedem Zeitpunkt moglich),
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e die Wertpapiere sind beliebig teilbar,

e alle betrachteten stochastischen Prozesse sind stetig (keine Borsen-
crashes),

Betrachte européische und amerikanische Standard-Optionen mit Félligkeit
T und Ausiibungspreis K auf eine Aktie mit Preisprozess S(t). Es werden
folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

Cg(t) = C’E( S(t))  Wert des europ. Calls zur Zeit ¢ € [0, T,
Pg(t) := Pg(t,S(t))  Wert des europ. Puts zur Zeit ¢ € [0, 7],
Ca(t) := Ca(t,S(t))  Wert des amerik. Calls zur Zeit t € [0, T,
Py(t) :== Pa(t,S(t))  Wert des amerik. Puts zur Zeit t € [0,7].

Aus den Eigenschaften des Finazmarktes, insbesondere aus der Annahme der
Arbitrage-Freiheit, lassen sich dann folgende Beziehungen herleiten:

Satz 8.3 (Put-Call Paritit) Es gilt:
Pp(t) = Cp(t) + Ke "9 — S(1).
Beweis: Siehe Vorlesung. OJ
Satz 8.4 FEs gelten die Schranken:
(i) (S(t) — Kem =) < Cp(t) < S(8).
(i) (Ke "I — S(t))* < Py(t) < Ke 17,
Beweis: Siehe Vorlesung. OJ
Satz 8.5 FEs gilt:
(i) Pa(t) = Pp(t).
(1) Ca(t) = Cp(t).
(iii) Ke "I~ < S(t) + Pa(t) — Ca(t) < K.
(iv) (Ke " Tt — S(t))* < Pa(t) < K.
Beweis: Siehe Ubung. 0

Bemerkung: Falls Dividendenzahlungen auf den Basiswert zugelassen wer-
den, so stimmen der européische und amerikanische Call nicht mehr {iberein.
Aufgrund der grofleren Flexibilitidt in deren Ausiibung sind amerikanische
Optionen generell teurer als entsprechende européische Optionen.
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8.2 Herleitung der Black-Scholes Gleichung

In diesem Abschnitt wird eine partielle Differentialgleichung fiir den Wert
einer européischen Option auf eine Aktie hergeleitet. Es werden die Voraus-
setzungen an dem Finanzmarkt aus dem vorherigen Abschnitt angenommen.
Man betrachtet folgende Prozesse:

e cin Bond (risikolose Geldanlage) mit Dynamik dB(t) = rB(t)dt.

e cine Aktie mit Preisprozess S(¢) mit der Dynamik
dS(t) = bS(t)dt + o S(t)dW (t)

(vgl. Beispiel im Abschnitt mit den Konstanten b € R, ¢ > 0 und
der eindimensionalen Brownschen Bewegung WW.

Die Konstante b kann als die subjektive mittlere Wachstumsrate des Akti-
enkurses betrachtet werden. Dieser Wert ist unbekannt und entspricht den
Einschétzungen der Investoren auf den Markt. Es gilt b > r, sonst wiirde man
ausschlieflich in den Bond investieren. Die Konstante o wird auch als Vola-
tilitdt bezeichnet. Je hoher die Volatilitét, desto groflere Kursschwankungen
sind zu erwarten. Der Wert von o kann anhand der Marktdaten geschétzt
werden. Der Wert von b ist unbekannt, trotzdem ist eine Bewertung der
Option durch eine Duplikationsstrategie moglich, analog zum Beispiel des
Ein-Perioden-Modells aus dem vorherigen Abschnitt.

Sei V/(t,S(t)) der Wert der Option zum Zeitpunkt ¢. Die Laufzeit betrage
T und die Auszahlungsfunktion A(S). Diese bestimmt dann den Typ der
Option, z.B. liegt fir A(S) = (S — K)* ein européischer Standard-Call vor,
withrend fiir einen européischen Standard-Put A(S) = (K — S)* gilt.

8.2.1 Herleitung mit Hilfe des Duplikationsprinzips
Man betrachte das Portfolio
Y(t) :=c1(t)B(t) + co(t)S(t) — V (¢, S(t))

welches aus ¢;(t) Bond-Anteile, cy(t) Aktienanteile und einer verkauften Op-
tion besteht.

Die Handelsstrategie (¢1(t), c2(t)) ist so zu bestimmen, dass folgende Eigen-
schaften gelten:

46



1) Das Portfolio Y ist risikolos, d.h. es unterliegt keinen zufélligen Schwan-
kungen. Es gilt daher
dY (t) = rY(t)dt, (8.1)
d.h. das Portfolio kann nur soviel wie der risikolose Bond erwirtschaften
(sonst enstehen Arbitragemoglicheiten).

2) Das Portfolio ist selbstfinanzierend, d.h. alle Umschichtungen werden
nur aus Kéufen und Verkaufen von Positionen des Portfolios finanziert.
Dies wird durch die Gleichung

dY (t) = c1(t)dB(t) + co(t)dS(t) — dV (¢, S(t)) (8.2)
ausgedriickt.

Die Anwendung der It6-Formel fiir V' (¢, S(t)) liefert

ov av 1 o*V ov
dV(t,St)) = | = +bS—== +=0°S*—— | dt + o S——dW(t
(t,5(2)) <8t %5 T2 852) oS Hg W)
(wobei wir der Ubersichtlichkeit halber auf die Abhéngigkeit der Ableitungen
von (t,S(t)) verzichten).
Nun kénnen wir die Dynamiken dB(t), dS(t) und dV (¢, S(t)) in die Gleichung
(8.2) einsetzen und erhalten:

B oV oV 1, ,0%V
Y (t) = [01TB+02bS— (at +bS&S —1—20 S 852)] dt

ov
+ ((2205' — US%) dW (t).

Gleichsetzen mit (8.1]) liefert

ov av 1 0?V
Cﬂ“B + CQbS — (E + 65% + 50’252w) = T(ClB + CQS — V)

und

oV
c0S — O'S% =0.

Die Terme mit c¢; aus der ersten Gleichung verschwinden und aus der zweiten

Gleichung ergibt sich
Co(t) = —av(t S5(t))
2 - aS ) .

Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

oV o[V OV 1, 0%V OV
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und nach Umformen folgt die Black-Scholes Gleichung fiir die Funktion V (¢, S):

oV 1 ., ,0*V oV B
mit der Endbedingung

V(T,S) = A(S).

V (t,S) ist Optionspreis zur Zeit t € [0,7] wenn fiir den Basiswert S(t) = S
gilt. Man stellt fest, dass diese Gleichung und somit der Optionspreis nicht
von der unbekannten (subjektiven) mittleren Wachstumsrate b des Aktien-
kurses abhéngt.

Die Black-Scholes Gleichung ist fiir S € [0,00) zu 16sen. Um die Ein-
deutigkeit der Losung zu gewéhrleisten, sind zusétzliche Randbedingungen
in § =0 und S — oo erforderlich.

Sei zunédchst V' = C' der Wert einer Call-Option. Falls S(t) = 0 (Basiswert
ist wertlos), so ist das Recht, diesen Basiswert zu kaufen, ebenfalls wertlos.
Es gilt also C(t,0) = 0. Fiir S(t) — oo wird die Option mit hoher Wahr-
scheinlichkeit ausgeiibt, d.h. der Wert des Calls ist ndherungsweise gleich
C(t,S)~ S — Ke T4,

Sei nun V' = P der Wert einer Put-Option. Fiir S(¢t) — oo wird die Option
mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht ausgeiibt, d.h. P(S,t) — 0 fiir S — 0.
Fir S = 0 folgt aus der Put-Call-Paritét (Satz P(t,0) = Ke (=1,

8.2.2 Herleitung mit Hilfe der risikoneutralen Bewer-
tung

Zur Veranschaulichung dieses Zugangs betrachten wir zundchst wieder ein
Ein-Perioden-Modell.

Es sei t € {0,7} und man betrachtet eine Aktie mit S(0) = Sp. S(7') nimmt
(mit unbekannten Wahrscheinlichkeiten) einen der Werte Sy - w oder Sy - d
mit d < wu ein. Sei V(t) der Preis einer Option mit Auszahlungsfunktion
A(S). Zum Zeitpunkt T gilt also V(T') = A(S(T)). Die Betrachtung eines
Bonds ist in diesem Fall nicht notwendig. Unser Ziel ist die Bestimmung
eines sogenannten risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafles @), so dass sich
fiir den Optionspreis V(0) die Formel

V(0) = EqleV/(T) (8.4)

ergibt, wobei E¢ den Erwartungswert unter ) bezeichnet. Nach (8.4) ist der
Optionspreis genau der Erwartungswert (unter Q) der diskontierten Auszah-
lungsfunktion. Es reicht aus, ) nur auf den Ereignissen zu bestimmen, die
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fiir dieses Modell von Interesse sind, und zwar ¢ := Q(S(T) = Sy - u) (und
somit 1 — ¢ = Q(S(T) = Sy - d)).

Man konstruiert sich wieder ein risikoloses (deterministisches) Portfolio der
Form

Y(t) = eS(t) — V(1)

Somit muss der Wert Y (T') konstant sein, unabhéngig vom Kurs der Aktie.
Es gilt also
CSQ‘U—A(S()'U) :CSOd—A<Sod)

woraus

So-u—5Sy-d

folgt.
Aus Arbitragegriinden folgt, dass dieses Portfolio den gleichen Ertrag wie
ein Bond unter dem Zinssatz r erwirtschaftet, es gilt also Y/(0) = e Y (T),
oder

cSo —V(0) = e (cS(T) — A(S(T))) = e (eSy - u — A(Sp - u)).
Damit ergibt sich der Optionspreis zum Zeitpunkt ¢ = 0:

V(0) = ¢So—e " (cSo-u—A(Sy-u))
= e Te(Spe™ — Sy - u) 4+ A(Sp - u)]

- zf__ FL(A(So - u) = A(So - d)) (e —u) + A(Sp - u)(u — d)]
= NS0 (e — d) 4 Ay ) — )
= e "T[A(Sy - u) 6; __dd + A(So - d) uu—_e; ]
= e TIA(So-u) - g+ A(So - d) - (1 —q)]
fiir
et —d
=4

Es gilt also
V(0) = Egle ™V(T)).

Analog zeigt man
S(0) = Egle™"™'S(T)).

Unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf @ ist damit der Prozess e "*S(t) ein Mar-
tingal. (Beachte, dass es nur 2 mogliche Zeitpunkte gibt.)
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Im kontinuierlichen Fall lass t sich zeigen, dass ein eindeutiges Wahrschein-
lichkeitsmafl @ (dquivalentes Martingalmaf oder risikoneutrales Mafl) exi-
stiert, so dass der Prozess e "'S(t) ein Martingal beziiglich @ ist und dass
fiir den Optionspreis

V(t) = Egle "™ V(T | F], te€0,T]
gilt (also besitzt e "V (t) ebenfalls die Martingaleigenschaft).
Unter dem risikoneutralen Maf§ lautet die Gleichung fiir den Aktienkurs
dS(t) = rS(t)dt + a.S(t)dW (1),

d.h. die subjektive mittlere Wachstumsrate b wird durch den riskikofreien
Zinssatz r ersetzt und W ist eine Brownsche Bewegung beziiglich Q. Fiir
Details siehe [KKO01].

Nach der Feynman-Kac Formel (Satz erfiillt

V(t,S) = Eqle ™" VA(S(T) | S(t) = 9]
die partielle Differentialgleichung (Black-Scholes Gleichung)

Y +AV —rV =0, te|0,T),
V(T,S) = A(S),
wobei der Operator A, gegeben durch

1 0*V ov
AV = ~0*S* — +rS——
27 a5 T s
der infinitesimale Generator von S(¢) unter dem Wahrscheinlichkeitsmafi )
ist.

8.3 Eigenschaften der Black-Scholes Gleichung

Satz 8.6 (Black-Scholes Formel)
Gegeben sei die Black-Scholes Gleichung

ov 1, 0%V OV B
54‘50’5@—}‘7"8%—7"/—0

mit der Endbedingung V(T,S) = A(S). Sei

1 T2
@(x)—ﬁ/ e 2dy

die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung und
~ In(S/K)+ (r £ o) (T —t)
B oI —t .

di/2
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(i) Fiir eine europdische Call-Option, d.h. A(S) = (S — K)* und Rand-
bedingungen V (t,0) = 0, V(t,5)/S — 1 fir S — oo ist die Lisung
gegeben durch

V(t,S) =5 ®(d) — Ke "I (dy),
S € (0,00),t €[0,T).

(i1) Fir eine europdiische Put-Option, d.h. A(S) = (K — S)* und Randbe-
dingungen V (t,0) = Ke "™V (t,8) — 0 fiir S — oo ist die Losung
gegeben durch

V(t,S)=—85 &(—dy) + Ke "I . ®(—dy),
S e (0,00),t€[0,T).

Beweis: (Skizze)
Man fiithrt die Substitutionen

r=In(S/K),1= %O’Q(T —t),v(r,x) =V(t,5)/K

und anschliefend
u(r, x) = exp(—ax — B)v(T, )
mit ] ] 5
. . 2 . __ar
durch. Dann erfiillt u die Diffusionsgleichung

Ur = Ugg, T E R,T - (0,0’2T/2]
mit der Anfangsbedingung (im Falle eines Calls)
w(0, ) = ug(x) = (eFHVe/2 _ olk=la/2y+

Die Losung dieser Gleichung ergibt sich aus der Feynman-Kac Formel in Satz

T8
u(7, ) = Elug(X(7))]
fiir die Tto-Diffusion dX () = v/2dW () mit X (0) = . Da X eine reskalierte

Brownsche Bewegung mit Startpunkt x ist, besitzt X (7) die Dichtefunktion
o(s) = #6_(5_30)2/“’ es folgt also

AT

1
VAT

u(r,x) =

/ ug(s)e= /A7, (8.5)
R
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Eine Riicktransformation in den urspriinglichen Variablen ¢,S liefert die
Black-Scholes Formel. Man iiberpriift auch, dass die so erhaltene Losung
auch die Randbedingungen erfiillt.

Fiir weitere Details siehe Vorlesung. O
Bemerkung: Wenn man in der Formel (8.5 die Substitutionen

y = (s—x)/+/27 und anschlieBend S” = exp(v/27y)S (fiir festes S) durchfiihrt,

erhalt man

V(t,S) = Ke®*Fy(r, z) = e "I / S'f(S'; S, t)A(S")dS'
0

mit
oy 1 oy [ (S'/S) = (r = o*/2)(T — t)”
J8:50=75, 2m(T —t) p( 202(T — t) )

also die Form
V(t,S) = Eqle """ VA(S)],

wobei f die Dichtefunktion des risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafles )
darstellt.
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8.3.1 Exkurs: Die eindimensionale Diffusionsgleichung

Man betrachte die partielle Differentialgleichung

Uy = kg, xel, t>0,
u(0,x) =g(x), vel

fir k> 0 und I = R oder I = [a, b], mit geeigneten Randbedingungen.
Diese Gleichung, auch genannt Wdarmeleitungsgleichung, beschreibt die Tem-
peraturentwicklung in einem isolierten Stab, der von auflen nur durch die bei-
den Enden beeinflufit werden kann. Man kann z.B. die Temperatur der beiden
Enden konstant halten: u(t,a) = M, u(t,b) = M, (Dirichlet-Randbeding-
ungen), oder die beiden Enden isolieren, d.h. der Warmefluss durch den Rand
verschwindet. Dies wird durch die Neumann-Randbedingung u, = 0 ausge-
driickt.

Die folgende Rechnung zeigt die Regularitétseigenschaften der Losung (unter
der Annahme, dass eine hinreichend glatte Losung existiert).

Es gilt:

0= /(ut — kg, ) dr = /u? — 2kUy Uy + U2, d.
I

1

Falls in den Randpunkten von I entweder wu;(a,t) = u:(b,t) = 0 gilt (z.B.
fiir konstante Dirichlet-Randbedingungen w(t,a) = My, u(t,b) = M, oder
fiir Neumann-Randbedingungen u,(t,a) = u,(t,b) = 0 bzw. fiir I = R soll
u samt Ableitungen bei +oo hinreichend schnell gegen 0 konvergieren), so
liefert die partielle Integration

1d

denn die zusatzlichen Randterme verschwinden.
Somit erhalt man

d
/uf +uZ, + k—(u2)dr = 0.
1 dt

Sei T' > 0 beliebig. Integration iiber [0, 77] mit 77 € (0, 7] und Einsetzen der
Anfangsbedingung liefert

Ty
| [ aedodes b [ o) - gia)da =0,
0 I

1

1M
—/ /uf+uim dxdt+/ui(a:,T1)d:B = /gi dx.
kJo Jr I I
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Daraus folgt

sup [l 72y < l192l172(ry,

t€[0,T
d.h. die L2-Norm der Ableitung der Losung ist zu allen Zeiten kleiner als die
L?-Norm der Ableitung der Anfangsbedingung. Dabei war die Tatsache k > 0
entscheidend. Fiir £ < 0 (bzw. fiir eine Gleichung der Form w; + ku,, = 0 mit
kE > 0 (Rickwérts-Diffusionsgleichung)) gilt gerade das Gegenteil und dieses
Problem erweist sich als schlecht gestellt. Dies wird spéter durch ein Beispiel
erldutert.
Dabei heifit eine partielle Differentialgleichung wohlgestellt (im Sinne von
Hadamard), wenn eine eindeutige Losung existiert, welche stetig von den
Anfangs- und Randbedingungen abhéngt, d.h. eine kleine Storung in diesen
Werten soll eine kleine Stérung der Losung implizieren (Stabilitét).
Betrachte nun fiir £ > 0 die Gleichung

Uy = ktlgy, x € (0,a), t >0,
u(0.0) = g(z),  ze(0.a) (5.6)
u(t,0) =u(t,a) =0, t>0.

Wir suchen Losungen der Form u(t, z) = T'(t) X (x) (Trennung der Variablen).
Damit folgt u; = T'X und u,, = TX"”. Einsetzen in die Gleichung liefert
T'X = kTX" oder - e

— = k— = =\,

T X

Es ergeben sich getrennte gewohnliche Differentialgleichungen fiir 7" und X:

T +\T' =0,
EX" +MX =0.

Die Gleichung fiir 7' hat die allgemeine Losung T'(t) = Ce . Fiir C = 0
erhélt man u(t,z) = 0, welche die Losung zur Anfangsbedingung g = 0 ist.
Nehme also an, C' # 0.

Die Gleichung fiir X ist eine lineare, homogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Setze p:= \/k.

e Fiir A\ < 0 ist die allgemeine Losung gegeben durch X (z) = AeV=H* +
Be~V=F*_ Diese muss zusitzlich die Randbedingungen X (0) = X (a) =
0 erfiillen (da T'(t) # 0 im Fall C' # 0 gilt). Das entstandene lineare
Gleichungssystem liefert die Losung A = B = 0, also wieder u(t, x) = 0,
d.h. die Triviale Losung zur Anfangsbedingung g = 0.

e Falls A = 0 reduziert sich die Gleichung auf X" = 0, welche die allge-
meine Losung X (x) = A+ Bz besitzt. Eine analoge Uberlegung liefert
auch in diesem Fall nur die triviale Losung.
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e Falls A > 0 ist die allgemeine Losung gegeben durch X (z) = Asin(,/ux)+
B cos(y/ix). Die Randbedingungen X (0) = X(a) = 0 liefern das Sy-

stem

B=0,

Asin(y/pa) = 0.
Fiir A # 0 erhilt man nichttriviale Losungen, falls sin(,/na) = 0 gilt,
also fiir \/ua = nm, n € N:

Xn(z) = A, sin(%r:p).

252

Mit A = pk = "7~k und dem Ansatz u(t,r) = T'(t)X(z) ergibt sich,
dass die Funktionenschar

ek sin(nlx)

n(l, = Cn
un(t, ) = cpe "

die Gleichung
U = Ktlge, u(t,0) =u(t,a) =0 (8.7)

erfiilllt. Fiir ¢t = 0 erhélt man aber nur eine spezielle Klasse von mogli-
chen Anfangswerten.

Man bemerkt jedoch, dass aufgrund der Linearitéit der Differentialoperato-
ren und der 0-Randbedingungen die Gleichung linear ist, d.h. Linear-
kombinationen von Losungen liefern weitere Losungen. Somit sind auch alle
Funktionen der Form

N nzikt . nm
u(t,z) = che_ a2 " sin(—u)

a
n=0

Losungen von (8.7) mit der Anfangsbedingung

u(0,z) = g(z) == Z Cn, sin(%ﬂx).

n=0

Bemerkung: Fiir allgemeine Randbedingungen der Form u(¢,0) = My,
u(t,a) = My ist die Diffusionsgleichung nicht mehr linear. Die Funktion
U(xz) = My + (My — M;)2 (unabhéngig von t) ist jedoch Lésung der Diffusi-
onsgleichung mit diesen Randbedingungen und fiir eine Lésung v von (8.7)

ist u := v 4+ U eine Losung der Diffusionsgleichung mit Randbedingungen
U(t,O) = Ml, u(t,a) = MQ.
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Fiir beliebige Anfangswerte g (z.B. stiickweise stetig) muss die Darstellung
durch endliche trigonometrische Summen durch eine Fourierreihendarstellung
ersetzt werden. Sei

D = {(t,x) €R?: x€(0,a),t >0},
D = {(t,x) €R?: x €]0,a],t > 0}.
Satz 8.7 (Euxistenz) Sei g : [0,a] — R stickweise stetig, mit g(0) = g(a) =

0, so dass die seitlichen Ableitungen in jedem Punkt existieren, und mit der
Fourier-Sinusreihendarstellung

g(zr) = Z Cn sin(%rx)

(d.h. ¢, =2 [ g(x)sin(“Zx)dx).

Dann konvergiert die Reihe

oo
g cpe @ 7 sin(—ux)
n=0

a

gleichmdfig in t gegen eine Funktion u € C?(D)NC(D) welche eine Lisung

der Gleichung ist.

Fiir die Wohlgestelltheit des Anfang-Randwertproblems muss noch die Ein-
deutigkeit und die Stabilitat der Losung nachgewiesen werden. Diese ergeben
sich aus dem Mazimumprinzip. Fir T' > 0 definiere dazu Dy := {(t,z) € D :
t <T}bzw. Dy :={(t,r) € D : t <T} und vy := Dp \ Dr.

 J
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Satz 8.8 (Mazimumprinzip)
Sei w auf Dy eine Losung der Gleichung uy = kg, u(t,0) = u(t,a) = 0.
Dann wird das Maximum und das Minimum von u auf yr erreicht.

Beweis: Siehe Vorlesung. 0
Satz 8.9 Das Problem (8.6]) ist wohlgestellt und es gilt u > 0 fiir g > 0.

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Bemerkung: Die Riickwérts-Diffusionsgleichung u; + ku,, = 0 in (0, @) mit
u(t,0) = u(t,a) =0, u(0,z) = g(x) und k > 0 ist jedoch nicht wohlgestellt.
Zu jedem T > 0, € > 0 (beliebig klein) und M > 0 beliebig groff kann
man (fiir eine passende Anfangsbedingung g = g.) eine Losung u finden
mit |[u(0,)|lec < € und [|u(T),)||oc > M, d.h. beliebig kleine Stérungen der
Anfangswerte fithren zu beliebig grofien Stérungen in der Losung auf jedem
gegebenen Zeitintervall.

Wiéhle dazu als Anfangsbedingung u(0, ) = g(v) = esin(" ). Man rechnet
nach, dass

n2x? nm

u(t,r) = ee a2 ** . sin(—x)
a

eine Losung der Riickwarts-Diffusionsgleichung ist, mit ||u(7,-)||c > M fiir
hinreichend grofle Werte von n.

8.4 Amerikanische Optionen und freie Rand-
wertprobleme

Betrachte eine amerikanische Put-Option mit Wert P(t,.S), die entsprechende
Auszahlungsfunktion ist somit (K —.5)". Im folgenden Bild fiir K" = 100 sind
die Preiskurven der Option fiir ¢t = 7', t = 0 und ein beliebiges t € (0,7)
dargestellt.

Es gilt P(t,5) > (K —S)*, d.h. die Preiskurve der Option liegt stets iiber der
Kurve der Auszahlungsfunktion (entspricht der Preiskurve fiir ¢ = T, s. auch
Bild). Fiir S > K ist die Ungleichung klar, da (K — S)* = 0. Falls S < K
und P(t,S) < K — S gilt, so kann man folgende Arbitragemoglichkeit finden:
Kaufe die Option fir P (auf Kredit). Die Ausiibung der Option bringt den
Gewinn K — S > P ein, nach Zuriickzahlung der Kreditschulden bleibt der
positive Gesamtgewinn von K — S — P > 0.

Behauptung: Es gibt einen kritischen Wert Sy, so dass die vorzeitige Aus-
iibung der Option fiir § < Sy lohnenswert ist, aber fiir S > S nicht loh-
nenswert ist (s. auch Bild).
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Beweis der Behauptung:

Fiir S > K ist die Ausiibung der Option auf jeden Fall nicht lohnenswert,
denn der Marktpreis ist hoher als der Ausiibungspreis.

Wenn nun S von K nach 0 fillt, so steigt P(¢,S). Man betrachte das Portfolio
aus einem Put und einer Aktie mit dem Wert m = P 4 S.

Falls P > (K — S)* gilt, ist die Ausiibung der Option nicht lohnenswert. Vor
der Ausiibung hat das Portfolio den Wert 1 = P+ S > (K —S)"+ 5 > K
und nach der Ausiibung gilt 7 = (K — S)"+ 5 = K — 5+ 5 = K. Sobald
P=(K—-9S)" =K — S gilt, lohnt sich die Ausiibung der Option: der Wert
von 7 vor und nach der Ausiibung betrdgt K. Ferner gilt fiir S = 0 die
Randbedingung P(t¢,0) = K, d.h. die Ausiibung lohnt sich. Also existiert ein
grofiter Wert Sy < K, so dass P(Sy,t) = K — Sy. Somit gilt:

=(K-9)"=K-8 fir S<5@4),
Hu&{:ﬂK—Sﬁ fir 5> 5(t).

Genauer: Es gilt

p,s) L ~E-5 fir S5 < Sp(1),
’ erfiillt die Black-Scholes-Gleichung — fiir .S > S¢(1),

denn in dem letzten Fall wird die Option gehalten und die Herleitung der
Gleichung erfolgt analog zu der fiir den Preis einer européischen Option.

Die Randbedingungen der Black-Scholes-Gleichung fiir eine amerikanische
Put-Option sind: P(t,S) — 0 fiir S — oo und P(t,S¢(t)) = K — S¢(t),
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wobei der freie Randwert Sy(t) zundchst unbekannt ist. Um diesen eindeutig
bestimmen zu koénnen, fordert man zusétzlich die Stetigeit der Ableitung

8P8(gs) an der Stelle S = S (die Begriindung geht auch iiber eine Arbitrage-
Argumentation). Wegen P(t,S) = K — S fiir S < Sy muss daher aPagS) =-1

gelten.

Zusammenfassung: Das freie Randwertproblem fiir den Wert eine ameri-
kanischen Put-Option lautet:

P(t,S)=K -8 fir S < S5(t),

2p
%—P % 252% —i—TSg—S —rP =0 fir S> S(t),
P(S,T)= (K - S)", (Endbedingung)

P(t,S) — 0 fir S — oo,

P(t,S¢(t)) = K — S¢(t), (Randbedingungen)

e (t, Sp(t)) = —1,

Die Bestimmung des freien Randwertes Sy ist problematisch, man sucht
daher alternative Formulierungen, in denen dieser Wert nicht explizit vor-
kommt. Analog zur Herleitung der Black-Scholes-Gleichung fiir européische
Optionen betrachtet man ein risikoloses, selbstfinanzierendes Portfolio Y =
1B + ¢S — V. Die Wahl ¢, = 0V/0S annuliert den stochastischen Anteil
und man erhélt

o 1, ,0°V

dY (t) = (a,rB — — — =0°S

o 27 % g5

Der Besitzer von Y hat eine amerikanische Put-Option verkauft (ausgedriickt
durch den Term —V in Y). Wenn der Kéufer der Option diese nicht optimal
einlost, so kann der Verkaufer einen gréfleren Gewinn erzielen als durch eine
risikolose Anlage. Es gilt also dY > rYdt und somit erhélt man die Black-
Scholes-Ungleichung:

8V 1 2 0?V ov
S a4 rS— —rV <0.
ot T27 7 asr T as T
Nach den vorherigen Uberlegungen gilt Gleichheit fir S > S;. Fir § < S
gilt V.= K — S und ein Einsetzen in die Black-Scholes-Ungleichung zeigt,
dass diese strikt erfiillt wird.
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Man kann somit folgendes lineares Komplementarititsproblem aufstellen:

2
(V — A(9)) (%‘t/ Ly2g0V OV _ rv) =0

252 "7 a8
OV 1,0V OV

i >
(at S TRRE T TV) =0

V—A(S)zOZO,

wobei A eine beliebige Auszahlungsfunktion bezeichnet, d.h. das obige Kom-
plementaritidtsproblem ergibt sich fiir allgemeine amerikanische Optionen. Je
nach der speziellen Option miissen noch End- und Randbedingungen formu-
liert werden. Fiir einen Standard-Put, d.h. A(S) = (K —S)*, gilt die Endbe-
dingung V (T, S) = A(S) und die Randbedingungen V' (¢,0) = K,V (¢,S) — 0
fiir S — oo.

8.4.1 Exkurs: Das Hindernisproblem

Durch eine passende Transformation kann man das freie Randwertproblem
bzw. das lineare Komplemetaritatsproblem fiir amerikanische Optionen auf
folgendes Problem zuriickfiihren: Fixiere ein Seil mit minimaler Lénge in den
Punkten z = —1 und x = 1 iiber den Graphen einer Funktion f > 0.

Gegeben:
f>0in[~1,1],
f=0in[-1,a]U[B,1]
f>0in (a,5)

feCa,B), f"<0
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Gesucht:

ue€ CH(-1,1)NC[—1,1]
u € C*(—1,a) N C%(a,b) N C*(b, 1)

Die freien Randwerte a,b sind unbekannt und somit Teil des Problems. In
der alternativen Formulierung als lineares Komplementaritdtsproblem treten
diese nicht mehr auf:
Gesucht wird u € C*(—1,1) mit u(—1) = u(1) = 0 und:
—u" >0 (8.8)
u—f>0
u'(u—f)=0
Da man i.A. nicht erwarten kann, dass u € C?(—1,1) (an den Stellen a, b ist u
moglicherweise nicht 2 Mal differenzierbar), wird weiterhin eine Formulierung
vorgestellt, in der die zweiten Ableitungen von u nicht auftreten.
Definiere K := {v € CL(-1,1) : v(=1) = v(1) = 0,v > f} als Raum der
zuldssigen Funktionen (Testfunktionen). Die Bezeichnung C}, bedeutet stetig
auf [—1,1] und stiickweise C*.

Satz 8.10 (i) Seiu € C*(—1,1) eine Lisung von (8.8). Dann lost u die
Variationsungleichung

1

Suche u € K mit / (v —u)dx >0 Yo e K. (8.9)

-1

(ii) Seiw eine Losung von mit u € C*(—1,1) Dann ist u auch Lisung
von (8.9).

Beweis: Siehe Vorlesung. 0J

Den natiirlichen Rahmen fiir solche Probleme stellen jedoch die Sobolev-
Rdaume dar, auf denen die Ableitungen im verallgemeinerten Sinn zu verste-
hen sind. Im Folgenden werden diese im eindimensionalen Fall kurz erldutert.
Ausgangspunkt sind die Rdume

DP-1 1) = {o: (-1,1) > R : /_1 lo(z)Pdz < oo}
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fir p > 1 (genauer: man fasst Funktionen, die fast iiberall gleich sind, in
Aquivalenzklassen zusammen). Da das Intervall beschriankt ist, folgt sofort
dass LP(—1,1) C L'(—1,1) fiir alle p (in diesem kurzen Exkurs betrachten
wir nur endliche p).

Eine Funktion w € L'(—1,1) heifit schwache Ableitung (verallgemeinerte
Ableitung) der Funktion v € L'(—1,1), wenn die partielle Integration mit
glatten Testfunktionen mit kompaktem Triager gilt:

1 1
/ wodr = —/ vp'de Vo € C3°(—1,1).
- -1

1

Man bezeichet v’ := w. Falls v im klassischen Sinne differenzierbar ist, stimmt
die schwache Ableitung mit der klassischen {iberein.
Die Sobolev-Raume H™P(—1,1) sind wie folgt definiert:

HY(=1,1) == {v € LP(~1,1) : 3 mit v’ € LP(—1,1)}
H™(=1,1) := {v € H""(=1,1) : Fo" D mit vV € LP(-1,1)}
fiir m > 2

wobei v' und v(™~1) schwache Ableitungen erster Ordnung bzw. der Ordnung
m—1 sind. Fiir p = 2 benutzt man fiir die Hilbert-Riume H™? die abgekiirzte
Notation H™(—1,1).

Die Ergebnisse aus Satz bleiben giiltig, wenn man C, durch H' und
C? durch H? ersetzt. Es ist noch das Problem der Randwerte zu kliren,
da bekanntlich den LP-Funktionen keine eindeutigen Randwerte zugeordnet
werden konnen (eine Verdnderung auf Nullmengen liefert die gleiche LP-
Funktion). Im allgemeinen Fall definiert man Randwerte von H'-Funktionen
iiber einen Spuroperator, im eindimensionalen Fall kann dies auch iiber ein
klassisches Argument erfolgen, denn die H'-Funktionen sind in diesem Fall
stetig. Es gilt genauer

HY(-1,1)={ve L*(~1,1) : v(z) =c+ /x w(y)dy fiir c € R, w € L*}.

-1
Nach bekannten Resultaten aus der Analysis sind die Funktionen v mit der
obigen Eigenschaft stetig, fast iiberall differenzierbar und es gilt w = v’ f.ii..
w ist auch die schwache Ableitung von v.

Eine weitere Formulierung des Hindernisproblems lautet wie folgt: Betrachte
als Raum der zuléssigen Funktionen

K:={veH(-1,1) : v(=1)=v(1)=0,v> f}



und das Funktional

T K = [0,00), J(v) :%

/_ 11(1/)2dx.

Satz 8.11 Das Problem 18t dquivalent zu

Dann gilt:

Suche u € K mit J(u) = min J(v). (8.10)

vek
Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (8.10]) zeigt man mit Argu-
menten aus der Funktionalanalysis.

8.5 Asiatische Optionen

Bei asiatischen Optionen hingt die Auszahlungsfunktion von den gemittelten
Aktienkursen S iiber die Laufzeit T" der Option ab.
Mogliche Variationen:

e Der Mittelwert S bezieht sich auf diskrete Zeitpunkte S(ty), ..., S(t,)
oder auf alle Zeitpunkte S(t), t € [0,T].

e Der Mittelwert S ist arithmetisch oder geometrisch:
~ S=n"! > i1 S(t)
= 8= ([T ()"
T S(t)dt
. LT
— S =exp (T Jo In S(t)dt)

e Typen der Auszahlungsfunktion:

|
(@)
I
=

— Strike-Optionen: (S — S)* (Call) bzw. (S — S)* (Put)
— Rate-Optionen: (S — K)* (Call) bzw. (K — S) (Put)

e Asiatische Optionen koénnen vom europiischen oder amerikanischen
Typ sein
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Bemerkung: Bei Strike-Optionen ersetzt der Mittelwert S den Ausiibungs-
betrag (engl. strike) K, wihrend er bei Rate-Optionen den momentanen Kurs
des Basiswertes zum Ausiibungszeitpunkt ersetzt.

Wir betrachten nun asiatische Optionen vom européischen Typ mit Auszah-
lungsfunktion A = A(S,I) fur I = fot f(r, S(7))dr. Im Falle eines Arithmetic-
Average-Strike Callist etwa f(t,S) =S und A = (S —I/T)*.

Sei V.= V(t,S,1) der Preis dieser Option zum Zeitpunkt ¢. Es wird eine par-
tielle Differentialgleichung fiir V' hergeleitet, analog zur Herleitung der Black-
Scholes-Gleichung. Man betrachtet ebenfalls ein risikoloses, selbstfinanzieren-
des Portfolio der Form Y = ¢;B + ¢S — V (¢, 5, 1) und man verwendet die
iiblichen Gleichungen fiir dB und dS. Es gilt zusatzlich dI = f(t, S)dt. Der
Unterschied hier ist, dass V' zusétzlich von I(.S) abhéngt. Daher wird fiir die
Bestimmung von dV zunéchst die Ito-Formel angewendet, wobei sich wei-
tere von S(t) abhéngige Terme ergeben. Fiir diese wendet man erneut die
[to-Formel an und man erhélt eine sogenannte [to-Taylor Entwicklung, in
der mehrfache stochstische Integrale auftreten. Unter Vernachléssigung der
Terme hoherer Ordnung erhélt man &hnlich zum Vorgehen bei européischen
Optionen folgende partielle Differentialgleichung:

2
a(?_‘t/ + 30252% + TS(;—Z —rV + f(t, S)g—‘; =0, S,I>0,te(0,7).
Die Endbedingung lautet V(7,S5,I) = A(S,I) und die Randbedingungen

héngen vom Optionstyp ab.

Unter zusétzlichen Annahmen léss t sich die obige Gleichung weiter verein-
fachen. Es gelte f(t,S) = S und A(t,S,I) = S*F(t,1/S) fiir eine Funktion
F = F(t, R). Zum Beispiel sei A = (S — I/T)* = S(1 —1/(ST))*. Dann ist
a=1und F(t,R) = (1 — R/t).

Unter diesen Voraussetzungen 16st H (¢, R) = S~*V die Gleichung

1

Hy+ 50°R*Hrp + (1 0*(a = )R — rR)Hp + (o - 1)(%(;2 Y r)H =0,

R>0,te(0,7)
mit der Endbedingung H(T, R) = F(T, R), R > 0.
Man erhélt also eine Gleichung in zwei statt in drei Variablen. Fiir den
Arithmetic-Average-Strike Call mit o = 1, F(t, R) = (1 — R/t)™" gilt

1
H, + 502R2HRR +(1-rR)Hrp =0, R>0,t€ (0,T)

mit der Endbedingung H (7T, R) = (1 — R/T)* und den Randbedingungen:
H(R,t) — 0 fiir R — oo bzw. H;+ Hr = 0 fiir R = 0. Diese letzte Gleichung
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leitet man unter der Annahme her, dass die partielle Differentialgleichung
auch in R = 0 gilt.
Fiir den Optionspreis V' erhélt man somit

V(t,S,T) = S- Ht, é).

Der Kaufpreis der Option bei ¢t = 0 betrédgt also
V(0,S5,0)=S-H(0,0),

da I(0) = 0.

8.6 Die Monte-Carlo-Methode

Im Folgenden wird eine numerische Methode fiir die approximative Berech-
nung der Preise von Optionen européischen Typs vorgestellt, welche auf die
Simulation der Pfade der Aktienkurse basiert.

Sei V (¢, S(t)) der Preis der Option zum Zeitpunkt ¢ und A die Auszahlungs-
funktion. Unter dem risikoneutralen W’Maf3 @) ist die Dynamik des Aktien-
kurses gegeben durch:

dS(t) =rS(t)dt + aS(t)dW(t). (8.11)
Der Optionspreis berechnet sich in diesem Fall durch
V(0,5(0)) = ¢ T EgV(T, S(T))] = e EQ[A(S(T))].
Monte-Carlo-Algorithmus

1. Simulation von M Basiswert-Pfaden S®)(¢), k = 1...M, t € [0,T],
mit Anfangswert S(0). Zum Zeitpunkt ¢ = 7' gilt dann V (T, S®)(T')) =
A(S™U(T)).

2. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen ist ein Schétzer fiir Eg[A(S(T))]
gegeben durch

B(Vy) = = S V(T 50(T))
k=1

wobei Vy := (V(T,SN(T)), ...V (T, S (T)T.
3. Der Optionspreis in ¢ = 0 wird approximiert durch V=e"TE (V).

Es sind somit numerische Simulationen erforderlich:
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o fiir die Realisierungen der Brownschen Bewegung

e fiir die Approximation der Losung der SDGL (8.11) zum jeweiligen
Pfad der Brownschen Bewegung.

Details zur Erzeugung von Zufallszahlen werden in den Ubungen besprochen.
Es sei nur erwihnt, dass die Computer sogenannte Pseudo-Zufallszahlen er-
zeugen, welche unabhéngige, gleichverteilte Zufallsvariablen (z.B. auf [0,1])
approximieren. Mithilfe dieses Zufallszahlengenerators kann man dann auch
andere Verteilungen simulieren.

8.6.1 Das Euler-Maruyama Verfahren
Betrachte die SDGL

dX (1) = a(X (1), t)dt + b(X (), )dW (t) (8.12)

mit X (0) = X, fir ¢t € [0,7].

Eine direkte Verallgemeinerung des Euler-Verfahrens fiir gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen lautet wie folgt:

Man betrachte N #quidistante Zeitschritte mit Lange h = T'/N. Es sei t; =
i-h,i=0...N,und X, = X,. Die Approximation X; fiir die Werte X(t;)
berechnet sich wie folgt:

Firi=0...N —1:

AW, 3= W (1) = W(t) ~ N(0,h) ~ f hN(0,1),
XZH X—i—a(Xl,t) h+ ( ) - A

Fiir die Giite der Approximation benotigen wir folgende Konvergenzbegriffe:

Definition 8.12 Sei X(t) eine Lisung der SDGL und X"(t) eine
Approzimation von X (t).

(i) X"(T) konvergiert stark mit Ordnung v > 0 gegen X(T) zur Zeit T,
falls
E[IX(T) = X"(T)] < C- W

fiir eine Konstante C' > 0 und fiir alle hinreichend kleine h > 0 gilt.

(ii) X"(T) konvergiert schwach mit Ordnung v > 0 gegen X(T) zur Zeit
T, falls
[EX(T) = XMD)f < C- 1

fiir eine Konstante C' > 0 und fiir alle hinreichend kleine h > 0 gilt.
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Bemerkung: Die starke Konvergenzordnung gibt die Giite der Approxima-
tion der Pfadwerte X (T) durch X"(T") an, withrend die schwache Konvergenz-
ordnung die Giite der Approximation des Mittelwertes E[X (T)] durch den
Mittelwert E[X"(T')] angibt.

Satz 8.13 Das Euler-Maruyama Verfahren hat eine starke Konvergenzord-
nung von v = 0.5 und eine schwache Konvergenzordnung von v = 1.

8.6.2 Das Milstein-Verfahren

Zur Vereinfachung wird zunéchst die autonome SDGL
dX(t) = a(X(t))dt + b(X(t))dW (t) (8.13)

mit Anfangswert X (¢y) betrachtet. In Integralform bedeutet dies

t

t
X(t) = X(to) +/ a(X(s))ds+/ b(X (s))dW (s).
to to
Eine Anwendung der Ito-Formel fiir a(X(s)) und b(X(s)) liefert die Ito-
Taylor Entwicklung:

X0 = )+ [ (o0x() + [ @X@)X) + S0 IR )

to

+ / S a’(X(u))b(X(u))dW(u)) ds

to

! B / 1 1/ 2
n / (b<X<to>> n / (X )X () + 58X )X ()

to

+ [ O @ ) aws

to

¢
= X(to) + a(X(to))(t — to) + b(X(tO))/ dW(s)+ R (8.14)
to
Durch Vernachlissigen des Restterms R erhilt man das bereits vorgestell-
te Fuler-Maruyama Verfahren. Ein Verfahren héherer Ordnung erhilt man

durch zuséatzliches Beriicksichtigen des Doppelintegrals beziiglich dW (u)dW (s)
und Ersetzen von 0’ (X (u))b(X (u)) durch b'(X (to))b(X (o)):

t

X(f) = X(to) +a(X(f0))(t — to) + b(X(t0)) / W (s)

to

(X (to))b(X (fo)) /t /t " AW (w)dW (s) + Ry,
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Mit h =t — t¢ ist das Doppelintegral beziiglich dW (u)dW (s) von der Ord-
nung O(h), wie folgende Rechnung zeigt, wihrend der Restterm R; von der
Ordnung O(h*/?) ist:

/t:/t:dW(U)dW(S) = /t (W (s) — W (ty))dW (s)
:/W )dW (s W()/dW()

= SOV = W2(1)) = (¢~ to) — W(to)(W (1) ~ W(t)

>
::;mm_w%w—w4m
= Ot —t)

Die wiederholte Anwendung dieser Vorgehensweise auf [0,7] mit h = T/N
und t; = i-h,i=0...N liefert das Milstein-Verfahren (auch allgemein fiir
die nichtautonome SDGL ({8.12))):

Fir:=0...N - 1:

AW, := W (tipq) — W(t;) ~ N(0,h) ~ VRN (0,1),

- - - - 1., ~ -

Xip1r = Xi +a(Xy, 1) - h+ (X, t) - AW, + ib/(Xi,ti)b(Xi, t:) ((AW;)® = h).

Satz 8.14 Das Milstein-Verfahren hat eine starke Konvergenzordnung von
v =1 und eine schwache Konvergenzordnung ebenfalls von v = 1.
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Kapitel 9

Stochastische Steuerung und
Hamilton-Jacobi-Bellman
Differentialgleichung

9.1 Problemformulierung

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), der Endzeitpunkt 7" > 0,
eine Filtration F = (F;)cjo,r), welche die iiblichen Bedingungen erfiillt und
eine m-dimensionale Brownsche Bewegung W = (W} ).cjo,17 (bzgl. F).

e Ein Steuerungsprozess (kurz: Steuerung) ist ein progressiv messbarer
Prozess w = (u;)icpp,r) mit Werten in einer gegebenen Menge U C R,

e Der n-dimensionale gesteuerte Prozess X = (Xt)te[o,T] ist gegeben
durch
dXt = b(t,Xt,Ut)dt+U<t,Xt,Ut)th, (91)

wobei b: [0,T] x R" x U - R", ¢ : [0,T] x R" x U — R™™ messbare
Funktionen sind. Um die Abhéngigkeit von X von der Steuerung u zu
betonen, schreiben wir X}

e Als Optimierungskriterium betrachten wir das Nutzenfunktional
J(t,x,u) = Ei, {/ U(s, X ug)ds + V(XF) |, (9.2)

wobei ¢ : [0,T] x R* x U — R, ¥ : R" — R stetige Funktionen
sind. Wir konnen (s, X! u,) als laufenden Nutzen und W¥(X%) als

Endnutzen interpretieren.
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e Eine Steuerung (u,)scp,r) heiBt zuldssig, falls fiir alle Werte z € R”
die gesteuerte SDGL (99.1)) mit der Anfangsbedingung X;* = z eine
eindeutige Losung auf [t,T] besitzt und das Nutzenfunktional
wohldefiniert ist. Die Menge aller zuldssigen Steuerungen bezeichnen
wir mit A(t, x).

e Unser Ziel ist es, zu gegebenen Startwerten (¢,z) durch Wahl einer
zuldssigen Steuerung u € A(t, ) das Nutzenfunktional zu maximieren.
Wir erhalten somit das stochastische Steuerungsproblem

sup J(t,z,u).
u€A(t,x)

e Die Wertfunktion unseres Steuerungsproblems ist damit definiert durch

V(t,z) = sup J(t,x,u).
ucA(t,x)

Gesucht wird eine Steuerung u* € A(t,x), die diesen optimalen Wert
realisiert, d.h. V(t,z) = J(t, z,u*). In diesem Fall heifit u* optimal.

Portfolio-Optimierung: Ein erstes Beispiel

Wir betrachten einen Finanzmarkt, der aus einem Bond mit Preisprozess
dB, = rBidt, By=1, dh. B, =¢e"
und einer Aktie mit Preisprozess
dS; = puSidt + 0 S dW,, Sp=s>0

mit Drift © € R und Volatilitdt ¢ > 0 besteht. Die eindeutige Losung dieser
SDGL ist bekanntermafien

1
Sy = sexp{(u— 502) t+aWt}.

Das Vermogen eines Investors mit Anfangskapital x > 0 ist gegeben durch
dX, =nPdB, + njdS,, X, =u,

wobei nf und n? die Anzahl der Bonds bzw. Aktien im Portfolio des Inve-
stors zur Zeit t bezeichnen. Diese Definition entspricht einem selbstfinanzie-
rendem Portfolio, da Anderungen im Portfoliowert einzig auf Schwankungen
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der Bond- und Aktienpreise zuriickzufiihren sind (Einzahlungen und Entnah-
men sind ausgeschlossen).
Als Steuerung zur Zeit t betrachten wir den in die Aktie investierten Anteil
uy am Gesamtvermoégen. Dann folgt

(1 — Ut)Xt S UtXt

B

ngy =-———— n;, =

t y U )
Sy

B,

und damit

dXt = (]_ — Ut)XtTdt + UtXt([Ldt + Uth)
= Xi((r 4+ (u — r)uy)dt + oudWy).

Mit der It6-Formel verifiziert man (vgl. das Beispiel fiir den Preisprozess der
Aktie aus Abschnitt

t 1 t
X; = xexp {/ (r+(p—r)us — 502u§)d8 + / JuSdWS} .
0 0

Wir wollen nun (9.2) mit ¢ = 0 und ¥(z) = In(z) zum Zeitpunkt ¢ = 0
maximieren, d.h.

J(0,z,u) = E[ln(X})|Xo = 2],

iiber alle Strategien in
T
A0, z) = {u B {/ (|| + |0ut|2)dt} < o0, X >0, E[(In(X7))7] < oo}
0

Diese Zulassigkeitsbedingung impliziert, dass fg ousdWy ein Martingal ist.

Insbesondere gilt also
T
E |:/ O'Utth:| = 0.
0

Daher erhalten wir fiir u € A(0, x)
’ 1
50,00 =) + 8| 4 =y = Sotadiar]
0

Maximieren in u; unter dem Integranden fithrt wegen

1
62 (r+(u—r)u—§02u2) = —1r—o’u,
u
2 1
_aau2 (r + (u—r)u— 502112) =—0%<0.
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auf die optimale Wahl

ui =7t = " firallet e 0,7 (9.3)

Die Wertfunktion lautet

u€A(t,r)

V(0,z) = sup J(t,z,u)=J(t,z,u")=1In(x)+ (r—I—% (HJ;T) > T.

Die Strategie 7* in heifit Merton-Strategie (fiir logarithmischen Nut-
zen). Gilt z.B. 7 = 0,4, so bedeutet dies, dass der Investor 40% seines
Geldes in die Aktie investieren sollte. Beachte, dass diese Strategie stdndiges
Handeln erfordert!

9.2 Konzept der dynamischen Programmie-
rung

Um das stochastische Steuerungsproblem aus Abschnitt zu losen, gehen
wir wie folgt vor:

e Betrachte die folgende Beziehung, das sog. Bellman-Prinzip:
V(t,z) = sup Etw{/ P(s, X us)ds +V (0, Xg) |,
u€A(t,x)

V(T,z) = U(T, z)

fir t € [0,7], 0 € [t,T] und x € R"™. Dieses Prinzip besagt, dass
sich der maximale Nutzen V(t,z) als Supremum iiber die folgenden
zusammengesetzten Strategien ergibt:

— ,Wiébhle die Steuerung ug auf [t, 6].“
Hierdurch entsteht der Nutzen

o [ [ e

— , Verhalte dich auf [0, T] ausgehend von X' optimal.®
Dies fiihrt in Zustand (6, X§') zum Nutzen V' (6, X}).

Beachte: Das Bellman-Prinzip muss noch bewiesen werden, siehe spéter.

72



e Wir nehmen nun an, dass das Bellman-Prinzip giiltig ist. Anwendung

der mehrdimensionalen Ito-Formel auf V' (0, X}) (falls V' hinreichend
regulér ist, d.h. V € C*?) liefert:

V(t,z) = sup Em [/ Y(s, X3 us)ds + V(t, x)

u€A(t,x)

/ Vi, XU) + (Va(s, X)) b(s, X7, ) ds

t

0
4 [ 38 (Vauls, X2))als. X2 0,)) ds
t

0
+/ (vx(S,X;L»TU(S,X;L,US)dWS )
t

wobei wir die abkiirzenden Schreibweisen a = oo’ und V, = %—‘t/,
V, = ‘?9—‘; und V,, = ‘?;T‘Q/ fiir die partiellen Ableitungen benutzen.

Falls ft (5, X))o (s, X%, us)dW, ein Martingal ist und somit Er-
Wartungswert 0 besitzt, folgt

V(t,z) = sup Ei, [/ (s, XY us)ds + V(t, x)

u€A(t,x)
/ Vils, X*) + (Vi(s, X)) (s, X¥, uy)ds
[ S (Ve X0t X)) s
t
e Durch Subtraktion von V (¢, z) auf beiden Seiten, Division durch (6 —t)

und Grenzwertiibergang 6 “\, ¢ erhalten wir:

0= sup FE, [t X} w)+ Vi(t, X})
ucA(t,x)

+ (Vx<t’ Xtu))Tb(t? XZL7 ut) + %Spur ((Vt’cw(ta X:))a(ta Xfy ut)):| .

Da zur Zeit t sowohl der Wert von X; als auch der von u; bekannt ist,

kann man in der letzten Gleichung den Erwartungswert weglassen und
erhalt

0= SLeqU) {w(t, z,ou) + Vi(t, o) + (Vo(t, 2) T b(t, 2, u)

(9.4)
+ %SpuT ((Vm:<t7 l‘))(l(t, Z, U))} ’
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Mit dem von u abhéngigen Differentialoperator

A f(t,x) = fi(t,z) + (fo(t,2)Tb(t, 2, u) + %Spur ((fou(t, z))alt, z,u))
lidsst sich schreiben als
0 =sup{¢(t,z,u) + AV (t,x)}. (9.5)

uelU

Die Gleichung bzw. heifit Hamulton-Jacobi-Bellman-Gleichung
(kurz: HJB-Gleichung). Die obige Argumentation zeigt, dass die Wert-
funktion unter gewissen Bedingungen die HJB-Gleichung mit der End-
bedingung

V(T,x) =¥(x), xeR"
l6st. Beachte, dass als Konsequenz dieser Umformung hier nun kein
zufilliger Ausdruck mehr auftritt. Zudem ist nur noch das Supremum
iiber alle moglichen Startwerte u € U von zuldssigen Steuerungen zu
bilden, da nur diese in der partiellen DGL auftreten.

9.3 Ein Verifikationstheorem

In Abschnitt haben wir die HJB-Gleichung als ein notwendiges Kriterium
fiir die Wertfunktion des Steuerungsproblems hergeleitet. Es stellt sich die
Frage, ob wir die HJB-Gleichung auch als hinreichendes Kriterium heranzie-
hen konnen. Die Antwort liefert das folgende Hauptresultat der stochasti-
schen Steuerung, ein sog. Verifikationstheorem. Dieses stellt ein System von
Bedingungen an V' ¢, ¥, b, 0 und u bereit, unter welchem es sich bei ei-
ner Losung V' der HJB-Gleichung tatsédchlich um die gesuchte Wertfunktion
handelt und ein Maximierer von u — ¥(t,z,u) + A*V (¢, x) eine optimale
Steuerung definiert.

Satz 9.1 (Verifikationstheorem) Sei ® € C*2([0,T) x R™) N C([0,T] x R™)
eine Losung der HJB-Gleichung

sulp]) {(t,z,u) + A"®(t,x)} =0, (t,z)€[0,T)xR",
h O(T,xz) =V(x), xe€R"
Ferner sei ® ,hinreichend integrierbar® im Sinne von
E. {/T(cbx(s,X:))Ta(s,xg,us)dws =0
t
fiir alle (t,z) € [0,T] x R", u € A(t,x). Dann gilt:
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(1) ©(t,x) > V(t, ) fir alle (t,x) € [0,T] x R™.

(11) Angenommen, es existiere fir alle (t,z) € [0,T] x R" ein u(t,z) € U
maut
u(t,z) € arg mal}({w(t,a:,u) + A"®(t, )},
ue

so dass u* = (uf )], up = u(t, X}), eine zuldssige Steuerung de-
findert, wobei X[ die Lisung der gesteuerten SDGL (9.1) unter der
Steuerung ut auf [0,t) ist. Dann gilt

O(t,z) =V(t,x) = J(t,z,u*) fir alle (t,x) € [0,T] x R",
d.h. ® ist die Wertfunktion und u* eine optimale Steuerung.

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ

Beachte: Der Wert X} hdngt nicht von u} ab, sondern nur von uf, s € [0, ).
Es handelt sich deshalb in Teil (ii) des Verifikationstheorems nicht um eine
implizite, sondern um eine explizite Definition von u;.

Bemerkung 9.2 Analog zum Beweis des Verifikationstheorems kann gezeigt
werden, dass unter den dortigen Annahmen sowie der Annahme der Ezistenz
einer CY2-Lésung der HIB-Gleichung und einer optimalen Steuerung u* das
folgende Bellman-Prinzip gilt:

Fiir alle Stoppzeiten 6 mit Werten in [t,T)| gilt

0
V(t,x) = sup Ei, {/ (s, X us)ds +V (0, Xy)
u€A(t,x) t

Bemerkung 9.3 (i) Man kann gewisse technische Bedingungen fir eine
zuldssige Steuerung, fir die Koeffizientenfunktionen b und o, fir die
Nutzenfunktionen ¢ und ¥ und fir die Testfunktion ® aus Satz
spezifizieren, so dass fiir alle Startwerte (t,z) € [0,T] x R? und fiir alle
zuldssigen Steuerungen u € A(t, x) die gesteuerte SDGL eine eindeuti-
ge Losung XY besitzt, das Nutzenfunktional J(t,x,u) wohldefiniert ist
und ® den Integrationsanforderungen aus Satz gentigt. Fin maogli-
ches System von Annahmen ist etwa (vgl. [KKO01)):

— Es gilt v € A(t,x) genau dann, wenn v = (Us)sc,r] Progressiv
messbar und U-wertig ist mit

T
E {/ |us|kds} < oo firalle k € N
¢
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und die zugehorige gesteuerte SDGL (9.1)) eine eindeutige Losung
(Xs)serr) mit Xy = x und

E’t,ac
s€[t,T)

sup |Xs|k] < oo firalle k € N

besitzt.
— b, o sind stetig mit b(.,.,u), o(.,.,u) in C([0,T] x R") firu € U.
Zusdatzlich gelte mat einer Konstanten C' > 0
[be] + [ba] < O, ou] + || < C,
|b(t, ., u)| + |o(t, 2, u)| < C(L+ || + |ul)

auf [0, T] x R" x U.
— 1, U sind stetig und geniigen den polynomialen Wachstumsbe-
dingungen

[0t @, u)| < O+ 2" + [ul),  ¥(o) < CA+]al*)

fir ein C >0 und k € N auf [0,T] x R" x U.
— & € CH2([0,T) x R") N C([0,T] x R™) gendigt der polynomialen
Wachstumsbedingung
[@(t, )] < C(1+ |2])
fir ein C >0 und k € N auf [0,T] x R™.

(i) Da die Wertfunktion eines stochastischen Steuerungsproblems eindeu-
tig ist, kann es auch nur eine Lisung der HJB-Gleichung (mit entspre-
chender Endbedingung) geben, die die Annahmen von Satz erfillt.
D.h. gelten die Bedingungen aus (i), dann existiert hichstens eine C12-
Losung der HJB-Gleichung von polynomialen Wachstum. Beachte aber,
dass eine optimale Steuerung nicht eindeutig sein muss.

(i1i) Die Existenz einer Liosung ist im Allgemeinen schwer nachzuweisen.
FEin typisches System von sehr starken Bedingungen ist:

— U 1s kompakt.
— U liegt in C3(R™) und ist beschrdnkt.

— b, o, ¢ liegen in C* und sind beschréinkt.
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— FEs herrscht gleichmajige Parabolizitdt, d.h.
yla(t,z,u)y > cly|* fir alle (t,x) € [0,T] x R*,u € U,y € R™.

Dann besitzt die HJB-Gleichung eine eindeutige beschrinkte Losung
Vech?,

Das Verifikationstheorem legt das folgende Vorgehen zur Losung des
Steuerungsproblems nahe:

Algorithmus 9.4 1. Lose das Maximierungsproblem in der HJB-Gleichung
(9.5)) in Abhdingigkeit von der noch unbekannten Wertfunktion V' (und
ihrer partiellen Ableitungen).

2. Es sei
a(t, x) = a(t,x,V(t, ), Vi(t, z), Va(t, x), Vao(t, 7))
eine Losung des Mazimierungsproblems. Lése dann die partielle DGL
Otz a(t, x)) + AV (¢t 2) =0, (t,z) €[0,T) x R",
V(T,z) =¥(x), x=eR"

3. Uberpriife die Giiltigkeit der getroffenen Annahmen.

Bemerkung: Die Uberpriifung der gemachten Annahmen im 3.Schritt von
Algorithmus bereitet oft die grofiten Schwierigkeiten, insbesondere wenn
man keine explizite Losung der HJB-Gleichung finden kann. Leider existieren
in den meisten Fillen jedoch keine expliziten Losungen.

Typen von Steuerungen

Im Allgemeinen ist eine Steuerung zur Zeit ¢ gegeben durch eine Zufallsva-
riable u;(w). Man kann aber verschiedene Spezialfille unterscheiden:

e Deterministische oder Open-loop-Steuerungen: u;(w) = f(t) ist nur eine
Funktion in ¢ (nicht zufillig).

o Feedback- oder Closed-loop-Steuerungen: u ist adaptiert bzgl. der Filtra-
tion, die vom gesteuerten Prozess erzeugt wird, d.h. u; ist o(X¥ : s < ¢)-
messbar.

e Ein Spezialfall von Feedback Steuerungen sind Markov-Steuerungen,
die von der Form w;(w) = f(t, X¢(w)) sind.
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Insbesondere handelt es sich bei der in Satz [9.1f(ii) generierten Steuerung
um eine Markov-Steuerung. Das bedeutet, dass man - sofern diese Steuerung
existiert - mit einer Markov-Steuerung mindestens genauso gut abschneiden
kann wie mit jeder anderen beliebigen Steuerung.

Erweiterungen des Optimierungsproblems

e Interpretieren wir J(t,x,.) als Kostenfunktional, so haben wir es mit
einem Minimierungsproblem anstelle eines Maximierungsproblems zu
tun. Auch in diesem Fall konnen wir auf das Verifikationstheorem[9.1]als
Losungsansatz zuriickgreifen. Hierzu miissen wir in der HJB-Gleichung
lediglich das Supremum durch das Infimum austauschen.

e Auch fiir den allgemeineren Fall, dass der Zustandsraum der zuléssigen
Steuerungen von der Zeit und dem Zustand des gesteuerten Prozes-
ses abhéngt, bleiben die hergeleiteten Resultate bestehen. In der HJB-
Gleichung wird das Supremum dann iiber dem Raum U (¢, x) ermittelt.

e Erweiterungsmoglichkeiten bzgl. der Steuerungsdauer betrachten wir
in den folgenden Abschnitten.

9.4 Portfolio-Optimierung: Optimaler Konsum
und optimales Endvermdgen bei endlichem
Zeithorizont

Wir betrachten das Finanzmarktmodell aus dem Beispiel in Abschnitt

Bond: dB; =rBidt, By=1,

Aktie: dSt = MStdt + O'Stth, S[) =s5>0.
Hier erlauben wir dem Investor auch einen kontinuierlichen Konsum. Als
Steuerung betrachten wir daher den 2-dimensionalen Prozess u = (m, ¢), wo-

bei 7; den in die Aktie investierte Anteil am Vermogen und ¢; die Konsumrate
zur Zeit t angibt. Der zugehorige Vermogensprozess geniigt dann der SDGL

AX} = ((r+ (= P)m) X = e)dt + om XFdW,,  X§ =2 >0.

Der Investor erzielt den Nutzen U;(¢;) aus dem Konsum und den Endnutzen
Uy (X%). Wir wollen nun fiir die Nutzenfunktionen

Y

Up(z) = Us(z) = Ulx) == % v e (0,1),
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und einen Diskontierungsfaktor e=#¢, 3 > 0, das Funktional
T
J(t,x,u) = Ei, {/ e 75U (cy)ds 4+ e PTU(XY)
t

maximieren. Mit dem Differentialoperator

AT f(t ) = fo(t,x) + ((r + (u— 1))z — ) fo(t, 2) + %027{'

lautet die assoziierte HJB-Gleichung

P!
sup {e‘ﬁt— + A(”’C)V(t, x)} =0.
(m,c)eR2 Y

Wende nun Algorithmus an:

227 foa(t, )

1. Schritt: Lose das Maximierungsproblem in der HJB-Gleichung.

Unter der Annahme, dass V (¢, z) strikt monoton wachsend und strikt konkav
in z ist und der zugehorige Vermogensprozess X' strikt positiv ist (diese
Annahmen miissen spéter iiberpriift werden!), erhalten wir die Maximierer

ét,r) = (m‘/tm)”l
p—r V(tx)
Vau(t, 2)

2. Schritt: Lose die partielle DGL.

(9.6)
(9.7)

Einsetzen von |) in die HJB-Gleichung fithrt zu der partiellen DGL

VLIT x

vy 2 o

mit der Endbedingung

ol
V(T,z) =ePT—.
Y
Diese Endbedingung legt den Ansatz
ol
V@$%=ﬂﬂ7

1— = 1 =7\ V2
Velﬂtv%_l%-‘/ﬂ-mvx——(u T) - =

0 (9.8)

nahe. Bildet man hiervon alle in vorkommenden Ableitungen und setzt
deren Form in ein, so erhiilt man nach Division durch 27/~ die gew6hn-

liche DGL

1—7)

0=(1—)e 5 f(t) ™ + f(t) £ <r+ X 1 (“_T
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mit der Endbedingung f(T) = e #T. (Beachte, dass es hierfiir wesentlich ist,
dass der Quotient V?/V,, durch den gewihlten Ansatz eine sehr einfache
Form erhélt.) Mit den Abkiirzungen

"o 7<r+2aiv>(ﬂgryj’

as(t) = (1—7y)e 77

ergibt sich

f(t) = —arf(t) —aa(t) f(t)" =5, f(T)=e"T.

Die Substitution

fithrt dann zu

(1) = SO /)
= O™ (—af ) - (00 )
. aq ﬁ _ a2(t)
=~ p - 2
Also: a o or
J(0) = —72g() =5, () = 99

Explizites Losen von mittels Variation der Konstanten ergibt (fiir § # a1)

st L o
g(t) = 67%6111*17 = 4 —(1 — 7>eﬁl - <e 11*7% —e 11*W6t>
a; —

(Ubungsaufgabe). Hieraus ergibt sich wegen V (t,x) = g(t)l_V% die expli-
zite Darstellung der Wertfunktion. Ferner erhalten wir fiir die Feedback-

Funktionen (9.6)-(9.7)

(9.10)
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Die optimale Steuerung ist somit gegeben durch

e -7

¢ = ¢(t,X)=——X/, 9.11

t ( t) g(t) t ( )
1 pu—r

o= at X)) = —— 9.12

Ty T (t, X)) 1—~ o2 ( )

(mit X* := X)),

3. Schritt: Uberpriifung der gemachten Annahmen.

g(t) ist strikt positiv. (Beachte hierzu, dass ay, 5 beide positiv sind und dass
das Vorzeichen des Klammerausdrucks in gleich dem seines Vorfaktors
ist.) Weiter liegt V' in C%? und geniigt einer polynomialen Wachstumsbedin-
gung, so dass die Integrationsbedingung aus Satz[9.1]erfiillt ist. Fiir ein strikt
positives Vermogen x > 0 ist V' wegen

Va(t,x) = g(6) 727 > 0, Vig(t, o) = —(1 = 7)g(t) 727 <0.

strikt monoton wachsend und strikt konkav. Der mit ((9.11))-(9.12)) gesteuerte
Prozess X* geniigt der SDGL

Bt
1 w—=r S 1 p—r
ax; = X; — | — ) - — | dt+ —— aw,
: t{<r+1—’y( o ) g(t)> o o t}
—=: X (bdt + GdW,).
Es folgt

-1
X*(t) = xexp{(b— 562> t+5Wt} > 0,

d.h. der optimal gesteuerte Prozess ist strikt positiv. Da 7* konstant und
g(t)~! beschriinkt ist, kann man die Zulissigkeitsbedingung fiir die optima-
le Steuerung nachweisen, indem man einen passenden Zuléssigkeitsbereich
[0,00) X [m, 7] fir (¢, ) wéhlt.

9.5 Unendlicher Zeithorizont

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass b, 0, zeitunabhéngig sind, d.h.
der gesteuerte Prozess ist gegeben durch

dXt = b(Xt, Ut)dt + O'(Xt, Ut)th, X() = X. (913)

Wir definieren den zugehorigen Differentialoperator, in Abhéngigkeit von wu,
durch

AF(r) = (@) Do, u) + 5 Spur( o)) (e, u)
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Als Optimierungskriterium betrachten wir

J(x,u) = E, {/Oo e P (X, ug)ds
0

mit Diskontierungsfaktor 5 > 0. Die Bedingungen fiir b, 0,1 und fiir die
Zuléssigkeit einer Steuerung - hier dargestellt durch die Klasse A(z) - wer-
den analog zum Fall mit endlichem Zeithorizont definiert. Die Wertfunktion
lautet
V(z) = sup J(z,u).
ucA(x)

Satz 9.5 (Verifikationstheorem) Sei ® € C*(R™) eine Lésung der HJB--
Gleichung

sup {¢(z,u) + A"®(z) — fP(x)} =0, ze€R"™

uelU

Ferner sei ® ,hinreichend integrierbar® im Sinne von
E, [/ (P, (X)) o (XY, ug)dWs| =0
0
fir alle x € R*, w € A(x). Dann gilt:
(1) ©(xz) > V(z) fir alle z € R".
(ii) Angenommen, es existiere fiir alle x € R™ ein u(x) € U mit
i(r) € argmax{(z, u) + AD(x) — FO(x)},

so dass u* = (u} )0, uy = u(X;), eine zulissige Steuerung definiert,
wobei X[ die Losung der gesteuerten SDGL (9.13)) unter der Steuerung
ul auf [0,t) ist. Dann gilt

O(z) =V(x) = J(x,u*) fir alle z € R",

d.h. ® st die Wertfunktion und u* eine optimale Steuerung.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz O
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9.6 Portfolio-Optimierung: Optimaler Konsum
bei unendlichem Zeithorizont

Betrachte das Modell aus Abschnitt Wir wollen nun das folgende Lebenszeit-
Konsum-Problem 16sen:

o 1
sup E, [/ e_ﬁt—czdt]
(m,c)eA(x) 0 Y

mit >0, v € (0,1), x > 0. Als zusétzliche Zulassigkeitsbedingung an eine
Steuerung u = (7, ¢) fordern wir, dass der gesteuerte Vermogensprozess

dXy = ((r+ (p — r)m) X — c)dt + om Xy dWy,  X§ =,

f.s. positiv ist, d.h. P(X; > 0) = 1 fiir alle t > 0. Die HJB-Gleichung fiir die
zugehorige Wertfunktion V(x) lautet

1 1
By {<T +(p—r)mz = )V'(x) = BV + S0’ 72V (x) + —CV} —0.
(m,c)ER? 2 v

Es ergeben sich wieder die folgenden Schritte:
1. Schritt: Maximierung;:
Angenommen, es gilt V'(z) > 0 und V”(x) < 0. Dann erhalten wir die
folgenden Maximierer:
. _ p=r Vi(z)
) = o2 V' (x)

1

é(x) = V'(x)7T1.

2. Schritt: Losen der DGL:
Einsetzen von (7, ¢) in die HJB-Gleichung liefert die DGL

L (p=r\ V'(2)? / L=y o
—5( > ) V”(x)%—ch(x)—ﬁV%—TV(x)v =0.

Wir versuchen den Ansatz V(z) = %A:ﬂ fiir ein A > 0. Einsetzen der Ab-

leitungen V'(x) = Az7', V"(z) = —(1 — v)A27? in die obige DGL und
Division durch den Faktor Az” liefert dann die Gleichung

1 1 —r\? 1—
LS et e ]
21 —v o ¥ vy
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Diese Gleichung hat genau dann eine positive Losung A, wenn
1y (p=r)
B> —— +r
8
gilt, d.h. falls der Abzinsungsfaktor § hinreichend grofl gewéhlt ist. In diesem

Fall gilt
2\ \ 7!
R A T N .
11—\~ 21 —v o

3. Schritt: Uberpriifen der Annahmen:
Als Kandidaten fiir eine optimale Steuerung erhalten wir somit

. 1 pu—r

1—~ o2’
1

* _ — *

¢ = A1X],

wobei der zugehorige Vermogensprozess X* die SDGL

1 —r\? , 1 -
ax;=x: 4 rv— (220} —am oy — 2" aw, Y, Xy =1,
11— o l—v o

erfiillt. Diese SDGL hat die eindeutige Losung

1 —r\? 1 1 1 2 —r\° 1 -
X =zexpq |7+ -— F — AT — - a t4— L W
1—7 o 2\1—7~ o 1—v o

die strikt positiv ist. Somit schlieBen wir V'(z) > 0 und V”"(x) < 0. (Klar:
V € C?((0,00)).) Die Integrierbarkeitsbedingung folgt aus der polynomia-
len Wachstumseigenschaft von V. Damit sind die Voraussetzungen von Satz
9.5| erfiillt, so dass die gefundenen Kandidaten die gesuchte Optimallosung
darstellen.

9.7 Stoppen des gesteuerten Prozesses

Wir betrachten erneut das stochastische Steuerungsproblem aus Abschnitt
Allerdings soll jetzt nur so lange gesteuert werden, wie sich der gesteuerte
Prozess X, innerhalb einer vorgegebenen offenen Teilmenge O C R™ bewegt.
Hierzu setzen wir S := [0,7") x O und definieren durch

7= inf {s € [t,T]|(s, X,) ¢ S}
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einen Abbruchzeitpunkt. Ferner bezeichnen wir mit S := ([0,7] x 00) U
({T} x O) den parabolischen Rand von S (wobei O den Rand und O den
Abschluss von O bezeichne). Als Optimierungskriterium betrachten wir das
Nutzenfunktional

J(t,x,u) = Eyy [/Tw(s,Xs,us)ds +U(r, X,))| .

Die Wertfunktion lautet wie gewohnt

V(t,z) = sup J(t, z,u),
ucA(t,x)

und die Bedingungen fiir b, 0,%, ¥ und fiir die Zuléssigkeit einer Steuerung
entsprechen denen aus dem urspriinglichen Problem mit O = R".

Satz 9.6 (Verifikationstheorem) Sei ® € CY%(S) N C(S) eine Lisung der
HJB-Gleichung

sup {(t, z,u) + A"B(t,2)} =0, (t.2) €S,
uelU

O(t,x) =W(t,x), (t,x) € IS.

Ferner sei ® ,hinreichend integrierbar® im Sinne von
Eiq V (®u(s, X)) o(s, X2, ug)dW,| =0
¢
fir alle (t,x) € S, u € A(t,z). Dann gilt:
(i) ®(t,x) > V(t,z) fir alle (t,z) € S.
(ii) Angenommen, es existiere fiir alle (t,x) € S ein a(t,z) € U mit

(t, v) € argmax{u(t, 7, u) + A"D(t,2)},

so dass u* = (u})cpo,, Ui = U(t,X}), eine zulissige Steuerung de-
findert, wobei X[ die Liosung der gesteuerten SDGL (9.1) unter der
Steuerung v’ auf [0,t) ist. Dann gilt

O(t,x) =V(t,x) = J(t,x,u*) fiir alle (t,z) €S,
d.h. ® st die Wertfunktion und u* eine optimale Steuerung.

Beweis: Siehe Vorlesung. OJ
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9.8 Portfolio-Optimierung: Portfolio- Versicherung

Betrachte weiterhin den Finanzmarkt aus Abschnitt [9.4] jetzt jedoch ohne
Konsumpomponente, d.h. wir benutzen die Steuerung u; = m; (wobei m; der
in die Aktie investierte Vermogensanteil ist). Fiir v € (0,1), G > 0 und einen
Startwert (¢, z) € [0, 7] xR wollen wir das folgende restringierte stochastische
Steuerungsproblem 16sen:

1y
sup B, [—Xp|.

g

™

NB: P(Xr>G) =1

Dieses Problem wird Portfolio- Versicherungs-Problem genannt, da das Vermogen
durch den garantierten Betrag G nach unten abgesichert ist. Diese Erwei-
terung des urspriinglichen unrestringierten Problems ist durchaus sinnvoll,

da die Verteilung des optimalen Endvermogens im unrestringierten Problem
hohe Verluste mit hoher Wahrscheinlichkeit erlaubt (sog. Fat-Tail Problema-
tik).

Wir unterscheiden 3 Félle:

o Gilt z < e"T9@G, so kénnen wir die garantierte Auszahlung G' zum
Zeitpunkt 7" nicht mit W’keit 1 erzielen, da die reine Bondstrategie in
diesem Fall nur den Betrag ze" ™Y < G generiert.

e Fiir z = e "T-9@G, liefert die reine Bondstrategie exakt den Betrag
G. Somit kénnen wir nicht in die Aktie investieren, da wir sonst mit
positiver W’keit Verluste machen wiirden, so dass wir unser Ziel G mit
positiver W'keit verfehlen wiirden.

e Fiir z > e "9 sind sowohl Investionen in den Bond als auch in die
Aktie moglich.

Im Folgenden wollen wir daher von & > e ""=Y G ausgehen. Dazu definieren

wir
S={(t,x) €[0,T)xR:z>e T VqG}

und damit
08 = ([0,T] x {Ge" ") U ({T} x [G, 00)) .
Dann folgt:

e Randbedingungen:

1Gr, (tx)€dS,t<T,
t="1T.



Abbruchzeitpunkt:
T=inf{s >t: (s, X;) ¢ S}.

Zielfunktional:

1
J(t,x,m)=FE;, {;X;’} , (t,x) € S.

Wertfunktion:

V(t,z) = sup J(t,x,m)
meA(t,x)

fiir eine ,,geeignete” Menge A(t, x) zuldssiger Steuerungen.

HJB-Gleichung:

1
sup {V} + (r+ (p—r)m)aV, + 5027r2:v2‘/}m} =0, (t,x)€eS,

TeR

V(t,z) =¥(t,x), (t,x) € IS.

Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung liefern fiir eine optimale Portfolio-Strategie
den Kandidaten
p—r Vu(t,z)

T(t = — .
o) = e Wt o)

Dies fiihrt zu der partiellen DGL

1 fpw—r 22
Vi+rzV, — = T (tz) €S,
P+ 2( . ) v (t,x) €

mit Randbedingungen
V(t,z) =V(t,x), (t,z)€IS.

Beachte, dass wir im unrestringierten Fall dieselbe partielle DGL l6sen miissen,
jedoch ausschliellich mit der Endbedingung

1
V(T,z) =—a".
v
Wie in Abschnitt verifiziert man, dass die Wertfunktion V? fiir das un-

restringierte Portfolio-Problem ohne Konsum gegeben ist durch

VO(t,z) = exp { (77“4— 2(1”Y_fy> (N;T) ) (T — t)} %, (t,z) € [0,T]%]0,00).

Da V? jedoch die Randbedingung fiir ¢ < T nicht erfiillt, kénnen wir keine
explizite Losung von V' durch Faktorisierung in Form von f(¢)z” herleiten.
Daher wendet man in der Praxis ein finites Differenzenverfahren an, um eine
numerische Ndherung von V' zu erhalten.
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