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1. Sei X = (Xt)t≥0 ein stetiger reellwertiger stochastischer Prozess. Dann ist die quadrati-
sche Variation (〈X〉t)t≥0 definiert durch

〈X〉t := lim
n→∞

n∑
i=1

(Xtni
−Xtni−1

)2 (in Wahrscheinlichkeit),

wobei {0 = tn0 < tn1 < . . . < tnn = t} eine Zerlegung von [0, t] mit Feinheit supi≤n(tni −tni−1)→
0 für n→∞ darstellt.
Zeigen Sie:

(a) Für eine eindimensionale Brownsche Bewegung W = (Wt)t≥0 gilt 〈W 〉t = t.
Anleitung: Zeigen Sie

E

( n∑
i=1

(Wtni
−Wtni−1

)2 − t

)2
 = 2

n∑
i=1

(tni − tni−1)
2

und folgern Sie, dass
∑n

i=1(Wtni
−Wtni−1

)2 → t in L2 für n→∞.

(b) Ist X : [0,∞) → R eine stetige Funktion von beschränkter Variation, d.h. X ∈
BV ([0, t]) für alle t ≥ 0, so folgt 〈X〉t = 0.

Was bedeutet dies für die totale Variation der Pfade einer Bronschen Bewegung?

2. Sei (Wt)t≥0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung. Leiten Sie unmittelbar aus der
Definition des Itô-Integrals die folgende Formel her:∫ t

0

WsdWs =
1

2
W 2

t −
1

2
t.
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