technische universitat fakultat fUr peey=—
dortmund mathematik £

PD Dr. F. Guias

Ubungen zur Vorlesung
Differentialgleichungen in der Wirtschaftsmathematik
Wintersemester 2010/11

Blatt 11
06.01.2010

1. (Inversionsmethode zur Erzeugung nicht gleichverteilter Zufallszahlen) Sei F' eine Ver-
teilungsfunktion und U eine gleichverteilte Zufallsvariable auf dem Intervall [0, 1].

(a) Zeige: Durch die Setzung X := F~1(U) mit
Flu):=inf{r eR: F(x)>u}, 0<u<l,
erhélt man eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F'.

(b) Sei u eine Realisierung von U. Wie lautet dann eine sinnvolle Realisierung z einer
Zufallsvariablen X, falls X

(i) auf dem Intervall [a, b] gleichverteilt,

(ii) exponentialverteilt mit Parameter A > 0 oder
(iii) diskret

ist.

2. Sei X eine Zufallsvariable mit bekannter Verteilungsfunktion F', fiir die die Momente
p = E[X] und 0? = Var[X] existiern, aber unbekannt sind. Um eine Schitzung fiir den
Erwartungswert p zu erhalten, simuliere man n Realsierungen Xi, ..., X,, und berechne
den Mittelwertschétzer
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(a) Angenommen, es sei x4 € [1000,2000] bekannt. Eine Abweichung der Schiitzung X,
vom tatsdchlichen Mittelwert p von weniger als 10 werde daher als akzeptabel ange-
sehen. Bestimmen Sie mit dem zentralen Grenzwertsatz ein n € N (in Abhéngigkeit
von o) so, dass P(|X,, — u| < 10) ~ 0,95 gilt.



(b) Wie in Aufgabenteil (a) gesehen, hingt die Anzahl der benétigten Simulationen von
der unbekannten Varianz o ab. Daher erscheint auch die Schiitzung von o2 sinnvoll.
Zeigen Sie, dass der Varianzschétzer
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==Y (X —X,)?
5 nZ( )

nicht erwartungstreu ist, d.h.
E[8%] # o2

Geben Sie stattdessen einen geeigneten Varianzschitzer §2 an, der erwartungtreu ist.

(¢) Um den Fehler |X,, — u| bzw. die Anzahl n der notwendigen Simulationen zu ver-
kleinern, ist man bemiiht, die Varianz von X,, zu reduzieren. Angenommen, X,, sei
mittels einer N(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen Z erzeugt, d.h. die i-te Realisierung
von X erhdlt man aus der i-te Realisierung von Z gemifl X; = h(Z;) fiir eine Funk-
tion h. Man setze X; = h(—%;) und X,; = 13" X und verwende dann als
Mittelwertschétzer die antithetische Variable
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X, ==(X,+X,).

Zeigen Sie, dass Var[)?n] < Var[X,] gilt.

Abgabe am 13.01.2010 in der Vorlesung.



