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Aufgabe 25 (1 Punkt).
Es seien Ω1 ⊆ R

n und Ω2 ⊆ R
m messbare Mengen und {ϕk}

∞

k=0
bzw. {ψk}

∞

k=0
eine Orthonor-

malbasis von L2(Ω1) bzw. L2(Ω2) . Geben Sie eine Orthonormalbasis von L2(Ω1 × Ω2) an.

Aufgabe 26 (1 Punkt).
Es seien Ω ⊆ R

n eine messbare Menge, κ ∈ L2(Ω
2) ein quadratintegrierbarer Kern und A =

(aij) die Matrix des Integraloperators Sκ bezüglich einer Orthonormalbasis von L2(Ω) . Zeigen
Sie ∑

i,j

| aij |
2 =

∫
Ω2

|κ(t, s) |2 d(t, s) <∞ .

Aufgabe 27 (1 Punkt).
Es sei H ein Hilbertraum. Eine Abbildung β : H × H → C heißt sesquilinear, falls β in der
ersten Komponente linear und in der zweiten Komponente antilinear ist. Zeigen Sie: Es gibt
genau einen linearen Operator T : H → H mit

β(x, y) = 〈x|Ty〉 für alle x, y ∈ H ,

und man hat ‖T ‖ = sup {|β(x, y) | | ‖x ‖ , ‖ y ‖ ≤ 1} .
Ist β bzw. T zusätzlich koerziv, so gilt T ∈ GL(H) (Satz von Lax-Milgram).

Aufgabe 28 (1 Punkt).
a) Verifizieren Sie Formel (15).
b) Zeigen Sie, dass alle Nullstellen der Legendre-Polynome Pn einfach sind und in (−1, 1) liegen.
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