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1) Charakterisierung offener und abgeschlossener Mengen. (4P)

Zeigen Sie für metrische Räume X und A,B ⊂ X :

a) A ist genau dann offen, wenn A ∩ ∂A = ∅.

b) B ist genau dann abgeschlossen, wenn ∂B ⊂ B.

Gelten (a) und (b) auch für topologische Räume X ?

2) Stetigkeit in metrischen Räumen. (4P)

Es seien (X1, d1) und (X2, d2) metrische Räume sowie f : X1 → X2 eine Abbildung.

a) Zeigen Sie: f ist genau dann stetig, wenn für jede Teilmenge A ⊂ X1 die Inklusion
f(A) ⊂ f(A) gilt.

Anleitung: Falls f stetig, zeige, dass für y ∈ f(A) auch y ∈ f(A) gilt: Es existiert
x ∈ A mit f(x) = y... Für die Umkehrung, nehme man an, dass f in x0 ∈ X1 unstetig
ist, d.h. d2(f(xn

), f(x0)) > ǫ0 für eine geeignete Folge x
n
→ x0. Betrachte dann die

Menge A := {x
n
: n ∈ N}.

b) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass für stetige Funktionen f auch f(A) 6= f(A)
gelten kann.



3) Stetigkeit. (2P je Teilaufgabe)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f : R2 → R auf Stetigkeit.

f(x, y) :=







xy
√

|x|+ y2
falls (x, y) 6= (0, 0),

0 falls (x, y) = (0, 0).

g(x, y) :=







xy

x2 + y2
falls (x, y) 6= (0, 0),

0 falls (x, y) = (0, 0).

h(x, y) :=







sin(
x

y2
) falls (x, y) 6= (0, 0),

0 falls y = 0.

4) Metrik als stetige Funktion. (4P)

a) Sei (X, d) metrischer Raum und x0 ∈ X . Zeigen Sie, dass die Abbildung h : X →
R mit h(x) := d(x0, x) stetig ist.

b) Es seien (X1, d1) und (X2, d2) metrische Räume und x0 ∈ X2 fest gewählt. Die
Abbildung f : X1 → X2 sei stetig auf X1. Zeigen Sie, dass die Abbildung g :
X1 → R, g(x) := d2(f(x), x0) auf X1 stetig ist.
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