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1) Homöomorphismus und Banachscher Fixpunktsatz. (4P)

Sei (X, ‖ · ‖) ein Banachraum und f : X → X eine Kontraktion. Beweisen Sie, dass die
Abbildung F : X → X , F (x) := x+ f(x) ein Homöomorphismus ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung gy : X → X , gy(x) := y − f(x), y ∈ X fest, und
wenden Sie den Banachschen Fixpunktsatz an.

2) Untermannigfaltigkeit mit globaler Darstellung. (4P)

Die Funktionen f, g : R3 → R seien definiert durch

f(x, y, z) := x2 + xy − y − z, g(x, y, z) := 2x2 + 3xy − 2y − 3z.

Zeigen Sie, dass die Menge

M := {(x, y, z) ∈ R
3 : f(x, y, z) = g(x, y, z) = 0}

eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R3 ist mit der Parameterdarstellung

ϕ : R → R
3, ϕ(t) := (t, t2, t3).

3) Untermannigfaltigkeiten in R
4. (4P)

Die Funktionen hi : R
4 → R, i = 1, 2, 3, seien definiert durch

h1(x1, ..., x4) = x1x3 − x2

2
,

h2(x1, ..., x4) = x2x4 − x2

3
,

h3(x1, ..., x4) = x1x4 − x2x3.

Zeigen Sie, dass

M := {x ∈ R
4 \ {0} : h1(x) = h2(x) = h3(x) = 0}

eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R4 ist.
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