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Aufgabe 1 (Bemerkungen zur Vorlesung).

Zeigen Sie folgende Aussagen:

i) Seien H; und H, Hilbertraume. Ein stetiger linearer Operator A: Hy — Hj
ist kompakt dann und nur dann, wenn der duale Operator A': Hy — H;
kompakt ist.

ii) Sei Q C RY offen, u € L*(Q). Fiir den distributionellen Gradienten gelte
Vu = 0. Zeigen Sie mit einem Glittungsargument, dass u eine lokal kon-
stante Funktion ist.

Aufgabe 2 (Fundamentallosung fiir die Stokes Gleichung).

Sei x: RY — R bi-harmonisch, also eine Lésung von A%y = 0. Zeigen Sie, dass fiir
jeden Vektor a € RY durch
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eine Losung der stationdren Stokes Gleichungen gegeben ist. Die Fundamentallo-
sung ist mit derselben Formel gegeben durch y mit A%y = 4.

Aufgabe 3 (Umstromung einer Kugel, dreidimensionale Stokes Glei-
chung).

In Dimension N = 3 sei U € R? ein Vektor, a > 0 ein Radius und o € R ein
Faktor. Wir verwenden r = |z| und betrachten
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Bestimmen Sie einen geeigneten Faktor o und zeigen Sie, dass mit diesem Ansatz
eine Losung der Stokes Gleichungen auf dem Aufl enraumgebiet R3\ B,(0) zu den
Randbedingungen v = U auf 0B,(0) und |v| — 0 fir r — oo gegeben ist.

Zur Information: Mit diesem Ansatz lasst sich die Formel fir die Stokes’sche Rei-
bungskraft herleiten: Bei Umstromung einer Kugel mit Radius a mit einer Ge-
schwindigkeit U bei einer Viskositat p ist die Kraft F' auf die Kugel gegeben durch
F = 6mpalU].



Aufgabe 4 (Proposition 23.1 in einer vereinfachten Situation).

Das Residuum F € L?(R3? R?) erfiille eine Orthogonalitétsrelation: [ps F' - ¢ = 0

fir alle ¢ € HY(R3 R3?) mit V - ¢ = 0. Zeigen Sie, dass dann eine Funktion
p € HL (R3 R) existiert mit F' = Vp.

Anleitung: Zeigen Sie zundchst mit Testfunktionen ¢ = rot W, dassrot F =0 im
Distributionssinn gilt. Schlieffen Sie mit einem Gldttungsargument und der Poin-
caré Ungleichung (in H') auf die Existenz einer lokalen Druckfunktion.



